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Vorwort. 



Hiermit überreichen wir dem mathematischen Lehrerpablikum . 
eine systematisch geordnete Sammlung der Aufgaben des 
Aufgaben -Eepertorinms der Zeitschrift f. mathem. und naturw. 
Unterricht, welche in den ersten 25 Bänden derselben und zwar 
Yom 5. Bande an, enthalten sind. Der unterzeichnete Herausgeber 
fühlt sich gedrungen zuvörderst einige Worte über die Geschichte 
dieser für die Zeil schrift so wichtig gewordenen Abteilung zu sagen. 

Das Aufgaben-Bepertorium wurde auf Veranlassung des Unter- 
zeichneten, wenn auch an^nglich nur yersuchs weise, eingerichtet. 
Die erste Anregung hierzu gab der nun verewigte treue Freund 
und Mitarbeiter der Zeitschrift Dr. Pick*) in Wien während unserer 
Lehrthätigkeit daselbst in den Jahren 1872 bis 1877. Es geschah 
dies mit „Zwei Schüleraufgaben" in Jahrg V (1874), S. 67. In 
demselben Jahrgange richtete dann der Unterzeichnete diese Ab- 
teilung definitiv ein, nachdem er den für diese Sache sehr ein- 
genonunenen Professor Bin der **) am Seminar in Schönthal (Würtem- 
berg) als Leiter gewonnen hatte (s. Jahrg. Y, S. 286). Anfangs 
waren nur „Aufgaben für Schüler" geplant (s. a. a. 0.). Nachdem 
Binder als Eealschuldirektor nach Ulm berufen worden war und 
wegen Überbürdung mit Amtsgeschäften (s. VII, 49 und VIII, 
60)***) von der Eedaktion zurücktreten mufste, übernahm der 
Unterzeichnete, in Ermangelung eines anderweitigen geeigneten 
und willigen Leiters, eine Zeit lang die Redaktion selbst (s. bes. 
Jahrg. Vin bis IX). Von Bd. VIII an nimmt auch der als Mathe- 
matiker von Buf wohlbekannte Geh. Schulrat Dr. Schlömilch, 
später der bedeutendste Mitarbeiter an d. Ztschr., am Auf.-Rep. 
Anteil t) s. bes. VIII, ÖOl u. IX). 

Der lang gehegte Wunsch des Unterzeichneten, eine Persön- 
lichkeit zu finden, welche völlig kompetent die Leitung dieser 
Abteilung definitiv übernehmen könnte, wurde endlich dadurch 
erfüllt, dafs es ihm gelang, die durch ihre vortreffliche Aufgaben- 
sammlung wohlbekannten Herren Dr. Lieber -Stettin und von 
Ltih mann -Königsberg i. K hierzu zu gewinnen (XI, ÖO). Durch 

♦) S. Nekrolog XXVI (1896), 637. Jubiläum XXV, 813. 
**) Binder starb am 23. Dezbr. 1883. Man flehe den pietätvollen 
Nekrolog in Bd. XV (1884), S. 648 u. f. 

***) Wir werden in der Folge immer, der Kürze halber diese in der 
Zeitschr. gebräuchliche Zitatform wählen statt Jahrg. VIII, S. 60. 

t) Nach dem Verzeichnis der Mitarbeiter (s. Anhang S. 894) hat 
er die g^öfste Zahl der Aufgaben (167) gestellt und zwar waren dieselben 
immer interessant und lehrreich. Ihm zunächst kommen (s. dort S. 389) 
Hr. Dr. Emmrich (122) und Dr. Stell (95). 



IV Vorwort. 

diese Herren erlangte das Aufg.-Rep. einen hohen Aufschwung. 
Sie bearbeiteten diese Abteilung gemeinschaftlich bis zum Jahrg. XVI. 
(1885), da Hr. v. Lühmann wegen eines Augenleidens von der Mit- 
leitung zurückzutreten sich genötigt sah. Vou Bd. XHI an wurde auf 
unsere Anregung zur Orientierung der Leser in den Inhalts- 
verzeichnissen eine Tabelle gegeben, welche „genauere Nach weis e^' 
über die Guttung und Art der Aufgaben und ihre Auflösung sowie 
über die Aufgabensteiler und deren Löser giebt. So wuchs denn 
in den folgenden Jahrgängen die Zahl der Mitarbeiter'^) immer 
mehr und mit ihnen das Interesse und die Beteiligung an dieser 
Abteilung^ was um so höher zu schätzen ist, da für die Beiträge 
Jieinerlei Honorar gezahlt wurde, dieselben vielmehr aus reiner 
Liebe zur Sache geliefert wurden. Zugleich werden die Aufgaben 
mannigfaltiger und der ursprüngliche Rahmen für ,,Schülerarbeiten^' 
wird erweitert, indem auch Aufgaben zur Fortbildung und Übung 
für Geübtere (Studierende und Lehrer) Aufnahme finden. Dabei 
werden auch die ähnlichen Sammlungen „aufserdeutscher^^ Zeit- 
schriften berücksichtigt, so zuerst die Nouv. Ann. d, Math. (s. IX, 
28 und das Eeferat von Lieber und v. Lühmann in X, is). 

Nachdem Hr. Prof. v. Lühmann aus dem bereits oben ge- 
nannten Grunde von der. Mitredaktion zurückgetreten war, kooptierte 
Hr. Prof. Dr. Lieber von Jahrg. XVI (1886) ab als Mitredakteur 
den gegenwärtigen Leiter Hr. Gjmnasialoberlehrer Mü s eb e ck , damals 
in Stettin, dann in Brieg (s. XVI, 17) und in Waren (Mecklen- 
burg), gegenwärtig in Herford (Westfalen) als Lehrer der Math, 
wirkend. Derselbe hat seinem Chef-Eedakteur bis zu dessen Tode 
(1896) treulich zur Seite gestanden und es lag daher nahe, nach 
dem Tode des verdienstvollen Dr. Lieber**) demselben die Leitung 
dieser Abteilung zu übertragen, zumal da derselbe während der 
Kränklichkeit Liebers in den letzten Jahren die Bedaktion schon 
fast allein übernommen hatte. Die Zuwahl eines Mitredakteurs 
wurde ihm für den Bedürfnisfall überlassen. 

Während der Herausgabe der Bde. 26 — 28 reifte beim Unter- 
zeichneten allmählig der Plan zur Herausgabe einer systematisch 
geordneten Sammlung der Aufgaben des Aufg.-Rep. und zwar 
vorläufig der ersten 25 Bände- der Zeitschrift. Eine solche 
Sammlung schien ihm aus mannigfachen Gründen erspriefslich, von 



*) Dieselben sind in den Inhaltsverzeichnissen der einzelnen Bde. 
immer am Schlüsse der genannten „Tabelle" nach Namen und Zahl an- 
gegeben. Diese Anzahl stieg vom J. 1882 an bis zum J. 1888 von 29 
bis auf 79, ging dann wieder herab bis 61 (1894) und stieg wieder bis 
66 in d. Jahren 1895/96. Im Mittel waren es ca. 57. Diese Zahlen sind 
in folgender Reihe dargestellt: 

29. 35. 46. 63. 74. 70. 79. 66. 60. 47. 48. 60. 51. 66. 66. 60. 

(1882) (1897) 

**) Lieber starb am 6. Nov. 1896. Siehe d. Nekrolog verfafst von 
Hr. V. Lühmann in Bd. 28 (1897) S. 224 f. 



Vorwort. V 

denen er nur zwei hier anführen möchte. Einmal bietet sie ein 
Bild von der 20jährigen fruchtbaren Arbeit einer wichtigen Lehrer- 
gattung für die Schule und für eigene Fortbildung; sodann wirkt 
sie anregend zur Nutzbarmachung für den (mathem.) Unterricht, zur 
Ausfüllung etwaiger Lücken und zur Fortsetzung des Begonnenen. 

Dafs diese Sammlung nur die Aufgaben, nicht auch die 
Auflösungen enthalten durfte, verstand sich bei der gewaltigen 
Fülle der letzteren beinahe von selbst. Die Lösungen konnten 
daher nur hinter den Aufgaben signalisiert (zitiert) werden und 
setzen natürlich den Besitz der Zeitschrift oder wenigstens die 
Möglichkeit des Zugangs zu derselben voraus. Den Plan zur Be- 
arbeitung ist noch bei Lebzeiten Dr. Liebers unter Mitwirkung von 
Dr. Emmerich und .Prof, Dr. Stell entworfen. Zur ausführlichen 
Bearbeitung erboten sich nach Liebers Tode Hr. Müsebeck und 
Hr. Dr. Emmerich, und zwar haben sich dieselben in die Arbeit 
60 geteilt, dafs Hr. Dr, Emmerich den Abschnitt A (Arithmetik)*) 
S. 1 — 67 und Hr. Müsebeck den übrigen (gröfseren) Teil, die 
Abschnitte B bis J, S. 68 bis zu Ende bearbeitet hat. Die Ober- 
leitung und letzte Revision hatte sich der Heraasgeber vorbehalten. 
Die Arbeit wurde dadurch erleichtert, dafs die Verlagshandlung zur 
Herstellung des Manuskripts die Druckbogen aus den disponibeln 
3änden uns zur Verfügung stellte. Um aber der Sammlung die 
gröfstmögliche Korrektheit zu verleihen, wurden die Herren 
Dr. Emmerich und Prof. em. Dr. Stell zur Revision der Druckbogen 
gewonnen. Diese Herren haben sich der mühevollen Durchsicht 
mit gröfster üneigennützigkeit unterzogen. Deshalb spreshen wir 
ihnen an dieser Stelle unsern aufrichtigen Dank aus. Ganz be- 
sonderer Dank gebührt aber Herrn Müsebeck, der mit bewunderns- 
wertem Fleifs die nicht leichte Zusammenstellung des gröfsten Teiles 
in verhältnismäfsig kurzer Zeit ausgeführt hat. 

Es bleibt uns noch übrig, das Nötigste über die Einrichtung 
der Sammlung zu sageuj damit die Leser in derselben sich leichter 
orientieren. 

1) Alle Aufgaben, die unt^ A) des Aufgaben-Repertoriums 
{Auflösungen) stehen, sind bezeichnet durch z. B. 

(242) Führmann. XIH, 283. XIV, 188. 

Nr. (Verfafser) (Ort d. Aufgabe) (Ort d. Lösung) 

Bei den Aufgaben aus Abt. C (d. s. Aufg. aus nichtdeutschen 
oder fremdländischen Zeitschriften) ist die Nummer kursiv gesetzt 
und die Zeitschrift, der die Aufgabe entnommen ist, hinzugesetzt; 
z. B. (457) Journ. 616m. XXI, 522. 

Die Zahl, welche sich hinter den Buchgrt^ben befindet, die den 
Beweis charakterisieren, bedeutet die Anzahl der betr. Beweise; 



*) Anch hat Hr. Dr. Emmerich den Abschnitt C. Trigonometrie 
vollständig revidiert. 



VI Vorwort. 

fehlt diese Zahl, so ist nur ein Beweis vorhanden; z. B. Beweis 
(G. T. 5) d. h. Beweise durch Geometrie und Trigonometrie; 5 Beweise. 
Ist die Aufgabe leicht zu lösen und daher die Lösung nicht 
gegeben, so ist an der Stelle „Ort der Lösung^^ ein Strich „ — '' 
gesetzt.*) Ist die Aufgabe ungelöst geblieben, so ist dieselbe 
durch „Nicht gelöst^' bezeichnet. 

2) Die gegenseitigen Beziehungen oder die Verwandtschaft 
der Sätze und Aufgaben sowie die Beziehungen zu Aufsätzen anderer 
Zeitschriften sind folgendermaCsen berücksichtigt: 

a) Auf ähnliche Aufgaben bezw. Sätze,**) welche sich in 
yerschiedenen Abschnitten befinden, ist wechselseitig aufmerksam 
gemacht. 

b) Am Schlufse der einzelnen §§, bezw. Abschnitte, ist auf 
ähnitiche Sätze in andern Abschnitten aufmerksam gemacht worden. 

c) Eonstruktionsaufgaben, welche dem Abschnitte „Neuere 
Geometrie des Dreiecks'^ angehören, sind den Eonstruktionsauf- 
gaben in B hinzugefügt, weil die Anzahl der ersteren eine sehr 
geringe ist; doch ist an den betr. Stellen auf die bez. Aufgaben 
in B hingewiesen. 

d) Auf Artikel bezw. Abhandlungen in der Zeitschrift, welche 
Aufgaben oder Sätze enthalten, die in den einzelnen §§ hätten 
benutzt werden können, ist bei den betr. §§ hingewiesen worden. 

3) Besondere Erwähnung verdienen noch folgende Punkte: 
Nicht aufgenommen sind die Aufgaben in C, 

(3^, (310 bis (36^, (18^), (20^, (21^, 
d. s. Aufgaben aus der Chemie in veralteter Fafsung; (90) un- 
gelöst von unbekanntem Verfasser; (429), weil sie einen Irrtum 
enthält; (784) und (1344), weil sie unbestimmt gefafst sind. 

Am Schlufse des Index haben wir noch eine Tabelle hinzu- 
gefügt, welche die Aufsuchung einer bestimmten (nummerierten) 
Aufgabe insofern erleichtert, als man ersieht, in welchem Bande 
man sie zu suchen hat. 

Wir schliefsen mit dem innigen Wunsche, dafs diese Abteilung 
der Zeitschrift wie bisher auch weiter blühen und gedeihen möge 
zur Befruchtung des mathem. Unterrichts und zu gegenseitiger 
wissenschaftlicher Anregung zwischen den Gliedern der mathe- 
matischen Lehrerwelt. — 

Leipzig, im Oktober 1898. 

J. C. Y. Hoffmann, 

Herausgeber der Zeitschrift fflr mathem. u. natw. Unterr. 

*) Bei derartigen leichten Aufgaben, die sich unter C) des A.-R. 

befinden, ist natürCch gesetzt z. B. 

457, Journ. €[6m. XXI, 622. — 

**) Z. B. ein Dreieck ans denselben Stücken zu konstruieren und zu 

berechnen oder Sätze vom Dreieck, die mit entsprechender Umformung 

für das Tatraeder gelten n. a. m. 
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Arithmetik. 



L Algebra. 



§ 1. Algebraische Identitäten. 

1« In der Walachei bedient man sich hin und wieder der 
Finger, nm das Produkt zweier einzifferiger Zahlen, die gröfser 
als 6 sind, zu finden. Man giebt den Fingern beider Hände der 
Seihe nach die Werte 6, 7, 8, 9^ 10, also dem Daumen 6, Zeige- 
finger 7, u. s. w. Hat man nun zwei dieser Zahlen z. B. 8*9 
zu multiplizieren, so legt man die betreffenden Finger, hier 
Mittelfinger der einen und Goldfinger der anderen Hand, an 
einander und multipliziert die Anzahl der übrigbleibenden Finger 
der einen, hier 2, mit der der anderen, hier 1, also 2 • 1 = 2. 
Zu diesem Produkte giebt man soviel Zehner hinzu, als Finger 
an beiden Händen zu dieser Multiplikation nicht benutzt worden 
Bind (einschl. der zusammengesetzten), also 3 -4- 4 »=» 7 Zehner. 
Somit ist das Produkt 72. 

Es ist zu beweisen, dafs dieses Verfahren allgemein, richtig 
ist. Femer soll das Verfahren für die Grundzahl g des allgemeinen 
Zahlensystems verallgemeinert werden. 

Pick V, 57. VI, 156. 

2« Bezeichnet s die halbe Summe der drei Zahlen a, &, c, 
so ist identisch 

^(5 — a)^ + 5(5—0)2 + c(s—<?y = a6c— 2(5— a)(s— 6) (s — c). 
(456) ScHLÖMiLCH XVI, 25. XVI, 346. 

3. Ebenso ist 

a (5 — a)2 + 6 (s — hy + c (5 — cf 
^^ a{s — l) (s — c) + & (s — c) (s — a) -{- c(s — a) {s — h). 

(638) Emmerich XVII, 597. XVIH, 349. 

4. Wenn zwischen «, /?, y eine gewisse Bedingungsgleichung 
stattfindet, so kann das Polynom 

a(b^ + hc + c') + ß (c" + ca + a?) + y (a* + a& + 5«) 

Anfgabensammlimg a. Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. 1 
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durch a -{' b -^ c ohne Best dividiert und der Quotient in der 
Form aJ. + /55 + yC dargestellt werden, wobei Ä nur von 
h und c abhSngt, ebenso B von c und a, C von a und b. Man 
soll jene Bedingnngsgleichnng und die Werte von A^ J9, 
ermitteln. 

(64) ScHLÖMiLCH IX, 203. IX, 371. 

5. Den einfachsten nur aus 3nten Potenzen der drei Gröfsen 
a, &, c gebildeten durch a + & + c ohne Best teilbaren Ausdruck 
zu finden. 

(549, 550) Valta XVI, 503. 



XVII, 353.*) 
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(1210) Stoll XXIV 344. XXV 114 (Verallgemeinerung). 

7. a) I a + 5, b + c, c + d, (? + a | — 0; 

b)|a + & + ^? & + c + d, c + d + a^d-^-a + b] 
= B\ a,b, c, d\; 

c) I a + 5, 6 + <?> ^5 + ^? <^ + ß? ß + ö I = 2 I a, 6, c, d, c |**); 

d)|a + 6 + <^> & + ^ + ^? c + (?4-^7 d+c+«, 
c + « + ^ I = 3 I a, &, c, (i, c I ***) ; 

e)|a+6 + c + ^) 6 + ^ + ^ + ^> c + e2+^+«r 

8. a) I a — &, 5 — c, c — d^ d — a | = 0; 

b)|a — & + C, 5 — c + e?, c — d -{- a, d — a + 5| 
= 3 I a, &, c, (? I ; 

c) I a — 6, b — c, c — dj d — e, e — a | «= 0; 

d)|a — b -{- Cj b — c-\'d, c — d-^-e^ d — c+öp, 
e — a + 6 I = I a, &, c^ d, e | ; 

e) I a — 6 + c — (?, b — c -]- d — e, c — d -{- e — a, 
d — e + ^~~*^ ^ — a + ^ — c| = 0; 

f)ra + 6 + c + (?4-c, b + c + d + e + f, c + d 
+ ö + /• + a, d+e + f+a + b, e + f+a + b + c, f+a 
+ & + ö + ^ 1 = 5 I a, 6, c, e?, e, /" |; 

*) 2. Aufl. Z. 4 u. 5 lies (a« + 5» + c»)« statt a» + fts ^. ^s^ 
'*'*) Beim Beweise fehlt Z. S an letzter Stelle e, 
'^**) Beim Beweise fehlt Z. 4 u. 5 an letzter Stelle e. 
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g) Ist I «1 + »2 + «s -| h «n-l, «2 + % + '•• + ^; 

ö« + «1 + 0^2 H a»-_2 I =» (w — 1) I a^, «2, • • • a« I? 

(1339, 1340) DÖRR XXV, 589. XXVI, 423; 424. 

9. Eine Determinante verschwindet, wenn die Glieder yon 

drei parallelen Beihen arithmetische Reihen erster Ordnimg bilden; 

anch ist 

a2 (^ ^ 1)2 (^ ^ 2)2 (a + 3)2 = 0. 

ß' {ß +^f (ß + 2)^ iß + 3)2 

y' (y' + i)'(y + 2)^(y + 3)^ 

^2 (^ + 1)2 (S + 2)2 (^ + 3)2 

(637a, h) Sporer XVII, 697. XVIII, 348 (Verallgemeinerungen). 



10. Das Produkt von vier aufeinander folgenden Gliedern 
einer arithmetischen Beihe vermehrt um die vierte Potenz der 
Differenz der Beihe ist ein vollständiges Quadrat. 

(607) Mathesis. XXIV, 463. 

11. Unter der Voraussetzung, dafs a -[- h -^ c = ist, sind 
die beiden Gröfsen a^h + ^^o + c^a und a^c + h^a -■{' c^h 
einander gleich und zwar gleich dem Produkt aus — 1 in ein 
vollständiges Quadrat. 

(370) Joum. 616m. XIX, 510. 

12. Ist 

p==(_a + 6 + c+e?) (a — & + C + C?) (a + b — c + d) 

(a + ^ + ^ — ^) 
und 

N = (ah + cd) (ac + hd) (ad + hc), 

so sind 

^N — a2p, 4.N — h^P, 4.N — c^P, 4N — d^P 

vollständige Quadrate.^) 

(605) Joum. 616m. XXIV, 463. 

Zerfällung algebraischer Ausdrücke in Quadrate. 

13. x^ + 2xy + 4:y^ — Qx0 — 18**)t/;8? — 2;e;2 in eine 
algebraische Summe von Quadraten dreier Variabein zu verwandeln. 
Verallgemeinerung. 

(34, 35) Bauer VI, 298. _***) 

*) ^N: P ist das Quadrat des ümkreisdnrchmessers bei einem 
Sehnenviereck mit den Seiten a, b, c, d, 

**) 18 statt 8 gesetzt, um das Ergebnis zu vereinfachen. 
***) Diese Striche besagen, dafs kerne Auflösung gegeben, dafs aber 
die Lösung leicht ist. Ist eine Aufgabe in d. Z. nicht gelöst worden, 
so steht dabei „ungelöst". 

1* 
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14:« Wenn eine Zahl a die Summe ^ier Quadrate ist, so 
läfst sich auch c? in drei Quadrate zerlegen und zwar im all- 
gemeinen auf drei Arten. 

(14) Binder V, 369. VI, 297. 

16, Die Differenz der Kuben von zwei Zahlen, welche sich 
um 2 unterscheiden, ist <= /S (3 Q) d. h. eine Summe von drd 
Quadraten. 

{367) Mathesis. XIX, 350. 

16. Wenn die Summe (oder Differenz) zweier Zahlen das 
Doppelte eines Quadrates ist, so ist die Summe (oder Differenz) 
ihrer Kuben eine Summe von drei Quadraten. 

{369) Mathesis. XIX, 350. 

17. 3«*+ 3/* ist gleich 5(3^). 

{267) Mathesis. XVI, 433. 

18. 3 »* + 6 w^ + 1 ist gleich 8 (3 Q). 

19. 4 (w^ + 1) {r? + 2) als Ä (4 Q) darzustellen. 
{606 a, h) Mathesis. XXIV, 4^3. 

20. {2r? + 3)* als 8 (3 Q), 8 (5 Q) und 8 (7 Q) darzustellen, 
{366) Mathesis. XIX, 350. 

21. Ist {2nf + (n + 1)8 = a. {2nf + (n — 1)« — 5, 

{2n^y + {n^ + if = c, (2n«)8 + (w« — 1)« = d, 

so ist (a + &) (c + d) : c eine Summe von drei Kuben und 

(3« + 1) c : a = (3» — 1) dil) eine Summe von drei Quadraten. 

{604) Mathesis. XXIV, 462. 

22. Ist AC — B^ ^ n?, 

so ist {Ac — Gay — 4 (^6 — Ba) {Bc — Ch) = 8 {2Q). 
{371) Mathesis. XIX, 510. 

23. 24 (1^ + 2*^ + 3^ H \'n^)+t ist gleich 8 {2Q). 

{368) Mathesis. XIX, 350. 

In den Aufgaben 24 — 31 bezeichnen w^, Wg» ^s» ••' ^^® 
Glieder einer aiithmetischen Beihe. 

24. u\ + 2«; + 3m| + 4m^ = S (2«). 

{609) Mathesis. XXIV, 464. 

26. M* + 3m* + 5«* + 7«^ + 9»5 — Ä {iQ). 

{610) Mathesis. XXIV, 464. 
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2t%, w^ + ^2 "i" ' * * "1" ^6 ^®^ dureh u^ teilbar und der 
Quotient = Ä (3 Q), 

{615) Mathesis. XXIV, 464. 

27, t*^ -f" ^2 "^' ' * * "H **8 ^^* durch u^ + Uq teilbar und der 
Quotient = S {p Q). 

{611) Mathesis. XXIV, 464. 

28, wj + «2 H }ru\ = S{4.Q). 

{612) Mathesis. XXIV, 464. 

^9. u\+ u\+ 2u\ + u\ + u\^ S{ZQ). 

{608) Mathesis. XXIV, 463. 

30, t*j 4" ^2 "1" % ^^* durch Wg teilbar und der Quotient 
= S{AQ). 

{614) Mathesis. XXIV, 464. 

U. ul + 4 + . . . + ul = S {QQ). 

{613) Mathesis. XXIV, 464. 

32. Die Identität 

4n+2 I 4n+a / 2«+l « 2n — 1 2 • c\ 2n— 3 4 

I n 2»\2 1 / a«+l n 3n~l 2 ,. ^^ 2n— 8 4 i » 2n\2 

— ••• + 2a?y i +Ajy — 2y x+2y x — "• + 2yx ) 

zu beweisen. 

(575) Joum. mm. XIX, 511. 



§ 2« Oleicbaigen linearen oder qmadrAtisclen Chwakiers. 

a. Gtletolmageii mit einer UnbekaaBiteB. 

1. » + Ya^ — X* = b. — Bedingung der Realität der 
LöBun^^en, falls a xmd b reell .and positiv ^ind. Genügen beide 
Lösungen der Gleichung? 

(ij Nouv. Ann. X, 14. — 

3, Vx yi — a? 4" V^ = ^• 

(2S a, b) Pick VI, 15*9. — (O, 9; 0, 1, 4). 
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4:, Ya — CO -{' Yb — aj + Y^ — ^ =* |/a + 2) + c — x, 
{502) Journ. 616m. XXII, 515, 



5. ]/aj« — a« — 52 ^ Y^^ - 6» — c* + ]/äi^ - c^ - «2 _, a?. 
(5ö5) Mathesis. XXII, 515. 



6. xYp + x = VqYÖc^ + Y^. 

(483) Haag XVI, 204, XVI, 495. 

n n ^ 

n ya — X ya — x -t/ x^ 

* x^ a' V a -}• X 

{517) Eduo. Times. XXIII, 52. 

8. 2"^ + 2*+^ + 2*'*"^ + 2*"^^ = S'^ + a*"*"^ + 3'^+^ + 3*"^l 
(558) Mathesis. XVIH, 505. 

9. 5*^"^-'^ 2*^'+'^ = 64 . lO'"^. 

{337) Mathesis. XVIII, 505. 



10. ^'^ ' = 



b 

X 

m. 



(16) Belovic'. — V&" /. 

11. [lg (x + 1)]» + [2 lg 2 + lg (a^ - 1)] lg {^ + 1) 
— [Ig(a!-l)+lg(x«-l)]lg(a;-l)+(lg2)»4.1g(a!«-l)lg2=0. 

(51P) Educ. Times. XXHI, 196. 

13. Unter welcher Bedingung sind die Wurzeln der Oleichnng 
(a* -\- ax — 1) (a — «) = a*x reell? 

(1288) Emmerich XXV, 278, XXVI, 103. 

18. Die Gleichung 1 = 1 hat immer reelle 

^ X — p X — g 

Wurzeln (vorausgesetzt, dafs a, 6, i>, q reell sind). 

{340) Mathesis. XVIII, 506. 

14. Die Gleichung aufzustellen, deren Wurzeln die Quadrate 
der Wurzeln der Gleichung 7x^ + ^^+2=0 sind. 

{124) Journ. 616m. XIII, 446. 

16« Die Aufgabe: ,;J. braucht zur Errichtung einer Mauer 2m 
Tage mehr als B, Arbeiten beide zusammen^ so wird die Mauer 
in n Tagen fertig. In wieviel Tagen vermag A allein die Mauer 
aufeuführen?" führt zu einer quadratischen Gleichung mit zwei ver- 
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schiedenen positiven Wurzeln, a) Weshalb entspricht nnr dicgröfsere 
Wurzel der genannten Aufgabe? b) Wie ist die Aufgabe umzu- 
formen, damit der neuen Aufgabe nur die kleinere Wurzel entspricht? 

(1162) Emmerich XXHI, 692. XXIV, 443. 

16, Von zwei Punkten Ä und J9, die um 10 m von einander 
entfernt sind, bewegen sich gleichzeitig zwei Körper in der 
Eichtung AB, Der 1. beginnt mit der Geschwindigkeit 4ni und 
vergröfsert seinen Weg in jeder folgenden Sekunde um Im, der 
2. bewegt sich gleichförmig mit der Geschwindigkeit 4 m. a) Nach 
wieviel Sekunden und wo treffen sich beide? b) Welchen Wert 
dürfte die Geschwindigkeit des 2. nicht erreichen, wenn sich beide 
in einer Entfernung von J5 < 10 m treffen sollen? 

(1J20) Joum. 616m. XHI, 443. 

n, n Personen zählen ihr Geld. Äj^ sagt zu A2 gieb mir 
dein Geld, so habe ich a JC] Ä^ sagt zu ^3 gieb mir y deines 

Geldes, so habe ich a c4i ^ A^ sagt zu A^ gieb mir -^ deines 

Geldes, so habe ich a .^ u. s. w. A» sagt zu A^ gieb mir — 
deines Geldes, so habe ich a JL Wieviel Jl hatte jeder? 
{12i) Math. Visitor. XIII, 444. 

« 

b. Gleichnngen mit zwei Unbekannten. 

18« Ein Personenzug fährt von A nach B und, nach 5 Min. 
Aufenthalt in J5, weiter nach C 14 Min., nachdem er B ver- 
lassen hat, begegnet ihm ein Eilzug, dessen Geschwindigkeit 
doppelt so grofs ist als die seinige. Dieser Eilzug ist vom Punkte 
C in dem Augenblick abgefahren, wo der Personenzug 25 km 
von A entfernt war. Aufserdem weifs man, dafs der Eilzug 2 St. 
braucht, um die Entfernung CJ9 zurückzulegen, imd dafs, wenn 
er in ^ angekommen unmittelbar von diesem Pimkte zurückkehrte, 

er in C j St. nach dem Personenzuge anlangen würde. Wieviel 

km macht jeder Zug in der Stunde und wie weit sind A^ J3, C 
von einander entfernt? 

• « - 

{2^ Nouv. Ann. X, 14. — (30, 60, 72, 120). 

19. Welche Stellungen müssen die beiden Zeiger einer Uhr 
haben, wenn sie bei gegenseitiger Yertauschung gleichfalls mögliche 
Stellungen einnehmen sollen? 

{203) Joum. 616m. XY, 197.*) 

*) Stellt man sich vor, der kleine Zeiger stehe zwiscbei) a und 
(a -j- 1), der grofse zwischen 6 und (5 + 1) ühr, so gelangt man bei 
^reeigneter ^V|j^hl der Unbekannten zu den Gleichungen 

12a; = 6& + y, 12t/ s— 6a + oj. 
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20* Die Seiten eiiies Dreiecks, weldie durch ganze, in arith- 
metiseher Progression «tebende Zahlen ansgedrtückt eind, aus fol- 
genden Angaben zu berechnen: Addiert man su jeder Seite 50, so 
wird der Badius des Inkreises um 17 gröfser; addiert man dagegen 
zu jeder Seite 60, so wird der Badius des Inkreises um 20 gröfser. 

{122) Educ. Times. XIH, 445. 

21. Vx^y + ify~x-Y'^-Yy = V^ + Vy 

VI ■ ■ ■ ■ ■ 1.—— ^^—» 
y + yx — Yxy = yi — Yy, 

(29 d) Pick VI, 159. — (0, 0; 9, 4). 

22« Bationale Werte für x und y zu finden, die der Gleichung 

{Yx + Vy)^ = 217 + ssy'e 

genügen. 

(350) Tidsskrift. XIX, 35. 

23« X und y zu berechnen aus 

J/l/2 — xV^^ = y^x + 3/)/— "6.*) 
(522) Nyt Tidsskrift XXIII, 196. 

24. (x + y) x^y* = h 

a)*^ + ^ö «= a. 

(627 c) SziMANYi XVn, 625. XVIII, 268. 

25. {x^ + y^^^^i) (y^ + J/^^T) = a 

aj* + ^* «= b, 

(692 b) ßziMANYi XVni, 356. XIX, 90. 

26. (x + y) (l + xy ^ x^y 4- ^^^ + ^^y^) H- ÄJy — a 
cojf (x + y) (x + y + xy) {x -{- y -{- xy + x^y + xy^) *» h. 

(520) Educ. Times. XXIII, 195. 

e. GleiohuDgen mit dnei ITabelcanAtea. 

27. Bringt man die Oleicfbungen 

1) x = y -- g '[' 2 

2) (x — z):(y + z)=l:2 

^'Z A« — 4. 2 T^ 



4y — 4 2 ' y— 1 



*) 6 statt & gesetzt. 
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auf die Normalform ax '\' hy -{- ce ^^s d und wendet die Additions- 
methode an, &o erhält man a?=^2, ^«si, z^=^l. Dasselbe 

Resultat gewinnt man, wenn man ^ üi 3) dnreh irgend eine 

positiv« oder negative, ganze oder gebrochene Zahl ersetzt. Die 
Aufgabe wird unbestimmt, wenn man diesen Bruch ganz wegläfst. 
— Wenn man dagegen aus 1) und 2) ä = 4;e? — 2, y = 5^ — 4 
berechnet und diese Werte in 3) einsetzt, so hebt sich z in beiden 

Brüchen identisch weg. Man erhält y *= y + y» also einen 

Widerspruch. Wo steckt der Fehler? 

(1002) V. SoHAEWEN XXI, 592. XXII, 427. 

7i^ + 7^y — 7i7i^ = 7i72 
(33) Bauer VI, 298. — {y^, y^, l). 

29. a; — ig? = 12 

ÄJ (ä5 + 1/ + ^) = 299 

{oo + y + z) {y^z)^ 230. 

{527) Mathesis. XXÜI, 197. 

80, {x — zf — y{x — y) = a* 

z (x + 2y) *= a* 

» (y + ^) = Öf^- 
(530) Mathesis. XXIII, 353. 

31, x^y + x^yz + o?^ = 76 

m^y^ + ^V^ +2^^= 171 
y^ + xyz^ + Ä^ = 304. 
{5Bi) Mathesis. XXIII, 353. 

82. %^ + ^xy + W = 33 

x^ + ^xz + 12ä^ = 9 
»' + 3^0+ %z^ -=0.*) 

(8i) Educ. Times. XIF, 270. 

33. (9 + x^ yi2 + y^ = 100 

(12 + I/O ysT^* = 48 

(5 + O VM^ = 45. 
(^57) Math. Magazine. XVI, 359. 



*) Die Eo^fizienten sind geändert, um das Ergebnis sm vereinfachen. 
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34:. ir + y4'^ = (® + ^ + ^) (^+^ — 
xy + X0 -- y0 = h [(a* — c^) (2a — 2>) + 2ah^] 
a;2 + y2 + ^2 = (a« + &^ - c^)» + 26^ (a« + c*)- 

(79) Joum. 616m. XII, 269. 

35. X -^ y '•\' z «= a 

xy — xz — yz = h 

(628) SziMANYi XVII, 525. XVm, 269. 

36. x^ + y^ = z^ 

512 {(x? + y^ + ^) = {x + y + zf 

a?* + / + ^* = 962. 
{256) Tidsskrift. XVI, 359. 

Symmetrische Buchstabengleichungen. 

37. ajy + a (flj + y) = m 

yz + a{y + z) =n 
zx '\- a{z -j- ir) = i?. 

(545) Mathesis. XIX, 34. 

38. a? + y + «Ä"y = a 

y + ;^ + ay^ = /? 
^ + flj + a^a? = y. 

(5^P) Mathesis. XXm, 353. 

39. X {y ••{' z -^ xyz) + a = 

y (z -{- X -{- yzx) 4-^ = 
^ (^ + y + ^^y) + c = 0. 

(591) Emmerich XVII, 201. XVII, 593 (Zusatz). 

{528) Journ. 6l6m. XXIII, 353. 

40. X {a^y + a^z + axyz) + a = 

y (ft^ + ß%^+ ßy^^) + h =0 
z (y^x + y^y + y^rr^^) + c = 0. 

(713) Emmerich XVIII, 504. XIX, 263. 

41. X ( — X -[- y ••{' z) = a 

y (x -- y + z)^=h 

z {x -{- y — z) ^=^ c. 
{344) Mathesis. XIX, 33. 



§ 2. Gleichungen linearen oder quadratischen Charakters. H 

42. (x — ^ + ^) (x + y — z) «= ax 

(y — ^ + a?) (y + — x) = by 

(js — a? + y) (^ + a? — y)^= cz. 
(127, 200) Educ. Times. XTII, 447; XV, 196. 



43. a yJx — y ^ z) {x '\- y — ^) = xYyz 
b y{y — ;ef + a?) (y -}- z — x) = yYzx 
c y{z — X'\- y) (z -}- X — ^) = zYxy, 

{632) Educ. Times. XXIII, 353. 

44. xyz 4"^ — y — z ^= a(l -{' yz — zx — xy) 
yzx +2/ — z — a? = 6(l '\' zx — xy — yz) 
zxy -^ z — X — y = c {1 '\- xy — yz — zo^ 

(80) Educ. Times. XH, 270. 

45. x^ — yz = c? 

2/2 — ;8fa; = b^ 

z^ — xy=^ c^ 

(259) Educ. Times. XVI, 360. 

46. x"^ (x^ y '\- zY = a (yzY 

y^ (x -^ y -\- z)"" = b (zxY 
;&"» (oj + «/ + ief)*» = c {xyY. 

(693 a) SziMANYi XVIII, 356. XIX, 91. 

47. (f + .0 y^Mv+^= ^' 

bzx 



(z^^x") yx^'^y^'\-z' 



y 

(x^ + /) y^Mv"T^='^- 

(693 b) SziMANYi XVnt, 356. XIX, 91. 



48. ^ — xyz = a Yxyz 

y^ — xyz = b Yxyz 

z^ — xyz = c Yxyz. 
(617 b) WoELFER XVII, 446. XVIII, 191. 
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49, x^ — xyz = a yx^ + y^ + ^^ 

y^ — (cyz = h Yx^ + y^ + ^^ 

z^ — iry;8f = c Yx^ + ^* + Ä^. 
(617 a) WoELFER XVII, 446. XVm, 191. 

60, y* + Ä* — a? (y + ä) =» a 

je* + Ä* — y (ier + a?) = 6 
Ä* + 2^^ — ^ (« + y) = c. 

{197) Mathesis. XV, 196. 

61, x^^ {jf — jsi^) = a 

yin Q,n a;») «, J 

(895) Beyens XX, 511. XXI, 271. 

62, x^ + 2y;er = a 

y^ + 2x0 = 1) 
j£* + 2 a;^ = c. 

(970 a) Hahn XXI, 428. XXII, 189. 

53. (x + 2y) (x + 2Är) = a 

(0 + 2y) {0 + 2x)= c. 
(346) Mathesis. XIX, 34. 

P0 ä X — y . X — 

6*. —^7^ + -75- — ax 



«' ■ X 



— X , — y 



(547) Mathesis. XIX, 34. 

d. Gleichungen mit Tier Un^ekaimten. 

65. a; + y + ^ + ^ = ^4 

oj«/ + ^w = 250 
X0 '\' yu = 234 

ä;w 4" y^ = ^ö. 
(18^) Joum. 616m. Xffl, 446. 
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56. vS^v"^ = a"', vS^v^ = a«', vFxß* — &, w^t?* «» c. 
(336) Joum. 616ni. XVIir, 505. 

(536) Joum. 616m. XIH, 355. 

68. x^ — y0 — zu — uy = a 

y^ — 0u — ux — xz =» h 
z^ — ux — xy — yu = c 
V? — xy — yz — zx = d, 

(636) Mathesis. XXIII, 354. 

e. Elimination. 

69. Wenn 

Zcz^ = Ix^ + 2aa;y, Z(?z = o?y + 2abx^ <? = c?h 

ist, zu beweisen, dafs auch s? = x^y ist. 

(82) Edue. Times. XII, 270. 

60. Aus i> + 3' = ö, i>a; + g^ = ^j 

px^ + qy'^ = c, px^ ^ qy^ = d 

soll eine quadratische Gleichung mit den Wurzeln x und y ge- 
bildet werden, in der p und q nicht vorkommen. 

(621) Nyt Tidsskrift. XXIII, 196. 

61. Zu beweisen, dafs die drei Gleichungen 

a? (x^ + a;y + y^) — axy (a? + y) + x^y'^ = 

«^ (^^ + y^ + ^) — ««/^ (y + «^) + 2^*^^ = 
a^ (^^ + -s^ä; + x^) — azx (^2^ + 2?) + ^a?* = 

von einander abhängen. 

(376) Mathesis. XIX, 512. 

63. Die drei Gleichungen 
y^ •-\- z^ =2 ayz^ js^ + r»^ = 2 hzx, x^ -{' y^ = 2 cxy 

können nur gelöst werden, wenn a^ + Z)* + c^ — 2ahG = 1 ist« 

(129, 202) Educ. Times. XIH, 447, XV, 197. 

{534) Mathesis. XXHI, 354. 

63. Welche Identität verbindet a, 5, c, wenn 
(x — y) (x—z)^=^ayz, (y—z) (y—x)'^hzx^ C^-^«) (^— y)=c^2^ 

ist? 

(616) Emmerich XVH, 446. XVm, 190. 
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64« X, y, za eliminieren aus 

(rc — y + ^) (x + y — 0) = ayz^ 

(y — + x) (y + — x) = hzx^ 

(0 — x + y) (is + X'-y) = cxy. 

ipOi) Educ. Times. XV, 197. 

65. Ans den Gleichungen 

X, y^ zu eliminieren. 

(1255) Emmerich XXV, 49. XXV, 504. 

66. Können die drei Gleichungen 

x^ sin j3 + a;^ sin (j3 — y) — y«? sin y = 0, 
2/* sin y + yz sin (y — a) — 0X düxici = 0, 
jB^ sin a + zx sin (a — j3) — a?«/ sin j3 = 0, 

in denen a, |9, y die Winkel eines Dreiecks bezeichnen, für andere 
Werte als x = y = z = zusammen bestehen? 

(1256) Emmerich XXV, 49. XXV, 505. 

67. Gegeben sind die vier Gleichungen 

^2^3 — (^2 — ^3) cot a + 1 = 0, 
^8^1 — (^8 — ^1) cot |3 + 1 = 0, 

in denen a und ß zwei Winkel eines Dreiecks bezeichnen. Man 
soll die Gröfsen x^^, x^y x^ eliminieren und zwar so, dafs das 
Resultat in Determinantenform erscheint. 

(1012) Stoll XXn, 105. XXn, 501. 

68. Das System 

^« + $2 = a, y^ + ri^ = h, ;.« + f^ = c, 

xy + ^ri = ^1 y^ + nS = e^ 0x + u = f 

enthält im allgemeinen einen Widerspruch, der nur schwindet, 
wenn zwischen a, &, c, d, e, f eine gewisse Bedingungsgleichung 
besteht; wie heifst diese? 

(31) Bauer VI, 159. — 

69. Setzt man in dem vorigen System statt der drei unteren 
Gleichungen folgende 

xy + ^n = ^1 yff + nS= ^> ^x + u = A 

so hat man 4 wesentlich verschiedene Systeme, je nachdem man 
nämlich in diesen Gleichungen das Zeichen -f- 0, 1, 2, 3 mal setzt. 
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Welche dieser Systeme widersprechen einander, welche sind 
lösbar; und wie heilsen die Lösungen der letzteren? 

(32) Binder VI, 159. — 

70« Welche Gleichung mufs zwischen x und y bestehen, 
wenn es ein Wertsystem jT^, 0^^ ^zj * ' ' ^n geben soll, welches das 
System der n -f- 1 Gleichungen 

O = l+0iy — le + 0iX + 0^y«^k^ + 0^x + 0^y = ä® + 0^x + 0^y 

= . . . = Ä*"~^ + ^n— li» + ^ny = Ä;* + ^n^ befriedigt? 

(847) Schumacher XX, 116. XX, 510. 



§ 3. Höhere algebraische fileichnngen. 

a. BeduEierbare Gleiohnngen. 

a. Abscheidung linearer Faktoren. 

!• a?*— 2aa;^ + a^ = 0. 

(440) MüSEBECK, XV 612. XV, 612. 



2. 






{l2b) Nouv. Ann., Jonrn. k\km. 



Xin, 446. 



3, r (]/ic yx + yx) Yx + X + Yx yx + yx = X. 

(29 c) Pick VI, 159. -- (0, 2, i, —i). 

4. (2/3^ — 3>/2) (Vsy3~x + 1^2 — VySx — 2]/2) 

y'72(2a? — 3). 
(746 c) SziMAOTi XIX, 33. XIX, 427. 



5. 



a — X. 



c, b 

h — a?, a 



6, a, c — X 



= 0. 



(482) Fuhrmann XVI, 125. 




XVI, 428. 


6. 


a — Xj h, c. 


d 


— 0. 




&, a — Xj d^ 


c 






c, d, a — Xj 


h 






d, c, &, 


a — X 




(548) S( 


3HÜMACHER XVI, 503. 




XVn, 286. 
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7. (2a; + 6 + c) (2a:+-c-Ha) (2a; + a + 6) ■+• (« + a) 
(x + 6) (a; + c) — 0. 

(508) Joum. ^16m. XXll, 516. 

8. S(x + a) (x+h) (a;+c) + (a;+6+c — a) (a?+c+a — 6) 
(x + a + h — c)^0. 

(509) Journ. 616m. XXII, 516. 

9. 8 (rc + & + c — a) (« + c + a — ^) (a? -)- « + 6 — c) 
+ (a; + 3a — 6 — c) (a; + 3& — c — a) (a; + 3c — » — 2>) = 0. 

(5iö) Joum. 616m. XXm, 50. 

10. (a; + ^ + ^)(^ + c+^)(^ + ^ + ^)(^+^ + — a&ca?=0. 
(5ii) JQum. 616m. XXm, 50. 

11. a{a + x) (a + 2ic) (a+3a;)=»6(&-|-Ä;) (J) + 2x) (6 + 3a?). 
(512) Joum. 616m. XXm, 51. 

12 1 I ^ I ^ I ^ =a 

* x — a^^ x — 6 ' X — c ' X — h — c -{• a 

(500) Journ. 6l6m. XXH, 514. 

13 1 I \ I 1 

* a; (a; — a) (rc — 6) "^ a (a — ä) (a — 6) ~ h{p — x) {b — o) 

+ -8 \ 8=0. 

' x^ — abx — a* 

(501) Joum. 6l6m. XXH, 515. 

1 4 X I 2 X I 3 a? I 4 ___^ —^ o 

^** a: + 1 "*" a; + 2 "*" a; + 3 "• (a; + 1) (a? + 2) (a; + 8) 

(iPP) Joum. 616m. 

1 5 . ^Hl^ + ^-^^^r^ + ^^=^-^ + 1 = 0. 
ic — 2a ' a; — 26 ' x — 2c ' 

(505) Journ. 61öm. XXH, 515. 

^^ 2a; + c— 5 , 2a; + a — c , 2a; + ^ — <* i o /\ 

X -{- — c ' a; + c — a ' a; + a — o ' 

(5Ö^) Joum. 616m. XXH, 515. 

^fy x-\'h-\-c — a^^x-\-c-^a — &j^a; + a-f-6 — ^«Li n 

a; + 8a — 6 — c~'"a; + 36 — c — a"^a; + 3c — a — 6 '' 

(5Ö7) Journ. 616m. XXH, 516. 

s 



IS i/ 2a; + 3 j_ i/ 2a; — 3 8_ 4a;' + ^ 

K 2a; - 3 "^ K 2a; + 3 ~ i» ' 4a;* -^ 9 ' 

(^55) Math. Magazine. XVI, 359. 
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a; 1 + y' ' a;^ 1 + y 

{341) Educ. Times. XVm, 506. 

20. x^ + yz => a 

(x?y + 2/^ = ^ 

x^y^ ^ z = c, 

{343) Mathesis. XVm, 506. 

21. ä; + y + ^ = ^ 

(x? + y^ + z^^a? + 2h^ 

^^ + / + ^* = <^^' 
{524) Joum, 616m. XXIH, 196. 

22. (a; + a + &)^ = a;5 + a^ + l\ 
{513) Joum. 616m. XXm, 51. 

23. aj, «2, • «n — 1, ö„ — ClnX = 0. 

«1, «2, • «n — 1 — «n — liT, a« 

«1, «2 *^2^) • ^n — 1» «n 

(658) Emmerich XVEI, 132. XVm, 498. 

ß. Zerlegung in Faktoren 2. Grades. 

24. x{x + a) {x + l) {x + a + l)'\- c = 0. 
{198) Joum. 616m. XV, 196. 

26. {x — 1) {2x — 3) (3ir — 4) (6aj — 5) = 14. 

26. (5a? — a)(4a?— 3a)(3a; — 5a)(2a; — 7a) = 24(ÄJ + 2a)* 
(746 a, &) SziM^NYi XIX, 33. XIX, 427. 

27. {x + a)* + 4 (a; — hf = c{a '\'l)y + c{x — &)*. 
(692 a) SziMiNYi XVm, 356. XIX, 90. 

^r. 24a;g — mx^ + 102a;* — 109a;° + 82a;* — 36a? + 8 _ 

6a;» — Ua;* + ;3a;8 — 7a;* + 2a; ~ ' 

^q 34 a;'— 358 a; + 828 34a;' — 322a; + 648 

-^^^ (aj _- 8) (a; — 4) {x — 3) ~ {x — 2) (a; — 6) {x — 7) ' 

(627 a, 6) SziMANYi XVH, 525. XVHI, 268. 

Aufgabensammlting a. Zeitschr. f. math. u. nat. ünterr. 2 
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30. 4rc* — 6a?» — 3a? + l — 0. 

(117) Unperdinger (Gnm. Arch. XLII 347) XI, 274. — 

31. (a; — 1)* {x^+l) = c^x\ 

(107) Unperdinger (l • c.) XI, 108. XI, 431. 

32. (1 + Sx^ + a?*) (1 - a? + x^y = (?x^ (1 + (x^f. 
(106) Unperdinger (l. c.) XI, 108. XI, 431. 

33. Setzt man in der Gleichung 

ax\ + hXi = c 
successive 

«1 = «^2 + ^1 ^ = ^3 + 5^1 • • • «^~-i **" ^" + 5;» 

so gelangt man zu der reziproken Gleichung 2^ ten Grades, deren 
Lösung auf quadratische Gleichungen führt. Diese Gleichung soll 
gesucht werden. 

(177) V. ScHAEWEN Xn, 362. — 

34. a?* + 8a;» + 6a?* — 4a? — 2 = 0. 

(339) EdvLC. Times. XVm, 505. 

36. 10a?« — a?* « (}/3 + ]/2) a?. 

(47) Educ. Times. XII, 37. 

36. a?« + (hy^ - y?)* — ax^ ^^ (b — xf + a;* — a. 
(518) Educ. Times. XXm, 52. 

37. y^« + aa?+ l+V^* + &a?+ l + l/a?« + ca?+ 1=0. 
(504) Nyt Tidsskrift. XXII, 615. 

38. a (a?* — i?aj + qf + ß (s? + px + ^)« = a?«. 
(5i4) Joum. 616m. XXHI, 51. 

39. (a?» — 3ffa? + i?« — Spqf — 4. {px + qf = 0. 
(515) Joum. 616m. XXin,"51. 

40. 3 (xy +1) (a? + y) = 16a;2/ 

9 (x^y"" + 1) (a?2 + y^) — 100a?V. 
(54^) Educ. Times. XVHI, 506. 

b. Nicht reduziefbare Gleiohangen. 

41. In welchem Verhältnis stehen zwei Gröfsen a und h 
(a < 5), wenn jedes der Mittelglieder der Eeihe a, , , , V<^^^ 
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— ?— , h das geometrische Mittel der beiden Nachbarglieder ist? 

Analoge Fragen. 

(744) V. Jbttmar XIX, 33. XIX, 426. 

42. aj«=10 + 9i}/3 

(5^3) Njt Tidsskrift. XXin, 196. 

43. x^ — y^ = a\ a;' + 3 xy^ = l^. 

{133) Math. Visitor. XHI, 449. 

44. a?« + y = 11, a? + y* =: 7. 

{131) Math. Visitor. XHI, 448. 

45. 2«* + a;» + 9»« + 9a: + 18 = 0. 

(118) Unperdinger (Grün. Arch. XLII, 347) XI, 274. — 

46. a{x — ly (a?« + l)* + hx^ = cx\ 

(116) Uotbrdinger (l.c) XI, 274. Nicht gelöst. 

47. ^{x' + y^)^^xy{x + y) 

xy {x + y) = 13. 

{130) Math. Visitor. XIII, 447. 



|/a;* + y* i 
X {x — y) 24 ' 

{132) Math. Visitor. Xni, 448. 

49. 2{x — yy [{x + yy + z'] = z^ 

Sx (a? + y) — z* 4y^— 7 

3y (a; + y) — ^' 7 — 4a; 
4 (a? + y) » — ;?*=*= 16 a?y 

unter der Bedingung zu lösen, dafs is eine ganze Zahl, x und y 
rational werden. 

(533) Mathesis. XXin, 354. 

50. a?« {y + 0) = a\ y« (;^ + a^) = ^\ »^ (« + 2^) — cl 
(iP^) Educ. Times. XV, 196. 

61« ysi{y •\' a — x) ^=^ a 

0x {0 -i- X ^- y) =^ h 

xy {x + y — £r) = c. 
(260) Educ. Times. XVI, 431. 

2* 
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62. y + ^ + ^^a 

y * z * X 

X * y * z 
(858) Emmerich XX, 196. XX, 592. 

63, a (xy + «^^ + 0x) = xyz 

o?y^ + y*^* + ^^^ «= 2 xyz (äj + y + ^er) 
a (a? + 2/ + ^)^ = 4 icy ;r. 
{34:8, 5J35) Joum. ^16in. XIX, 35; XXIH, 197. 

54, xy -i- yz -i- zx := 47 

iic(— so +y +j) +y{x—y']'z) + z(x + y — z)'=4:4: 

X , y , if 65 



y + ier'jEf + rc'aj + y ** 
(5^^) Educ. Times. XXIII, 197. 

66. {x + X) (t/ + X) (;er + X) = a^ 

{x^ + XO (y« + l^) {/ + X«) = \ 

{?? + ;iO if + ^') (^' + r?) = c^. 

(870) Emmerich XX, 349. XXI, 107. 

66. x^ + 2«/t; + 2;8rw == a 

2/^ + 2;e?a; + 2wt; = 6 
;ef* + 2 wy + 2 va; = c 
M* + 2i;;e? 4" 2ajy = (2 
v^ + 2a;M + 2yief = e. 

Wie heifst das allgemeine Gleichungssjstem, das auf demselben 
Wege gelöst werden kann? 

(770, 970) Fuhrmann, Hahn XIX, 189, XXI, 428. 

XIX, 588, XXn. 190. 

67. Die Bedingung dafür, dafs einem Kreise vom Radius r 
ein Fünfeck eingeschrieben werden kann, das zugleich einem Kreise 
vom Radius ^ umgeschrieben ist: 

9(r + c)]/2r=9(r+c)Vr — c— (> + (r— c)(r+c-)-(>)/r + c— ^, 

wo c die Zentrale bezeichnet, wird in folgender Weise erfüllt: 
Von den drei reellen Wurzeln der Gleichung 
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sei s diejenige, die mehr als die Einheit beträgt; dann ist 

^ ~ 2 (a' — 1) r * 
(827) ScHLÖMiLCH XX, 32. XX, 423. 

c. Zur Theorie der algebraischen Gleichungen. 

68, Wenn identisch g>i '\' <P2 -{- (p^ =" , wo die einzelnen 
Glieder eine als Unbekannte zu betrachtende Gröfse enthalten, so 
fällt die Auflösung der irrationalen Gleichung 

V^ + V^ + y^s = 

mit den Auflösungen der Gleichungen y^ s= 0, fP2^== Oj g?3 = 
zusammen. 

(575) Valta XVn, 110. XYII, 518. 

59, Wenn identisch 9i + 92 "1" 9^8 ~f" 9^4 "=* ö> so fallen unter 
denselben Voraussetzungen wie bei der vorigen Aufgabe die Auf^ 
lösungen der Gleichung 

}/^ + >^ + y^8 + y <P4 = 

mit denen von 1 1 1 = zusammen. 

9i 9j 9s 94 

(576) Valta XVH, 110. XVH, 518. 

27 c' 

60, Bezeichnet man 1 + -5^ mit a, so kann die Lösung 

der kubischen Gleichung a;* + 6fl? + c = in folgender Form 
geschrieben werden: 



X 



-v>^t-f^ 



3c 
2& 



(1160) Tbege XXni, 591. XXIV, 341. 

61« Welche Bedingung mufs zwischen den Koeffizienten der 
kubischen Gleichung x^ + asi^ + 6a; + c = bestehen, wenn 
eine ihrer Wurzeln a) das arithmetische, b) das geometrische, 
c) das harmonische Mittel zwischen den beiden anderen sein soll? 
Wie findet man nachher die Wurzeln? 

(69) ScHLÖMiLCH IX, 435. X, 266.*) 

62. Angenommen die Wurzeln der Gleichung x^ + ax^ + fco;* 
+ caj + t? = bilden eine arithmetische Reihe; wie heifst deren 
Anfangsglied und Differenz? 

(516) Joum. 616m. XXIII, 52. 

♦) Vergl. den Aufsatz von Bardey „über GleichangeD, deren Wurzeln 
eine arithmetische oder geometrische Reihe bilden*' X 883, Nachtrag XI 25. 
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63. a 80 zu bestimmen, dafs die Oleichxmg %^ — ^ofi -{- 22x^ 
— 24 a; + a = zwei gleiche Wurzeln hat. 

{349) Mathesis. XIX, 35. 

64. Die Gleichung a;* + 4 a?' — 20a;* + 48 a? — 48 = ohne 
kubische Besolvente aufzulösen und das Merkmal anzugeben, an 
welchem man bei Gleichungen dieser Art die Auflösbarkeit auf 
einfacherem Wege erkennt. 

(15) Binder V, 369. — Vergl. V, 332, § 6. 

65. Unter welcher Bedingung kann man die Gleichnng 
aoi^ + hx^ + ^^* + ^^ + ß =" ö i^ ^iö Form {ax^ + j3a? + y)* 
+ p (ccx* + |5a: + y) + ö' = ^ bringen? 

{1^3) Joum. mm. Xm, 445. 

66, Sind a?!, x^j a?8, x^ die Wurzeln der Gleichung a;* + aa^ 
+ bx^ + ca; + d = 0, so soll die Eesolvente, welche die Wurzel 
X1X2 + a*3a;4 hat, durch einfache Potenzierung dieser Wurzel ge- 
funden werden, d. h. es soll die dritte Potenz dieser Wurzel linear 
und ganz durch ihre zweite und erste und die Koeffizienten der 
Gleichung ausgedrückt werden. 

(507) Schumacher XVI, 274. XVn, 23.*) 

67, Gesetzt die in der vorigen Aufgabe genannte Besolvente 
reduziere sich auf 0^ — 1 ■= 0. Man soll a) die Koeffizienten 
&, c, d als Funktionen von a bestimmen, b) die Gleichung fdr 
a = 2, a = auflösen. 

(772) Schumacher XIX, 272. XX, 27. 

68, Gegeben x — y ■■ a und xy = 6. Man soll x^ — y^ 
als Funktion von a und h für einen ganzen positiven Wert von n 
ausdrücken. 

{1J28) Journ. 6l6m. XIII, 447. 

69, Es sei a + 6 + c =» und a" + 6" + c" werde mit 
8n bezeichnet Man soll /8^, ^^5, • • • 8^^ vermittelst 8^ und 8^ aus- 
drücken. 

(60^) Joum. ^16m. XXIV, 461. 

70. Es sei a + h + c + d = und a» + 6* + c» + c^ 
werde mit Sa bezeichnet. Man soll S^ und 8^ vermittelst 8^^ S^ 
und £4 ausdrücken. 

(€03) Joum. 616m. XXIV, 462. 



•) Aufl. Z. 2 lies »s + a;^ «tJi; Z. 1 v. u. lies + (c* + a"(l — i&d). 



§ 4. Algebraische Ungleichungen. 2S 

71« Unter welcher Bedingung ist 

durch 

4 

f^ (x) = a?"* — a?"»-^ + a;*"-^ + (—!)"• 

teübar? 

(1085) Emmerich XXn, 596. XXTTI, 349. 

72. Die Gleichung }/^ + }/^ + "j/y^ H [- }/^ =* 0, 

wo g^i, 98, 9^8) *' ' Nationale Funktionen sind, zu rationalisieren, 
80 dafs das Besultat in Gestalt einer annullierten Determinante 
erscheint. 

(911) Stoll XX, 594. XXI, 351, 593. 

73. Wenn f(x)s=0 eine algebraische Gleichung mit ganz- 
zahligen Koeffizienten ist und /'(O), f(l) ungerade Zahlen sind, 
so hat die Gleichung keine Lösung in ganzen Zahlen. 

(912) Beybns XX, 594. XXI, 352. 



§ 4. Algebraische üngleiehniigeii. 

!• Bezeichnet g das geometrische, h das harmonische Mittel 
zwischen den positiven Gröfsen a und h, so ist einerseits 

Ya^ + h^ — 2ab cos y > a + 6 — 4^ sin (45® — | y)« 
und andrerseits 

yd^ + &* — 2 ab cos y < a + 5 — Ä cos y y*. 

Man verlangt eine Deduktion dieser, bei der Ermittelung 
mancher Grenzwerte recht brauchbaren Ungleichungen. 

(415) ScHLÖMiLCH XV, 440, 529. XVI, 114. 

2, Aus dem bekannten Satze ; dafs das geometrische Mittel 
zweier positiven Zahlen weniger beträgt als deren arithmetisches 
Mittel folgt unmittelbar bei positiven a, &, a, ß 

Y(r+ a) (h + ß)<\(a + b) + \ia + ß); 
das Gegenstück hierzu bildet die Ungleichung 

y(a + «)(& + (3) > >/^ + y^, 
von welcher eine Deduktion gegeben werden soll. 

(485) ScHLÖimcH XVI, 204. XVI 496, XVH, 446. 
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3, Die gröfsten und kleinsten Werte von 



zu bestimmen, wenn x>0 ist. 

(374) ScHLÖMiLCH XV, 194. XV, 516. 

4. Welcher Spielraum mufs dem positiven echten Bruche s 

angewiesen werden, wenn die Ungleichung )/l +»* >1 — 2sx-\'X^ 
für alle positiven x bestehen soll? 

(210) ScHLÖMiLCH Xm, 124. ' XIV, 27. 

5. Warum ist 



X 



^ V>- (l + x* + y«) - l/j (!+«;« + yy - x», 

wenn x und y* positive Gröfsen sind? 

(1211) Steineet XXIV, 344. XXV, 114. 

6. Es soll bewiesen werden, dafs für a > |9 > und bei ganzen 

a*+^ — ßn + l 

positiven n der Wert des Quotienten zwischen 

a!* — §1* 

a und ß enthalten ist. 

n n '^ 

(1088) SCHLÖMILCH XXni, 49. XXm, 423. 

7, Ist fl?! + a?2 "1" * • • + ^« "=■ ^> so ^st 

(669) SziMANYi XVm, 197. XVIH, 593. 

8« Das arithmetische Mittel aus n nicht sämtlich gleichen 
positiven Zahlen ist gröfser als ihr geometrisches Mittel. 

(552) Simon XVI, 503. . XI 361, XVII, 356. 

9« Vermittels Differentialrechnung ist leicht zu finden, dals 

die Funktion -77(1+^ — "/l + a?**) für a? = 1 ihr Maximum 

yx 

2 — y 2 erreicht, dafs also für jedes positive, von der Einheit 
verschiedene x die Ungleichung besteht 

1 + a; — yT+^ < (2 — ^2) ÄJ, 
aus welcher für x = — folgt: 

y~cF+T^ > a + 6 — (2 — >/2) yäi (a ^ h). 



§ 6. Teilbarkeit. 2& 

Bei TJntersachungen über Grenzwerte läfst sich diese Belation 
nicht selten vorteilhaft benutzen und es ist daher eine elementar^ 
Herleitung derselben zu wünschen. 

(330) ScHLÖMiLCH XIV, 597. XV, 282. 

10. Es sollen die Maxima und Minima der Funktionen 

V _ A + Bx 

^ ^ a + bx -}- ex* 
und 

b) y = (-4 + Bx) (a + 6a; + c^*) 

ermittelt werden und zwar auf elementarem Wege blofser Trans- 
formationen der genannten Ausdrücke; 

(1125) ScHLÖMiLCH XXm, 351. XXIV, 98. 



IL Zahlentheorie. 

§ 5. Teilbarkeit. 

1« Eine Zahl ist durch 7 teilbar, wenn der Unterschied ihrer 
doppelten Einer und der ihnen voranstehenden Zahl durch 7 
teilbar ist. 

Zbrlang II, 337. 

II, 337. Verallg. von Dickstbin IV, 404 und Masing IV, 407, 

2« 2^" — 1 ist stets durch 3 ohne Rest teilbar. 
(539) Haag XVI, 430. XVH, 278. 

3« Zwischen der Einerziffer jeder dekadischen Zahl und der 
ISinerziffer ihres Kubus besteht die Alternative, dafs beide End- 
ziffern entweder übereinstimmen oder einander zu 10 ergänzen 
Wie erklärt sich dies? 

(748) SCHLÖMILCH XIX, 97. XIX, 500 (Verallgemeinerung). 

4c» Die Summe von drei aufeinander folgenden Eubikzahlen ist 
immer durch das Dreifache der mittleren Zahl und durch 9 teilbar* 

(J207) Joum. 616m. XV, 199. 

6, Ist n eine beliebige ganze Zahl, so ist w (w + 2) (5w — l) 
(6 » + 1) immer durch 24 teilbar. 

(6J34) Mathesis. XXIV, 467. 

6, Ist n irgend eine ganze' Zahl, so ist n^ — n durch 30 
teilbar, und wenn n ungerade ist, durch 240. 

(ß04) Educ. Times. XV, 198. 
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7. Ist fi irgend eine ganse durch 3 nicht teilh«re Zahl, so 
ist n^ — n dnrch 2»« — 2 teübar. 

(1084) Emmerich XXU, 596. XXm, 348. 

8« Die Somme von 20 aufeinander folgenden Potenzen einer 
positiven oder negativen ganzen Zahl ist durch 10 teilbar. 

(872) Emmerich XX, 350. XXI, 109. 

9« Alle Primzahlen aofser 2 und 5 gehen auf in einer der 

n 

Zahlen von der Form ^f 10*. 



(1118) HiLLEBRECHT XXIII, 271. XXIV, 16.*) 

10. a) Wird eine dreistellige Zahl zweimal nacheinander 
hingeschrieben, so ist die entstandene sechssteUige Zahl durch 
7, 11, 13 ohne Best teilbar, b) Nimmt man statt der dreistelligen 
Zahl eine vierstellige, so Iftüst sich die entstandene achtstellige 
Zahl durch 73 und 137 auf dividieren, c) Wird eine zweistellige 
Zahl viermal nacheinander gesetzt, so ist die entstandene acht- 
stellige Zahl durch 73, 101, 137 teUbar. 

(1116) ScHLÖMiLCH XXm, 270. XXrV, 14 (Zusätze). 

11. Lautet die ganze Zahl a mit umgekehrter Zifferfolge &, 
so ist bekannt, dafs a — h = d stets, a -j-b ^^ 8 aber nur dann 
durch 9 ohne Best teilbar ist, wenn dies mit a der Fall ist. 
Oiebt es eine ähnliche Begel ftir die Teilung durch 11 und welche? 

(1190) SiEVERS XXIV, 190. XXrV, 606. 

12. Setzt man aus den Ziffern einer Zahl a eine neue Zahl 
h beliebig zusammen, so ist a — h = d immer durch 9 teilbar, 
a -{- h =^ s nur dann, wenn a durch 9 teilbar ist. Wie heifst 
die analoge Begel für die Zahl 11? 

(1274) DÖRR XXV, 191. XXV, 587. 

13« Bildet man aus den Ziffern der Zahl a zwei neue Zahlen 
b und c, wobei man diesen Ziffern 0, 9, sowie Ziffern, deren 
Summe 9 oder ein ganzes Vielfaches von 9 ist, . beifügen oder 
entziehen und auch derartige Ziffemgruppen zu einer beliebigen 
Ziffemgruppe addieren oder davon subtrahieren kann, so ist 
b — c = d immer, 6 -f- c «^ 5 nur gleichzeitig mit a durch 9 
teilbar. Es ist die entsprechende Begel für 11 anzugeben. 

(1275) Dörr XXV, 192. XXV, 588. 



*) 2. Bew. Z. 2 lies 10^"^ — i = o modp und 9^10* = modp. 
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14. a) Permutiert man in einer ganzen Zahl a die 3., 6., 9., 
n. s. w. Stelle, ohne dafs die dazwischen liegenden Klassen von 
2 Steilen (die höchste Klasse kann auch nur eine Stelle besitzen) 
ihren Platz verändern, so geben alle auf diese Art erhaltenen 
Zahlen bei der Division durch 37 denselben Best, b) Ebenso die 
Zahlen, die man erhält, wenn man in einer der obigen Zahlen die 
3., 6., 9., u. s. w. Stelle an ihrem Platze läTst und nur die zwei- 
zifferigen Klassen unter einander vertauscht. So geben 372 563, 
572 363, 363 572, 563 372 bei der Division durch 37 denselben 
Best Ebenso 1327 634, 1627 334, 27 601334 u. s. w. Man 
gebe den Grurd davon an. c) Läfst sich ein ähnliches Gesetz 
auch allgemein ftLr die 9nte, 2mte, Smte^ u. s. w. Stelle aufstellen? 
Für die Division durch welche Zahlen? 

(1276) Haas XXV, 192. XXVI, 18. 

15. Man teile eine ganze Zahl a von rechts nach links in 
Klassen von je drei Ziffern. (Die höchste Klasse kann auch 
weniger Ziffern haben, doch sind die leeren Stellen bei der folgenden 
Operation durch Nullen auszufüllen.) Dann bilde man die Zahl &, 
indem man die niedrigste Erlasse von a aufschreibt, rechts von 
ihr die vorletzte Klasse von a u. s. w. Die Summe von a und b 
sei s, ihre Differenz sei d. Z. B. a = 1 365 873, h «= 873 365 001, 
s — 874 730 874, d = 871 999 128. Man gebe nun an, unter 
welchen Bedingungen s^ bez. d durch 37 oder 27, unter welchen 
Bedingungen durch 77, 91, 143 teilbar ist. 

(1285) Haas XXV, 278. XXVI, 25. 

16« Man teile eine ganze Zahl a von rechts nach links in 
Klassen von je n Ziffern. (Die höchste Klasse kann auch weniger 
Ziffern haben, doch sind die leeren Stellen bei der folgenden 
Operation durch Nullen auszufüllen.) Dann bilde man die Zahl &, 
indem man mit der niedrigsten Klasse von a (links) beginnt, dann 
die nächst höhere Klasse von a aufschreibt u. s. w. Es sei 
^-|-5ss^y a — ftcssel. Man untersuche die Teilbarkeit von s 
und d bezüglich 10" — 1 (und dessen Teiler) und bezüglich 
10* + 1 (y^^ dessen Teiler). 

(1286) Haas XXV, 278. XXVI, 26. 

17« Man teile eine ganze dekadische Zahl von rechts nach 
links in Klassen von n Stellen. (Die oberste Klasse kann auch 
weniger Stellen enthalten.) Dann bilde man die Summe dieser 
Klassen (als Zahlen für sich betrachtet) und subtrahiere sie von 
der ursprünglichen Zahl. Den Best teile man wieder in EQassen 
von n Stellen; man streiche nun eine dieser Klassen weg und 
bilde die Summe aller übrigen Klassen. Wie kann man, ohne 
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die ursprüngliche Zahl zu kennen, aiis der Summe der übrigen 
Klassen die weggestrichene Zahl erraten? 

(1287) Haas XXV, 278. XXVI, 27. 



*— 1 



18« Ist z eine beliebige ganze positive Zahl und stellt man 
e dar in der Form 

WO ttni dn—u * '* ganze positive Zahlen <jp bedeuten, so ist die 
höchste Potenz von ^, durch welche e! teilbar ist, die _ ^ te, 

wobei 3' = a« + .«n— i + * • * + öt^ + ^^o ^^t. 

(1076) ZÜGE XXII, 512. XXIII, 269. 

19. Bezeichnen k und n ganze und positive Zahlen, so ist 

x'\\ ) i^n^or eine ganze Zahl; insbesondere ist daher ( j 

jederzeit durch w + 1 ohne Rest teilbar. 

(542) ScHLÖMiLCH XVI, 430. XVH, 281. 

20. Das letzte Resultat folgt auch aus der für ganze 

n — 1 

positive n gültigen Summenformel^ Q (;fc + i) = ;;r^T ( n)' 



Folgerung: Das arithmetische Mittel aus den Quadraten aller 
Binomialkoeffizienten ist immer eine ganze Zahl. 

(1089) ScHLÖMiLCH XXin, 49. XXIII, 424. 

21. Die eben erwähnte Folgerung läfst sich auf eine Eigen- 
schaft der Koeffizienten zurückführen, die in der Entwickelung 

^ "" — = 1 + a? + 2x^ + 5aJ^ + • • • vorkommen. — Nicht 

ohne Interesse dürfte nun die Frage sein, ob der genannte Satz 
auch dann noch gilt, wenn die Quadrate der Binomialkoeffizienten 
durch höhere Potenzen derselben ersetzt werden. Aus Zahlenproben 
(s. XXIII, 424) scheint hervorzugehen, dafs der Satz nicht für 
ungerade, wohl aber für gerade Potenzen richtig bleibt. 

(848) SCHLÖMILCH XX, 116. Nicht gelöst. 

22. Der Quotient [g) — l] [Q) + l] : {n + 1) geht fttr 

Ä = in 0, f ür Ä «= 1 in n — 1 über, wird also in beiden Fällen 
zu einer ganzen Zahl, wenn n eine solche ist. Auch zeigt sich 
an Beispielen, dafs es mehrere ganze positive Werte von n giebt, 
bei welchen alle folgenden Quotienten 

[© - •] [0 + l] K» + », K) - .] K) + .] : (» + 1), . . . 



§ 6. Dezimalbrüche. — § 7. Eettenbrüche. 29 

gleichfalls ganze Zahlen sind. Es soll nun das Bildungsgesetz 
derjenigen n bestimmt werden, für welche obiger Quotient jedesmal 
eine ganze Zahl wird, sobald Je eine positive ganze Zahl <n be- 
zeichnet. 

(871) ScHLÖMiLCH XX, 349. XXI, 108. 



§ 6. Dezimalbrüclie. 

1. Es sollen diejenigen echten Brüche ermittelt werden, deren 
Verwandlung in einen Dezimalbruch zu einer Periode führt, die 
unmittelbar hinter dem Eomma beginnt und deren Ziffern eine 
arithmetische Progression bilden. 

(1106) ScHLÖMiLCH XXm, 194. XXIIT, 584. 

3. Es sollen alle Brüche von der Form -j^ angegeben werden, 

deren Periode 2 Je Stellen enthält, so dafs die 1 te und die 
(Je + l) te , die 2 te und die (k + 2) te Stelle u. s. w. sich zu 9 

ergänzen. Beispiel: y 

(152) SCHLÖMILCH Xn, 111. XII, 431. 

3. a) Ist Q eine Primzahl und j: gleich einem Dezimalbruch, 

A 
dessen Periode q Stellen hat, so ist — im allgemeinen gleich 

V 

einem Dezimalbruch, dessen Periode g • C*""^ Stellen hat. Einzige 

Ausnahme — mit 3'»""^ stelliger Periode, b) Ist Q eine Primzahl 

3" . P 

von der Form 2^+1, wobei w > 3 vorausgesetzt wird, so ist 7^ 

gleich einem Dezimalbruch, dessen Periode Q — 1 Stellen hat. 
(791) Sievers XIX, 347. XX, 188. 

4. Denjenigen gemeinen Bruch mit kleinstem Nenner zu 
suchen, der nach der Verwandlung in einen Dezimalbruch auf 
5 Stellen genau = 0,39062 ist. 

Leipziger Tageblatt. XVIII, 604. 



§ 7. Kettenbriiclie. 

1. Verwandelt man zwei Brüche, deren Summe 1 ist, in 
einfache Eettenbrüche, so enthält der gröfsere von beiden ein 
Glied mehr als der kleinere. 

(426) Sievers XV, 523. XVI, 195. 
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2. Wieviel Glieder hat ein einfacher Eettenbruch, welcher 
gleich dem gewöhnlichen echten Bruch ^ ist, höchstens? 
(427) SrEVERS XV, 523. XVI, 195.*) 

3* Die allgemeine Form desjenigen einfachen Kettenbruches 
anzugeben, unter dessen Näherungswerten sich drei aufeinander 
folgende befinden, a) deren Zähler, b) deren Nenner in arithmetischer 
Progression wachsen. 

(613) Emmerich XVU, 366. XVIII, 130.**) 

4. Die allgemeine Form desjenigen einfachen Kettenbruches 
anzugeben, unter dessen Nähenmgswerten sich zwei aufeinander 

folgende , — befinden, für welche «,_i — jef<-«i = «,- — Zi ist. 

(614) Emmerich XVII, 366. XVIII, 131. 

5. Es soll das Bildungsgesetz für denjenigen einfachen Bruch 
gefunden werden, der seinem Werte nach zwischen zwei bestimmten 
aufeinander folgenden Näherungswerten eines gegebenen einfachen 
Kettenbruches liegt und dabei einen möglichst kleinen Nenner besitzt» 

(1126) Fischer XXIII, 351. XXTV, 99. 



§ 8. Unbestimmte Analytik. 

a. Aufgaben L Grades. 

1« Auf wieviele und welche Arten kann man 100 süddeutsche 
Gulden in Kronenthalem ä 2,7 Gulden und preufsischen Thalern 
k 1,75 Gulden ausbezahlen? 

(23) Bauer VI, 62. — (1 Lösung). 

3. Unter drei Kategorieen von Personen, zusammen 100^ 
werden 100 JC in der Weise verteilt, dafs jede Person der ersten 
Kategorie 4 Jly jede der zweiten 0,50 Jl und jede der dritten 
0,25 JC erhält. Aus wieviel Personen besteht jede Kategorie? 

(24) Bauer VI, 62. — (5 Lösungen). 

3. Eine vierzifferige Zahl ist durch 7 und 37 teilbar» 
Multipliziert man die Zahl mit 32 und dividiert das Produkt durch 
29, so ist der Rest der Division gleich 24. Wie heifst die Zahl? 

{539) Nyt Tidsskrift. XXIII, 355. 

*) 1. Aufl. Z. 2 lies r^__^ « r^__^ a^ + 1, Z. 12 lies: Division von 

2 durch p, 

**) Aufl. Z. 6 lies e.^^ = z.^^ a,.^, + e^. 
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4. Drei aufeinander folgende ganze Zahlen zu finden, die 
bezw. durch 7, 9, 11 teilbar sind. 

{537) Mathesis. XXm, 355. 

5« Drei in arithmetischer Progression stehende Zahlen zu 
finden, die bezw. durch 4, 5, 7 teilbar sind. 

{538) Mathesis. XXIII, 355.*) 

6« Von einer arithmetischen Progression sei die Gliederzahl n 
und die Summe s gegeben. Man bestimme das Anfangsglied x 
und die Differenz y^ und zwar sollen n, s^ Xy y ganze Zahlen sein* 

(143) ScHLÖMiLCH XII, 37. Xir, 361. 

7. Wieviel positive ganzzahlige Lösungen einschl. der Null hat 
die Gleichung a; + y + ^""^? woÄ eine positive ganze Zahl ist? 

(67) V. ScHAEWEN IX, 285. . IX, 433. 

8. Wieviel positive ganzzahlige Lösungen einschl. der Null 
haben die ä; -j- ^ Gleichungen 

^ + y + ^ = ^; a; + y4"^"^l>**''^4"2/ + ^ = ^> 
wo h eine positive ganze Zahl ist? 

(58) V. ScHAEWEN IX, 285. IX, 434. 

9« Wie zeigt man, dafs der Gleichung 

30a?i + 42a^ + lOx^ + 105a;4 — 10537 

22100 positive ganzzahlige Lösungen genügen? 

(59) V. ScHAEWEN IX, 285. IX, 434. 

10. Wenn in einem Jahre, dessen Sonnenzirkel 19, dessen 
goldene Zahl 6 und dessen Römerzinszahl 14 ist, die Frühlings- 
Tag- und Nachtgleiche am 20. März 5 Uhr nachmittags nach dem 
E^alender neuen Stils eingetreten ist und die Länge des tropischen 
Jahres 365 Tage 5 Stunden 48 Minuten 46,08 Sekunden beträgt, 
wann muTs sie in demjenigen Jahre eingetreten sein, dessen oben- 
genannte chronologische Merkmale sämtlich 1 sind? 

(694) Fleischhauer XVin, 357. XIX, 92. 

11, An Stelle der in das nebenstehende ^ 
Sechseck eingeschriebenen Buchstaben sind die a/l^i/T'^r 
Zahlen von 1 bis 19 so zu setzen, dafs die Summe l \ e/ 1 \ o^| 
der auf einer und derselben geraden Linie stehen- h(^\^k/ \ys 
den Zahlen, gleichviel ob sie aus drei, vier oder l/ijxl/jPxl 
fünf Gliedern zusammengesetzt ist, nach allen ^\\ /':\\/^ 
Richtungen hin gleich 38 ist. m 

(795) V. Hasblberg XIX, 429. XX, 263. 



•) Aufl. Z. 3 lies 24 y — 28 a. 
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b. Aufgaben ü. oder höheren Grades. 

13. Neun aufeinander folgende Zahlen sind in folgender Weise 
in ein Quadrat gestellt: 

n — 4, w + 2, n — 2 
n — 1, n , « + 4 
n + 3, n — 3, « + 1 

Man soll n so bestimmen, daljs der Wert der Determinante eine 
Quadratzahl ist. 

{622) Mathesis. XXIV, 466. 

13. In welchen beiden regelmäfsigen Vielecken verhalten sich 
die Winkel wie die Anzahlen. der Ecken? 

(1242) Sievers XXIV, 609. XXV, 348. 

14. Die Zahl 45 in vier solche Teile zn zerlegen, dafs der 
erste vermehrt um eine gewisse Zahl, der zweite vormindert um 
dieselbe Zahl, der dritte , multipliziert mit derselben Zahl und der 
vierte dividiert durch diese Zahl dasselbe Besultat geben. 

{351) Mathesis. XIX, 36. 

15. In einer fUnfzifferigen Zahl ist die mittelste Ziffer 
harmonisches Mittel zwischen der ersten und letzten, und arith- 
metisches Mittel zwischen den beiden anderen Ziffern. Femer ist 
die Zahl um 35937 kleiner als die mit denselben Ziffern in um- 
gekehrter Reihenfolge geschriebene Zahl. Wie heifst dieselbe? 

{540) Nyt Tidsskrift. XXIH, 356. 



16. 1 ist die einzige figurierte Zahl zweiter Ordnung, welche 
gleich der Summe der Quadrate zweier aufeinander folgender ganzer 
Zahlen ist. 

{205) Nouv. Ann. XV, 198. 

17. 10 ist die einzige figurierte Zahl zweiter Ordnung, 
welche gleich der Summe der Quadrate zweier aufeinander folgender 
ungerader Zahlen ist. 

{206) Nouv. Ann. XV, 198. 

18. Zwei Quadratzahlen zu finden, deren Differenz eine ge- 
gebene Kubikzahl n^ ist. 

{616) Mathesis. XXIV, 464. 

19. Drei Quadratzahlen so zu bestimmen, dafs das Verhältnis 
ihrer Summe zu ihrem Produkt ein vollständiges Quadrat ist. 

{137) Math. Visitor. XIH, 450. 
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30. Drei Quadratzahlen zu finden, die eine arithmetische 
Beihe bilden. 

{617) Mathesis. XXIV, 465. 

31. Drei aufeinander folgende Binomialkoeffizienten, ( ) , 
,^1, I lo) ^^ finden, die eine arithmetische Beihe bilden. 

{618) Mathesis. XXIV, 465. 

33. Vier aufeinander folgende Binomialkoeffizienten zu finden, 
welche eine arithmetische Proportion bilden. Eine arithmetische 
Beihe können sie nicht bilden. 

{619) Mathesis. XXIV, 465. 

33. Drei aufeinander folgende Binomialkoeffizienten können 
nicht eine geometrische Beihe bilden. 

{620) Mathesis. XXIV, 466. 

34. Von drei aufeinander folgenden Binomialkoeffizienten 
kann der mittlere auch nicht das harmonische Mittel der beiden 
anderen sein. 

{621) Mathesis. XXIV, 466. 

36. Drei positive Unbekannte a?, «/, z^ deren Summe s ge- 
geben ist; sollen so bestimmt werden, dafs sie eine harmonische 
Proportion bilden und zugleich rationale Bruchteile von s aasmachen. 

(504) ScHLÖMiLCH XVI, 274. XVI, 592. 

36« Ein Dreieck besitze den gegebenen Umfang $ und die 
unbekannten Seiten aj, «/, z^ für welche die Beihenfolge x<Cy<^fS 
gelten möge; es sollen nun die Seiten so bestimmt werden, dafs 
sie entweder eine arithmetische oder eine geometrische oder eine 
harmonische Proportion bilden. In allen Fällen verlangt man 
rationale Werte von x^ «/, z, 

(1181) ScHLÖMiLCH XXIV, 189. XXIV, 602. 

37. x^ -\' y^ = {x — yy in ganzen Zahlen zu lösen. 
{541) Mathesis. XXIII, 356, 

38. Sämtliche positive ganzzahlige Lösungen der Gleichung 
co^ '\- y^ "= {x — 2/)* aufzusuchen. 

(796) Emmerich XIX, 429. XX, 264, 

39. Bei welchen Vielecken ist die Anzahl der Diagonalen 
<ein Quadrat? 

{352) Mathesis. XIX, 36. 

Aufgabensammlung a- Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. 3 
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30« Dreiecke anzugeben, deren Seiten drei aufeinander folgende 
ganze Zahlen sind und deren Flächeninhalt rational ist. 

(346) V. ScHABWEN XV, 38. XV, 348. 

(1191) Bosse XXIV, 190. XXIV, 607. 

31. Diejenigen Dreiecke aufzusuchen, deren Seiten eine 
arithmetische Progression von gegebener Differenz bilden und 
deren Flächen rationale Zahlen sind. 

(458) ScHLÖMiLCH XVI, 25. XVI, 347. 

32« Eine Zahl zu finden, die sowohl gleich der Summe der 
Quadrate von zwei aufeinander folgenden ganzen Zahlen als auch 
gleich der Summe der Quadrate von drei aufeinander folgenden 
ganzen Zahlen ist. 

{77) Nouv. Ann. XII, 268. 

33« Eine positive Zahl zu finden, die sowohl gleich dem 
Produkt von zwei aufeinander folgenden ganzen Zahlen als auch 
gleich dem von drei aufeinander folgenden ganzen Zahlen ist. 

{138) Nouv. Ann. Xin, 451. 

34« Eine Zahl zu finden, die sowohl selbst wie auch ihre 
vierte Potenz gleich der Samme der Quadrate von zwei aufeinander 
folgenden ganzen Zahlen ist. ' 

{76) Nouv. Ann. XII, 268. 

I 

35« Drei gemischte Zahlen a +i>, «i +i>i> 0^2 "f"i^2i ^^ ^ 
die Ganzen und p die Brüche sind, so zu bestimmen, dafs \a -|- p^ 

(«1 + i>i) («2 + i^s) = (« + i>) + («1 + i>i) + («2 + P^ 
+ aa^a^ +i?jPiP2 ist. 

(296) Harmuth XIV, 270. XV, 30. 

36. 8a sei die Summe der ersten a ungeraden Zahlen, 8ß die 
Summe der darauf folgenden ß ungeraden Zahlen und Sy die 
Summe der auf diese folgenden y ungeraden Zahlen. Es sollen 
nun a, |3, y so bestimmt werden, dafs SaSß = Sy ist. 

{263) Mathesis. XVI, 432. 

37. Kann man für ;p und q solche Werte finden, dafs die 
Wurzel y 3 ^ : (4p^ — ^) rational wird? 

(1140) NiSETEO XXIII, 431. XXIV, 187. 

38. Zu beweisen, dafs die Gleichung 05® + 2/* = z^ für keine 
ganze Zahl je; < 10^ in ganzen Zahlen zu befriedigen ist. 

(1077) Schumacher XXII, 512. 

XXIII, 269, 417; XXIV, 272 u. XXV, 350. 
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c. Zahlenanalytik. 

39« Welche Zahl endigt mit 2 und wird dadurch verdoppelt, 
dafs man die 2 rechts abschneidet und vom links wieder ansetzt? 
Verallgemeinerung. 

Aus Bardey's Aufgabensammlung Kap. XXII. 

VI, 63; XXVn, 491. 

40. Eine Zahl zu suchen, aus welcher durch Versetzung der 
1. Stelle hinter die letzte oder auch der letzten Stelle vor die 
erste eine 2. Zahl dergestalt entsteht, dafs jene erste durch die 
zweite dividiert einen ganzzahligen Quotienten giebt. 

Leipziger Tageblatt. XVm, 603. 

41. Gesucht wird die Zahl Nj die durch zyklische Ver- 
tauschnng der Ziffern der Reihe nach in ihr 3-, 2-, 6-, 4- und 
5-faches übergeht. 

(1046) DoBN XXn, 351. XXIII, 116. 

43« Alle zweizifferigen Zahlen zu finden, welche die Eigen- 
schaft haben, dafs ihr Verhältnis zu der durch Vertauschung ihrer 
(ungleichen) Ziffern entstehenden Zahl gleich dem Verhältnis p • q 
zweier einzifferiger Zahlen ist. 

Reidt II, 218. II, 218. 

43« Diejenigen zweizifferigen Zahlen zu finden, welche die 
Eigenschaft haben, dafs, wenn man in ihren Quadraten die Ziffern 
der Einer und ' Hunderter vertauscht, man die Quadrate der in 
umgekehrter Reihenfolge geschriebenen Zahlen erhält. 

(1338) Aus Mathesis XXV, 588. XXVI, 423. 

44. Von welchen zwei Zahlen ist die Summe gleich der 
Quersumme des Produktes? Wie viele Lösungen giebt es? 

(1127) SiEVERS XXIII, 351. XXIV, 99. 

7 

45. Zahlenpaare anzugeben, deren Summe und Produkt mit 
umgekehrten Ziffern geschrieben werden. Beispiele: 9 und 9, 24 
und 3. 

(1257) SiEVBRS XXV, 49. XXV, 506. 

46« Welche drei dreistelligen Zahlen bilden eine geometrische 
Proportion und gehen durch zyklische Vertauschung der Ziffern 
in einander über? 

(960) V. Jbttmar XXI, 353. XXII, 99. 

(1273) SiBVERS XXV, 191. XXV, 586. 

47. Welche n-stelligen Zahlen sind dem durch n! dividierten 
Produkte gleich, dessen Faktoren erhalten werden, wenn man 
einmal die erste, dann die letzte Ziffer der Zahl wegstreicht? 

(817) v. ScHAEWEN XrX, 589. XX, 341. 
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48. Eine Zahl zu finden, die gleich der Summe der Ziffern 
ihres Kubus ist. 

{30^ Nouv. Ann. XI, 111. 

49. Für welche Werte von x ist es möglich, die ersten 
1 + ^ + ^* + • • • + ä;* ganzen Zahlen nur mit Hülfe der Glieder 
der Reihe 1,«, ojV"^* durch Addition und Subtraktion ohne 
Wiederholung zu bilden? 

(1309) Tapelmacher XXV, 352, XXVI, 181. 



in. Niedere Analysis. 

§ 9. Einfachere Beilien. 

a. Arithmetisohe Beilien« 

1. Wie heifst die Eeihe, in der für jeden Wert von n die 
Summe der n ersten Glieder gleich 4n^ ist? 

(554) Journ. 616m. XIX, 189. 

3. Eine Beihe zu finden, so dafs für jeden Wert von n die 
Summe der n ersten Glieder gleich n (an + h) ist. 

(353) Mathesis. XIX, 189. 

3. 5=1-2 — 2-3 + 3-4 — 4.5 + -.. + w(n+l) 
zu berechnen. 

(6^5) Journ. 616m. XXIV, 468. 

Summen von Quadrat- und Eubikzahlen. 

4. Die Summe 1-3 + 2-5 + 3-7-| |-n(2n+ 1) 

zu berechnen. 

(^64) Mathesis. XVI, 432. 

5* Die Differenz zwischen der Summe der Quadrate der 
nersten geraden Zahlen und der Summe der Quadrate der n ersten 
ungeraden Zahlen ist w (2 « + 1). 

(357) Mathesis. XIX, 190. 

6. Die Summe der n ersten Quadratzahlen ist gleich dem 
sechsten Teil der Summe der 2 n + 1 aufeinander folgenden 
ganzen Zahlen, die mit n^ anfangen. 

(J266) Mathesis. XVI, 433. 

7* Die drei ersten Glieder einer Beihe sind 1, 7, 19 und 
das allgemeine Glied Un ist eine ganze Funktion zweiten Grades 
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Yon n. Das Gesetz für die Reihe zu finden, die Reihe anfzustellen 
und die Summe der n ersten Glieder zu finden. 

(209) Joum. 4iUm. XV, 199. 

8« In einer aus n Gliedern bestehenden arithmetischen Reihe, 
deren erstes Glied a und deren Differenz d ist, ist die ^ fache 
Summe der Quadrate der Glieder vermindert um das Quadrat der 
Summe der n Glieder unabhängig von a. 

(365) Mathesis. XIX, 349. 

9* Ist p relativ prim zu 6, so ist die Summe von p auf- 
einander folgenden Quadratzahlen teilbar durch p. 

{265) Mathesis. XVI, 432. 

10. 2n 4* 1 aufeinander folgende ganze Zahlen zu finden, 
so dafs die Summe der Quadrate der n -f- ^ ersten dieser Zahlen 
gleich ist der Summe der Quadrate der n folgenden Zahlen. 

(78) Joum. 616m. XII, 269. 

11. Die Reihe der ungeraden Zahlen wird so in Gruppen 
geteilt, dafs die erste Gruppe y (l + 1), die zweite y (2 + !)>••• 

die «te —(« + !) Zahlen enthält. Dann ist die Summe der 
Glieder der wten Gruppe Zn - Zr?. 

(359) Mathesis. XIX, 190. 

13. Die Summe aller harmonischen Mittel zwischen denjenigen 
Zahlenpaaren, deren Summe n ist, zu berechnen. 

(409) Eduo. Times. XX, 512. 

13. 5«=1. 2. 3 — 3-4-5 + 5-6-7 +(2n— l)2w(2w+l) 

zu berechnen. 

(1289) NiSETEO XXV, 278. XXVI, 103. 

14. Wie grofs ist das nie Glied der Reihe : 1, 3, 6, 10, 16, 
24, 34, 46, 61, 79, 100, 124, 152, -•-? 

(714) Haag XVIII, 504. XIX, 263. 

15. Werden die natürlichen Zahlen in folgender Weise ge- 
ordnet: 1+ (2 + 3 + 4) + (5 + 6 + 7 + 8 + 9) H , so 

ist der Wert irgend einer Gruppe gleich der Summe zweier auf- 
einander folgenden Kubikzahlen. Wie kann hiemach ün^ ge- 
fanden werden? 

(364) Mathesis. XIX, 349. 

16. S = 1 . 2^ + 2 - 32 + 3 • 4^ + . • . + (w — 1) n* zu 
berechnen. 

(134) Joum. ölöm. XIII, 449. 
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17. 2* + 6* + 10» H f. (4w — 2)» + 1 ist ein Quadrat. 

{356) Mathesis. XIX, 189. 

18. Die Differenz zwischen dem Eubns der Summe und der 
Summe der Kuben der n ersten ungeraden Zahlen ist ein Qaadrat. 

{358) Mathesis. ^ XIX, 190. 

19* Die Summe der Kuben der n ersten ungeraden Zahlen 
ist gleich der Summe von n ungeraden aufeinander folgenden ZaMen. 

{35^ Mathesis. XIX, 189. 

30* Die Summe der t? ganzen Zahlen, die auf die n ersten 
Zahlen folgen, ist doppelt so grofs wie die Summe der Kuben der 
n ersten Zahlen. 

{361) Mathesis. XIX, 348. 

21« Die Kubikzahlen werden so in Beihen geteilt, dafs in 
der ersten Reihe eine, in der zweiten 2, '•• in der nten Beihe 
n Kubikzahlen stehen. Wie grofs ist die Summe der nten Beihe? 

{410) Joum. 6Wm. XX, 613. 

22. 1« . 2« + 2« . 3^ + 3^ . 4« H \-n^{n + If zu be- 
rechnen. 

{630) Joum. 616m. XXV, 50. 

33. Gegeben ist die Beihe 1-1 + 3-5 + 5-13 + 7.25 
^ 9 • 41 -]- • • • Es ist zu beweisen, dafs a) das allgemeine Glied 
die Differenz zweier Quadrate, b) die Summe der Beihe ein 
Quadrat ist; c) die Quadratwurzel aus der Summe gleich 1 -|- 3 
+ 5 + 7 + ' ' • ist| ^) jedes Glied das Produkt zweier Zahlen 
ist, von denen die eine die Hypotenuse ^ die andere die kleinere 
Kathete eines Pythagoreischen Dreiecks darstellt; e) das um 1 
vermehrte nie Glied durch 2w, das um 1 verminderte durch n — 1 
teilbar ist; f) alle Glieder ungerade Zahlen sind. 

{4U) Educ. Times. • XX, 514. 

34* Teilt man die Beihe der ungeraden Zahlen so in Gruppen^ 
dafs die erste p^^ die zweite 2jp*, • • • die wte n^?" Zahlen enthält, 
so ist die Summe der Glieder der wten Gruppe w'i?*". 

{360) Mathesis. XIX, 347. 

35. Man teilt die Beihe der natürlichen Zahlen so in Gruppen, 
dafs 'die wte Gruppe jp** Zahlen enthält. Deren Summe ist dann 
P" (P^ - 1) (P + 1) > ' 

2 (i) - 1) ' 

{362) Mathesis. . XIX, 848. 
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26. Man teilt die Eeihe der ungeraden Zahlen so in Gmppen, 
dafs die nte Gruppe p"^ Zahlen' enthält. Deren Summe ist dann 

{363) Mathesis. XIX, 348. 

b. Geometrische Beihen. 

37. Auf dem einen Schenkel des spitzen Winkels a ist der 
Funkt A durch seine Entfernung a vom Scheitelpunkt gegeben. 
Fällt man nun von A auf den anderen Schenkel die Sei&rechte 
AB^ Yon B auf den ersten Schenkel die Senkrechte BC u. s. w., 

so ist AB + •SC' + • • • = a cot g- • 

(761) Meinel XIX, 187. XIX, 584. 

38« Gegeben sind die Summen der beiden fallenden geo- 
metrischen Eeihen 5^ = 1 + ö^ + ^i + • • • und 5^ «= 1 + g^ 
+ ^2 +•••? gesucht wird die Summe 5j j = 1 +9'i32"t' (^1^2)^ + ... 

(574) Joum. ^l^m. XIX, 511. 

39, Man berechne die Summe der Reihe j + -p + g" ^" " ' 
in inf. + i + ^ H in inf. + ^ + ^Ji -| in inf . + ^^-p-i 

(4» + 1)^ 

(373) Journ. 616m. XIX, 511. 

30. In einem regelmäfsigen n-Eck sind alle Eanddiagonalen 
gezogen, in dem hierdurch entstandenen regelmäfsigen ^-Eck 
ebenso u. s w. in inf. Wie grofs ist die Sunmie aller Umfange 
und aller Flächen? 

(375) Sievers XV, 194. XV, 518. 

31. In einem regelmäfsigen n-Eck sind alle Seiten in derselben 
Weise im Verhältnis pi q geteilt und die Teilpunkte mit einander 
verbunden, in dem so entstandenen regelmäÜBigen n-Eck ebenso 
u. 8. w. in inf. Wie grofs ist die Summe aller Flächen und 
aller ümfönge? 

(376) Sievers XV, 194. XV, '518. 

33* Aus den Seiten OA = a und OB =^b (< a) ist das 
Rechteck OAOB konstruiert und von C die Senkrechte auf AB 
gefällt, welche OA in J^^ und die verlängerte BO in A^^ schneidet; 
ebenso ist aus OA^ und OB^ das Bechteck OA^C^B^ gebildet, 



+ ..^ . .,2 H '^ i^^- 
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von Ol auf Ä^B^ das Lot gefällt, das Ä^O in B^ und J^^O in ^^ 
trifft; aus OÄ^ und OB2 sind anUlog die Punkte C^, ^3, Ä^ be- 
stimmt u. s. w. in inf. Es soll nun erörtert werden, unter welchen 
Umständen die Summen 8^ = OA + OÄ^ + OÄ^ + ' * ' > ^2 =* 

0J5 + 0J5i + OJ^a H , A3 = ^-Bi + Ä^B^ + -ägiJg -| , 

S^ = BÄ^ + B^A^ + ^2Ä + • • • , ^6 = OÄCB + O^Ci-Bi 
+ OA^C^B^ 4" * • • endliche Werte besitzen und wieviel diese 
betragen. 

(961) ScHLÖMiLCH XXT, 354. XXII, 99. 



33. Die Glieder der Eeihe t«|, u^^ 1/3, ••• u^n baben die 
Eigenschaft, dafs, wenn man vier aufeinanderfolgende herausnimmt, 
das Produkt der beiden äufseren gleich dem der mittleren ist. 
Gegeben sind nun die drei ersten Glieder u^, tig) ^3 (y^^ ^s ^^^ 
f^ verschieden ist); man soll die Summe S^n der Reihe berechnen» 

{261) Joum. 616m. XVI, 431. 

34. %, u^^ u^ ' ' ' Un seien Glieder von der Eigenschaft, dafs 
jedes Glied gleich dem Produkt der beiden vorhergehenden ist^ 
Ist nun Fn das Produkt der Glieder, so soll bewiesen werden^ 
dafs Pn = ^2 Jn — iPn— 2 ist, wobci Wj und Wg beliebig voraus- 
gesetzt sind. 

{262) Joum. 616m. XVI, 432. 



35« Folgende Beihen zn summiere! 


l: 








a) 1 + 2'a + 3«a« 


'+•• 


• + ^^ö**' 


— 1 

7 






b) 1 + 2*a + 3*a« 


' + •• 


• + «*a'»" 


— 1 

• 




(702) 


NiSETEO XVIII, 445. 






XIX, 


179. 


36. 5i 

berechnen. 


= a + 3a' + 5a* 


+ ••• 


+ (2n 


-1) 


^2n — 1 2^ 


(857) 


NiSETEO XX, 196, 






XX, 


591. 



37. 52 = a + 32a« + 5*a^ H 1- (2 w — 1)« a««-^ 

sowie die analog gebildeten Summen ^3 und ^4 zu berechnen* 

(959) Kebbel XXI, 353. XXIT, 98. 

38. Die n ersten Glieder der Reihe 1 + 5*+ 13 + 29 
+ 61 4" • • • zu summieren. 

{208) Educ. Times. XV, 199. 

39. Gesucht wird das nte Glied der Beihen a) 1, 10, 84, 
680 • • .; b) 1, 4, 24, 176, 1376, • • •; c) 1, 6, 44, 344, 2736 

(540) Haag XVI, 430. XVH, 279. 



• • 
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4:0, In wieviel reguläre Oktaeder und Tetraeder iSfst sich 
a) ein reguläres Tetraeder, b) ein reguläres Oktaeder von 2** mal 
gröfserer Kante zerlegen? 

(641) Haag XVI, 430. XVII, 280. 

41. Ein Würfel enthält ein Oktaeder und acht Tetraeder, 
Wieviel Oktaeder und Tetraeder von 2** mal kleinerer Kante 
enthält derselbe? 

(666) Haag XVH, 33. XVH, 440. 

42.*) Wieviel Würfel, deren Kante gleich — a) der Halbachse 

eines Oktaeders, b) der Achse eines Tetraeders ist, lassen sich 
im ersten Fall in ein Oktaeder, im zweiten in ein Tetraeder 
beschreiben? 

(599) Haag XVII, 287. XVIH, 32. 

43. a) Wieviel Würfel enthält ein Ehombendodekaeder, dessen 
Achse 2n mal so grofs ist als eine der Würfelkanten? b) Wie- 
viel Bhombeododekaeder enthält ein Würfel, dessen Kante n mal 
so grofs ist als die Achse der Ehombendodekaeder? 

(630) Haag XVII, 525. XVHI, 270. 

c. Brnohreihen. 

44. Man hat identisch 

(25) Aus den Nouv. Ann. VI, 63. VI, 298, 

45. Ist 

SO ist 

^1 + ^2 H h S2n = (2W + 1) 52» 

nnd 

^1 + ^2 H h S2n-1 = 2nS2n-l — 1. 

(793) Simon XIX, 429. XX, 262. 

46. S =■ — 1 — 1 — h • • • zu berechnen. An- 

Wendungen« 

(6^6) Journ. elöm. XXIV, 468. 



*) Die Aufgaben 42, 43 sind wegen ihres Zusammenhangs mit den 
beiden vorhergehenden an dieser Stelle eingereiht. Vergl. die Pro- 
grrammabh.: „Die regulären Kryatallkörper. Eine geometrisch-krystallo- 
grapluBche Studie von Prof. Fr. Haag, Eottweil 1887.** 
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47. S yJ^ — ^+^=-^ — 7= +••• + 



l>/2 + 2>/l 2]/3 + 3)/2 «}/n + 1 + (n+l)yn 

zu berechneD. 

(57^) Journ. elim. XIX, 511. 

4:8. Die Summe Si^n von n Gliedern der Beihe 

1^ 1 1 

a (a + hy (a + h) (a + 26)' (a + 26) (a + Sby ' * ' 

zu berechnen und femer den Grenzwert, dem sich die Summe 
für n = CO nähert. 

(6^8) Nyt Tidsskrift. XXIV, 469. 

49. Den Grenzwert von j-^ + ^^^-^ + ^~ -\ zu 

finden. 

(6^7) Nyt Tidsskrift. XXIV, 468. 

60« Die Summe Ss^n von n Gliedern der Reihe 
1 1 



a{a + h) (a + 2&)' (a + 6) (a + 2b) (a + 3&)' 
und ihren Grenzwert für n = oo zu berechnen. 

(6^9) Nyt Tidsskrift. . XXIV, 469. 

61. Die Summe von n Gliedern der Reihe jTgTj, 9.5.7 » bTfTQj" 
2u berechnen. 

(411) Mathesis. XX, 513. 

62. /S = ^x — - — r— -7 — ^-7r^ zti berechnen. 

,^j X {x + 1) {x + 2)^ 

{412) Journ eiern. XX, 513. 

n 

63. S = ^x — — , ^vT , rf , — j— r. ZU berechnen. 

j^ a; (ä + 1) (ä + 2) (« + 3) 

{413) Journ. ilim. XX, 514. 

64. Die Summe von n Gliedern der Reihe jtj, j-^g, ^7^, tt^,-* 
zu berechnen. 

{416) Mathesis. XX, 515. 

66. Die Summe von n Gliedern der Reihe ^Tii STsi 6T71 
ZU berechnen. 

{417) Mathesis. XX, 515. 



• • * 
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56. Die Eeihe S = ^ + ^-±i^ + ' + '".+ "'' + ••. 

, 1 + 2a + • • • + wa**""^ 
_j ! ! 2u summieren. 

67. Die Eeihe i + '-^^-^ + i=^+^-^Vi^=^^^ 

a * a' ' a^ ' a* 

, , 1— 2a + 3a*--4a*H [- (— l)«-i na"""^ 

-|- . . . -| ■ ! !— i — '- zu summieren. 

a" 
(1315, 1316) NiSETEO XXV, 431. XXVI, 268, 269. 

58. Die Summe S = —: + -t r + -s r J- . . - 

+ -7-^^lx zu berechnen. 

(415) Mathesis. XX, Ö15. 

59. Wird die mte Trigonalzahl y w (m + 1) mit tm be- 
zeichnet, so ist das unendliche Produkt (1 — — ) (1 — — ) 

1 — t) ' ' ' ^^ Y' ^^® Aufgabe, einen elementaren Beweis hiervon 

zu liefern, gestattet folgende Verallgemeinerung: Die rationale 
ganze Zahl a soll so bestimnit werden, dafs das unendliche Produkt 

(1 — I (1 — 1 (1 — ; I • • • einen rationalen echt 
h + iJ \ h+2/ \ 'jfc + 8/ 

gebrochenen Wert erhält. Beispielsweise für a = 10, Ä = 4 ist 

('-lr)('-S(i-")-- 

(1212) ScHLÖMiLCH XXIV, 457. XXV, 184. 
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d. Bekurrente Beihen. 

60. Es soll das nte Glied der Eeihe 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13 ••*, 
bei der jede Zahl die Summe ihrer beiden Vorgänger ist, dar- 
gestellt werden.*) 

(661) Weinmeister XVIII, 132. XVIII, 500. 

61. Die Eeihe ^"5 + r~5 + 5— i + r-5 + '*'H 

1 'i • 1-8 ' 2-5 » 8-8 » i u iW„i, 

zu summieren. 

(31, 75) Nouv. Ann. XII, 268. 



*) Vergl.: „Leonardo yon Pisa, zubenannt Fibonacci, und die Yon 
ihm zuerst aufgestellte rekurrente Reihe.*' Von Prof. Dr. Pfeifer in 
Dillingen (Bayern). XVII, 250. 
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62. Von den durch öq «= 0, % = 1 und die Rekursionsfonneln 
a) o,- = 2a,_2 + ötj— 1 , b) a,- = a,_2 + 2a,_i definierten Reihen 
das nte Glied und die Siunme der n ersten Glieder zu ermitteln» 

(790) Emmerich XIX, 347. XX, 187. 

63. Die Zahlenreihe ^q, jefj, jefg, 0^, • • • hat man so gebildet, 
dafs ^0 "^ ^» ^1 = ^ ^^d nachher allgemein 20i => 0i-^2 -{- ^i — i 
ist. Man soll j^n als Funktion von a, & und n darstellen. 

(1065) ScHLÖMiLCH XXn, 510. XXm, 192, 

64. a) Die Zahlenreihe 0q^ z^^ z^i ' " niöge dadurch bestimmt 
sein, dafs aus den gegebenen Anfangsgliedem Zq = a und z^ = b 

die übrigen Reihenglieder mittels der Rekursionsformel j8f„_|. 2 — 26Zn'{-i 
-|- s^0^ = berechnet werden, worin s eine gegebene Konstante 
bedeutet. Man soll nun die independente Formel für Zn suchen. 
Bei echt gebrochenem s besitzt die unendliche Reihe ^o "f" ^i "i" ^2 + ' * * 
eine endliche Summe, die im Spezialfall « = y unabhängig von a, 

nämlich = 4& ist. b) Auf analoge Weise kann man die Zahlen- 
reihe untersuchen, die aus Zq'^ a, ^1 =■ ^j Z2 => c mittels der 
Rekursionsformel Zn+9 — 3sZn^2 + ^s^Zn^i — s^Zn = ge- 
bildet wird. Bei echt gebrochenem s konvergiert auch hier die 

unendliche Reihe ^0 H" ^1 "f" ^2 + * * *5 ^^ Spezialfälle s = y ist 

ihre Summe unabhängig von 6, nämlich = ~ (a -j- 3 c). 

(1117) ScHLÖMiLCH XXm, 270. XXrV, 15. 



§ 10. Finanzteclinik. 

a. Zinseszins- tind Bentenreohnung. 

1. Wie müssen sich bei verschiedenen Zinsfüfsen und ver- 
schiedenen Zinsperioden die letzteren ihrer Dauer nach zu einander 
verhalten, wenn die Verzinsung zu verhältnismäfsig gleichwertigen 
Resultaten führen soll? 

(287) Fleischhauer XIV, 101. XIV, 524. 

3. Zwei gleichalterige Personen treten gleichzeitig in eine 
Lebensversicherungsgesellschaft ein; für a M zahlbar im Todes- 
falle leistet die erste Person eine jährliche Einzahlung von & «/^, 
die zweite eine einmalige von c Jt* Welche wahrscheinliche 
Lebensdauer und welchen Zinsfafs berechnet die Gesellschaft? 

(173) Schmitz XII, 267. — Vergl. XII, 422. 

3. Ein Darlehen von h (7000) JC, das bei jp {^\)% in 
gleichen Jahresraten zu amortisieren ist, wird erst kündbar, wenn 
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dem Schuldner -j "k JC gutgeschrieben sind, d. h. wenn die Summe 

^er Jahresleistungen mit ihren Zinseszinsen -^ ^ beträgt. Am 

Anfang welches Jahres tritt das ein, wenn am 1. Jan. 1866 a 
(302,64) und am 1. Jan. 1880 h (1647) JC gutgeschrieben waren? 
und wieviel beträgt alsdann noch der Sohuldrest? 

(125) Fleischhauer XI, 432. Xu, 262. 

4:, Ein Institut hat eine Anleihe mittels z (10 000) Schuld- 
scheinen zu a (100) JC aufgenommen und zahlt diese zugleich 
mit den jährlich zugeschlagenen p (4)yQigen Zinseszinsen in n (50) 
gleichen Jahresraten M am Ende je eines der aufeinander folgenden 
Jahre zurück. Wie grofs ist Jß? Zu welchem Werte mufs ein 
Schuldschein bei der m (20)ten Tilgung eingelöst werden, und 
wieviel Schuldscheine werden bei dieser Tilgung eingelöst? Wieviel 
Schuldscheine werden durch die ersten m Jahresraten getilgt? 
Welcher Eest (Bruchteil eines Schuldscheins) verbleibt alsdann? 
Wie grofs ist der nach der mten Tilgung verbleibende Schuld- 
bestand dieser Anleihe? 

(428) Fleischhauer XV, 523. XVI, 196. 

5« Von einem Kapital werden die jährlich zu p^ (5)% fälligen 
Zinsen vom Zeitpunkt ihrer Fälligkeit an zu p^ (^)% ^^^ Zinses- 
zins wieder angelegt. Wie hoch ist der Zinsfufs der durch- 
schnittlichen Veranlagung des Kapitals bis dahin, wo der Wert 
des Gesamt-Zinsenertrages dem ursprünglichen Kapital gleich ist? 

(259) Fleischhauer XIII, 365. XIV, 269. 

6. Ein Anlehen w wird durch eine gewisse Anzahl (% + ^2 "I" %) 
gleicher Annuitäten (o^) jährlich abgezahlt. Wenn nun nach der 
^jten Annuität der Prozentsatz p^ in p^ übergeht und nach weiteren 
^ Jahren wieder die ursprüngliche Höhe erreicht, um wieviel 
Prozent ändern sich die Wg + ^3 letzten Annuitäten gegenüber der 
ursprünglichen, oder wieviel Annuitäten sind mehr oder weniger 
zu entrichten, wenn der Betrag der einzelnen Annuitäten un- 
verändert bleiben soll? 

(747) Valta XIX, 97. XIX, 499. 

7, Wenn eine Staatsanleihe, die in n (50) Jahren mittelst 
am Ende jeden Jahres fälliger Annuitäten von N (lOOOOO) Jl 
zu verzinsen und zu amortisieren ist, für A (2 000000) Jl netto 
an ein Bankhaus abgesetzt wird, wie hoch mufs dann der Staat 
die erlöste Summe jährlich verzinsen? (Höhere Gleichung).*) 

(211) Fleischhauer Xm, 124. XIV, 29. 

*) Vergl. den Aufsatz von Schlömilch „Zur Schuldentilgungs- und 
Rentenrechnung" XI, 262. — S. auch XI, 70, 266; XXIX, 13. 
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b. Hegelmäfsig vei^derliohe Teilzahlungen. 

8« Auf einem Pachtgute sind m JL Meliorationskosten ent- 
standen, die nebst ihren jp %igen Zinsen vom Pächter und Ver- 
pächter in folgender Weise getilgt werden sollen: Jeder von ihnen 
leistet n Jahre hindurch jedesmal am Jahresschlüsse eine Zahlung^ 
die beim Pächter immer a % kleiner ist als im nachfolgenden 
Jahre, beim Verpächter dagegen 6 % gröfser als im vorher- 
gegangenen Jahre. Die letzte Zahlung des Pächters und die erste 
Zahlung des Verpächters sollen hierbei gleich grofs seio. Wie 
grofs ist jede, und wieviel von den Meliorationskosten zahlt der 
Pächter, wieviel der Verpächter? 

(816) Fleischhauer XIX, 588. XX, 341. 

9, An eine Kasse sollen jährlich Zahlungen geleistet werden, 
die wie die ungeraden Zahlen wachsen und mit den Zinsen zu 
■P (^) % "^oitör verzinst werden. Wie grofs mufs die m (60) te 
Einzahlung sein^ wenn in n (100) Jahren das in dieser Weise an- 
gesammelte Kapital W (10 000) Jl betragen soll, und wieviel wird 
bis zum Ende des mten Jahres angespart sein? 

(212) Fleischhauer XIII, 124. XIV, 29. 

10. Eine Schuld soll so getilgt werden, dafs die jährlichen 
Abzahlungen eine fallende geometrische Beihe bilden. Unter 
welcher Bedingung nimmt der Schuldrest fortwährend ab; andern- 
falls, zu welcher Zeit erreicht er ein Minimum? Wie gestaltet 
sich die Sache, wenn die Abzahlungen eine fallende arithmetische 
Reihe bilden? 

(295) Schlömilch XIV, 192. XIV, 594.*) 

11« Bei der Ablösung einer Fruchtdecimation soll ihr gegen- 
wärtiger Jahreswert N und eine jährliche Preissteigerung von 
a % dieses Wertes zu Grunde gelegt werden. Wieviel mufs das 
Ablösungskapital betragen, wenn es an einem Fälligkeitstermin 
der Decimation anstatt derselben gezahlt und bei der Werts- 
ermittelung ein Zinsfufs von jp % sowie gemeine Zinsverzinsung^ 
zu Grunde gelegt werden soll? 

(297) Fleischhauer XIV, 270. XV, -32. 

13. Jemand legt n Jahre hindurch am Anfange eines jeden 
Jahres verschiedene Beträge in ein Geldinstitut. Zu welcher 
Summe wachsen die gesamten Einlagen bei 'g % Zinseszins bis 
zum Ende des nten Jahres an, wenn die erste Einlage s Jl be- 



*) Vergl. den Aufsatz von Schlömilch „Zur Schaldenti]gung8> 
rechnung" XIV, 483. 
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trägt und jede folgende Einlage um den rten Teil der vorher- 
gehenden und a JL gröfser ist? 

13. Die erste Einlage möge s JL betragen, die zweite s -| j- a, 

die dritte um den rten Teil der zweiten Einlage -|- 2 a «^ gröfser 
sein n. s, w., die wte Einlage um den rten Teil der (w — 1) ten 
Einlage + (** — 1) a .^ gröfser sein. Wie grofs ist das Guthaben 
am Ende des nten Jahres? 

(697, 598) SziMANYi XVIT, 287. XVIli, 31, 32. 

14« Jemand legt n Jahre hindurch am Anfang eines jeden 
Jahres Beträge in eine Sparkasse, die wie die Quadrate der 
natürlichen Zahlen wachsen, also a JC^ 4:a Jl^ ' • * r?a JC Zu 
welcher Summe werden diese Beträge bei jp % Zinseszins bis zum 
Ende des nten Jahres anwachsen? 

(618) Szima'nyi XVIT, 446. XVIII, 191 (Zusatz). 

15« Wie grofs ist der Barwert einer Jahresrente auf n Jahre, 
wenn die Eate am Ende des »wten Jahres = -4^ + -^i*w + -ä^m* 
-^ . . , -j- A^m* ist? 

(74) V. ScHAEWEN X, 197. X, 347. 

c. Spezielle Finanztechnik. 

16. In einem Eonkurse wird eine 20 mal anfällige Jahres- 
rente, die 3 Jahre nach Eröffnung zum erstenmal fällig geworden 
sein würde, angemeldet. Nach der Eonkursordnung für das 
Deutsche Eeich sind über n Jahre fällige Forderungen nach ein- 
facher Diskontrechnung auf 100 (5% jährlich) auf den Zeitpunkt 
des Eonkurses zu reduzieren, um wieviel % ist der zu liqui- 
dierende Wert nach der E.-O. höher als nach der Zinseszinsrechnung? 

(174) Fleischhaube XII, 267. XIII, 123. 

!?• Eine Feuerversicherungsbank gewährt bei einer Prämien- 
vorauszahlimg auf n Jahre r % Eabatt. Wieviel Prozent der ge- 
zahlten Prämien dürfen im Durchschnitt von n Jahren nach Ablauf 
je eines Jahres höchstens als Dividende an die Prämienzahler 
zurückerstattet werden, wenn bei einem derartigen Eabatt die 
f9jährig Versicherten nicht schlechter wegkommen sollen als die 
einjährig Versicherten und die Zahlungen zu p % Zinsen und 
Zinseszinsen pro Jahr angelegt werden können? 

(595) Fleischhauer XVII, 201. XVII, 596. 

18« Ein Sterbekassenverein, von dessen Mitgliedern a beitrags- 
frei sind, während jedes der übrigen bei jedem Todesfalle seiner 
Kategorie den Beitrag h zahlt, zahlt selber im Todesfall jedes 
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seiner Mitglieder die Samme s. Nach Berichtigung des letzten 
Sterbekapitals besafs der Verein, bevor die Beiträge der Mitglieder 
eingesammelt waren, ein Kapitalvermögen v. Wie grofs müTste 
die Mitgliederzahl n^ jetzt sein^ wenn die künftig noch zu er- 
hebenden Beiträge nebst der Summe v gerade hinreichen sollen, 
die beim allmähligen Aassterben des Vereins noch fällig werdenden 
Sterbegelder zu decken? Für v existiert ein gewisser Maximalwert 
als Funktion von a, 2>, S] wie grofs ist dieser, und wie hoch be- 
läuft sich in diesem besonderen Falle die Mitgliederzahl n^^ ^^^ 
einer Verzinsung der Aktiva und Passiva werde abgesehen. 

(484) Fleischhatjeb XVI, 204. XVI, 495. 

19. Für jedes einzelne Mitglied einer Gesellschaft gleich- 
alteriger Personen soll ein Darlehen von c (300) JC gewährt 
werden, und es soll der Gesamtbetrag dieser Darlehne samt ihren 
jp (4) % igen Jahreszinsen mittels gleicher Jahresrenten ^ in n 
(10) Jahren durch die je am Jahresschlufs noch lebenden Mit- 
glieder getilgt werden. Wieviel wird jede dieser Renten betragen, 
wenn die Wahrscheinlichkeit, innerhalb eines Jahres zu sterben, 
im ersten Jahre = a (0,73) %, in jedem späteren Jahre aber je 
ff> (0,02) % gröfser ist? 

(385) Fleischhauer XV, 289. XV, 601. 

20. Wieviel wert ist gegenwärtig bei einer jährlichen Ver- 
zinsung von p % eine jährliche vorauszahlbare Verbindungsrente 
von V Jli für zwei Personen, von denen die eine a Jahre, die 
andere a •\' m Jahre alt ist, wenn diese Bente längstens m -^^ n 
Jahre lang zahlbar ist und im Durchschnitt jährlich x % Personen 
sterben? 

(690) Fleischhauer XVIII, 278. XIX, 90, 

21. Die sämtlichen ^7o^^®^ Obligationen einer Anleihe werden 
mittels n durchschnittlich gleicher nachzahlbarer Jahresleistungen 
JV verzinst und auslosungsweise getilgt. Zur Zeit der mten Aus- 
losung steht der Kurs der nicht ausgelosten Obligationen h % 
über ihrem Nennwert, die ausgelosten stehen pari. Wieviel 
Prozent vom Nennwert beträgt nach Mafsgabe der mathematischen 
Wahrscheinlichkeit ausgelost zu werden, die Netto -Versicherungs- 
prämie gegen die Gefahr der Verlosung unmittelbar nach der 
wten Auslosung, wenn für die Verwertung der Versicherungsprämie 
der Zinsfufs der Anleihe zu Grunde gelegt wird? 

(345) Fleischhauer XV, 38. XV, 348. 

23. Ein Pfandbrief-Institut verzinst seine Pfandbriefe mit 4y2% 
(pro anno) in halbjährigen nachzahlbaren Eaten und läfst sich die 
aus dem Pari- Erlös begebenen Darlehne mittelst 60 voller An 
nuitäten von je öYg % (pro anno) in vierteljährigen vorauszahlbaren 
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Baten verzinsen und amortisieren. Wieviel Prozente der ursprüng- 
lichen Pfandbriefschnld müTste danach, genau genommen, dieses 
Institut halbjährlich profitieren? (Höhere Gleichung). 

(175) Fleischhauer XII, 362. XIII, 197. 



§ 11. Kombinatorik nnd Wahrsclieinliclikeitsreclinimg. 

a. Eombinatorik. 

!• Der Talus oder Astragalos, eine Art Würfel der Alten 
rKnöchel von Tieren oder Nachbildungen derselben), hatte vier 
Längsseiten, welche beim Werfen bezüglich die Werte 1, 6, 3, 4 
besafsen, während die Zahlen 2 und 5 nicht vorkamen. Wieviel 
verschiedene Würfe waren bei dem Spiel mit vier solchen Talis 
möglich und welche? 

Reidt II, 218. — 

3« Wie lassen sich die Ziffern 1 bis 7 in die sieben hori- 
zontalen und sieben vertikalen Eeihen eines in 7^ Quadrate ge- 
teilten Quadrates hineinschreiben ^ so dafs weder in diesen noch 
in den beiden Diagonalreihen eine Ziffer wiederholt vorkonmit, 
und auf wievielfache Weise ist das möglich? 

(659) Brockmann XVIII, 132. XVIII, 498. 

3« Ein magisches Quadrat aus den Steinen eines Dominospiels 
zu bilden, wenn die Steine (0,0), (1,1), • • • (6,6) als 0, 1, • • • 6 gelten. 

{377) Mathesis. XIX, 512. 

4, (2w — 1)^ Würfel von verschiedener Farbe auf jeder 
Seite, jedoch unter sich gleich, sollen zur Bildung quadratischer 
Mosaiks, die für alle Hauptlinien des Quadrats symmetrische 
Anordnung haben, verwandt werden. Wieviele solcher Zusammen^ 
Stellungen sind möglich? 

(619) Baschig XVn, 446. XVÜI, 192. 

6. Stellt man n Türme auf einem Schachbrett mit n^ Feldern 
so auf, dafs keiner den anderen schlagen kann, so gelten folgende 
Sätze: a) n gerade. Die Türme, welche auf Feldern von der 
Farbe des Eckfeldes links unten stehen, nehmen ebensoviel gerade 
als ungerade Vertikalreihen ein; deshalb sind Türme, deren Felder 
dieselbe Farbe haben, in gerader Zahl vorhanden, b) n ungerade. 
Die Türme, die auf Feldern von der Farbe eines Eckfeldes stehen, 
nehmen eine Zahl ungerader Vertikalreihen ein, die um 1 gröfser 
ist als die ihrer geraden Vertikalreihen; deshalb sind Türme, deren 
Felder die Farbe eines Eckfeldes haben, in ungerader Zahl vorhanden. 

(1213) Steinert XXIV, 457. XXV, 184. 

AnfgabenBammlong a. Zeitsohr. f. math. u. nat. Unterr. 4 
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6« Auf wieviel Wegen kann im folgenden Schema der Satz: 
,jQuot viae legendi^ tot jper awmm vohxmtfwr horae feUces^^ gelesen 
werden? 

Quotvia elegenditot;per 
uotviael era 

t viael e ran 

t V iae leg num 

V i ael ege umv 

nditotperannumvolvßnturhoraefe 

el 

lices 
ces 
es 
s 

(414) Breuer XV, 360. XVI, 24. 



7« Scherzaufgahe. Jeder Mensch hat bekanntlich 2 Eltern, 
4 Grofseltem, 8 ürgrofseltem u. s. w. Fünfzig Generationen rück- 
wärts gerechnet müssen demnach 2^ Vorfahren gelebt haben, 
was aber unmöglich ist, weil die Erde so viel Hungrige nicht er- 
nähren kann. — Worin liegt der Fehler dieses Schlusses? 

(869) ScHLÖMiLCH XX, 275. XXI, 30. 

8« Man werfe aus einer Skatkarte drei Blätter auf und 
zähle auf jedes derselben so viele, dafs man am Schlufs 15 hat, 
wobei jedes Blatt ftlr einen Point zählt, das aufgeworfene aber 
nach Skatregel, jedoch die Sieben, Acht und Neun für 7, 8, 9. 
Wie läfst sich aus der Anzahl q der übrig bleibenden bezw. der 
fehlenden Blätter die Augensumme s der aufgeworfenen Blätter 
ermitteln? Welcher Verallgemeinerung ist die Aufgabe fähig? 

(1045) Sievers XXII, 350. XXIII, 116. 

9« Das Kartenspiel Sego besteht aus 54 Karten, 19 Zähl- 
karten (/) [4 Könige, der Pagat, die Einundzwanzig 'und der Sküs 
ä 5 Points (jp), 4 Damen ä 4j?, 4 Caval ä Bp und 4 Bauern k 2p] 
und 35 nichts zählenden leeren Blättern (l) [Afs, Zehner u. s. w.]. 
Teilt man das Spiel in 18 Haufen (jk) mit je 3 Karten und ver- 
langt, wie es Spielregel ist, dafs Ih mit Sl Ip zählt, sonst 
soviel p als die in ihm enthaltenen zusammen, jedoch mit der 
Bedingung, dafs 2 oder Ip abgezogen werden müssen, je nachdem 
3 oder 20 in Ih sich befinden, so ist die Gesamtsumme der 
Points aller Haufen gleich 70. 

(1171) Steinert XXIV, 103. XXIV, 450. 
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10« Es seien n Punkte gegeben, durch welche yif Ebenen 

bestimmt sind. Man verlangt die Zahl jener Punkte^ in welchen 
sich diese Ebenen schneiden und die nicht mit den gegebenen 
Punkten sEusammenfallen. 

(620) Schumacher XVII, 446. XVIII, 192, 497. 

11, Auf wieviel Arten iSfst sich ein n-Eck mit lauter hohlen 
Winkeln in Dreiecke zerlegen? 

(500) Ehrlenholtz XVI, 273. XVI, 589.*) 



13« Wie grofs ist die Anzahl der Variationen mit Wieder- 
holung aus n Elementen zur pten Klasse, in denen a) ein Element a 
amal vorkommt (a<j9), b) ein Element a amal, ein zweites h 
/Smal, ein drittes c ymsl, die übrigen Elemente jedoch höchstens 
nur einmal vorkommen? p — («"Fi^ + y) ^^ — 3* 

(815) Züge XIX, 510. XX, 273. 

13* Wie grofs ist die Summe aller Zahlen, die durch Per- 
mutation der Ziffern einer gegebenen Zahl entstehen? (Die ge- 
gebene Zahl bestehe aus a Ziffern gleich a, ß Ziffern gleich &, • • • 
f» Ziffern gleich m.) 

(947) Epstein XXI, 195. XXI, 590. 

14, Aus den n ersten natürlichen Zahlen werden die Kom- 
binationen ohne Wiederholung der ersten, zweiten, • • • nten Klasse 
gebildet und jede Kombination wird als Produkt der darin vor- 
kommenden Zahlen betrachtet. Es ist das Produkt sämtlicher 
Kombinationen aller Klassen zu bestimmen. 

(1032) NiSETEO XXII, 198. XXII, 593. 

Summen kombinatorischer Produkte. 

15« Eine ganze homogene Funktion 2. Grades von n reellen 
Variabein mit nur positiven Koeffizienten kann höchstens -^ r? 

bezw. -^ {f? — l) negative Glieder haben, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist. 

(1260) Steinert XXV, 115. XXV, 508. 

*) um zu dem angegebenen Resultat zu gelangen kann man mit 
der Rekursionsformel 

(1) U = /".-l + hfn-i + Ufn-% + • • • +/■— «fs + /n-1 

die Gleichung 

^^^ ^— 1 ~ a^riri) (A4-» + /i/;-8 + • • • + /".-«A) 

verbinden, die ebenfalls aus kombinatorischen Erwägungen hervorgeht. 

4* 
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16. Sind Oj, Cg, O3, • • • die Kombinationssummen beliebiger 
Elemente a, j5, y, • • • zur 1., 2., 3., • • • Klasse, so ist 

(629) Sporer XVII, 526. XVIII, 269. 

17. Bekanntlich ist a^ + h^ + 2ab = (a + h) (a + 6); 
a^^b^ + €? — Sahc^(a+b + c){a^ + h^ + c^'-bc — ca — ah). 
Bezeichnet man die Summen der ersten, zweiten^ • • • Potenzen 
einer Anzahl von Gröfsen mit ^j, ^2) * ' * ^^® Summen ihrer als 
Produkte aufgefafsten Kombinationen ohne Wiederholungen zur 
1., 2., • • • Klasse mit c^^ Cg, • • *, so heifsen obige Formeln: 
^2 -{- 2 O2 = CiS^; «3 — 3^3 == Ci («2 — Cg). Diese Formeln lassen 
sich weiter fortsetzen: 5^ + Cg^g + ^^4 " ^ (^s + ^s); % + C2S3 

+ ^8^2 + 5^6 =Ci («4 C4); •••52« +C2^2n — 2 — ^s^Sn — sH 

+ 2«C2n = Cl (S2n — 1 + C2n — l), 52n-+-l + C252n — 1 C852n — 2H 

— (2« + 1) C2n + 1 = Ci (S2n ^2«). 

(1047) Fuhrmann XXII, 351. XXIII, 118. 

18. Wie grofs ist die Summe der als Produkte aufgefafsten 
Amben und Temen der n ersten natürlichen Zahlen und zwar der 
betreffenden Kombinationen a) ohne, b) mit Wiederholung? 

(596) Bermann XVII, 287. XVIII, 30. 

19. Es sei /Si = 1 + 2 H w; /S'2 = 1 • 2 + 1 • 3 H 

1 • w + 2 • 3 + • • • 2 • w + • • • + (w — 1) « u. s. w., so dafs S* 
erhalten wird, wenn man aus den Zahlen 1, 2, 3, • • • n die Kom- 
binationen ohne Wiederholung zu je Je Elementen bildet, diese als 
Produkte betrachtet und die Produkte addiert. Dann bestehen 
die beiden Eekursionsformeln 

ÄÄ* = |(« + fc)('*-*+')s._i-|(2/» + Ä)(''-*+y*_.+ .. 
und 

M* = f -* + >,_, + ("-* + >._. + ... 

(372) ScHLÖMiLCH XV, 126. XV, 439. 

20. Es bezeichne Tjc die Summe, die entsteht, wenn man 
aus den Zahlen 1, 2, • • • n die Kombinationen zu je k Elementen 
mit Wiederholungen bildet, jede solche Kombination als Produkt 
betrachtet und die Produkte addiert; dann besteht die Eekursions- 
formel 

(505) Führmann XVI, 274. XVI, 592. 
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21, In welcher Weise sind die Zahlen 1, 2, • • • ^ so in eine 
geschlossene Linie zu stellen, dafs die Summe der Proaukte von 
je «zwei nebeneinander stehenden Zahlen a) ein Minimum, b) ein 
Maximum wird? Wie grofs ist c) das Minimum, d) das Maximum? 

(792) ScHURia XIX, 347. XX, 189. 

22« Bildet man die Summen der Kombinationen ohne Wieder- 
holung zur 1., 2., 3., • • • Klasse aus den Zahlen 1 bis n, wobei 
jede Kombination als dekadische Zahl betrachtet wird, also S^ = 1 

+ 2 + 3 + •••; Ä^ = 12 + 13 + ••• + 23 + 24 + • • • 
4- 34 H .; /^g = 123 + 124 + . . . + 234 + . . ., so ist 

Sk = [1 ' 10*-i + 2 • 10*-2 ^ 3 . 10A:-8 _|. ... «[.^. lOO] 



/n+lX 
\k+ l) 



(1013) NiSETEO XXII, 105. XXII, 501. 

b. 'WahrBoheinliohkeitsrechntLng. 

23. Ein Drittel sämtlicher Äpfel eines Baumes ist angefault, 
ein Viertel aller Äpfel ist wurmstichig. Wie grofs sind die 
Wahrscheinlichkeiten tOi^ w^i w^^ w^^ dafs ein beliebig abgepflückter 
Apfel 1) gesund ist, 2) angefault, 3) wurmstichig, 4) sowohl an- 
ge&nlt als wurmstichig? 

(136) Math. Visitor. XIII, 450. 

24. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs von n an 
einem Tage versammelten Personen wenigstens eine an diesem 
Tage ihren Geburtstag hat? Wie grofs mufs n sein, wenn jemand, 
der auf das Eintreten dieses Ereignisses wettet, Aussicht auf 
Erfolg haben soll? 

(615) V. LüHMANN XVn, 366. XVin, 131, 190. 

36. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs drei aus der 
Reihe der gan^ahligen Winkel 1®, 2^, • • • 179® herausgegriffene 
Winkel die Winkel eines ebenen Dreiecks vorstellen? 

(563) DiETSCH XVI, 594. XVII, 364. 

26. Die n ersten natürlichen Zahlen sind in eine Urne gethan. 
Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit dafür, dafs wenn drei Zahlen 
blindlings herausgegriffen werden, 1) eine Zahl gleich der Summe 
der beiden anderen, 2) eine Zahl gleich der halben Summe der 
beiden anderen ist? 

(6J33) Mathesis. XXIV, 466. 
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27« Aus den n ersten natürlichen Zahlen werden p heraus- 
gezogen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs die gezogenen 
Zahlen eine arithmetische Reihe bilden? 

(1259) NiSETEO XXV, 115. XXV, 507. 

28. In einer Lotterie von im ganzen n Nummern werden p 
unter sich gleiche Gewinne gezogen. Wie grofs ist die Wahr- 
scheinlichkeit, dafs in der sudthmetisch geordneten Gewinnliste 
mindestens einmal zwei aufeinander folgende Losnununem vor- 
kommen? 

(1044) Mathematicus XXII, 350. XXEI, 115. 

29. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs drei aus der 
Zahlenreihe 1^ 2, 3, • • • n beliebig herausgegriffene Zahlen die 
Seiten eines ungleichseitigen Dreiecks vorstellen? 

(561) DiETSCH XVI, 594. XVII, 362. 

30. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs drei Zahlen 
der Zahlenreibe 1, 2, 3, • • • n die Seiten eines beliebigen ebenen 
Dreiecks vorstellen? 

(562) DiETBCH XVI, 694. XVII, 363. 

31. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dafs unter den 
Nummern 1 bis 90 drei gezogen werden, deren Zahlensumme 
kleiner als 100 ist? 

(565) SziMANYi XVn, 33. XVII, 438. 



§ 12. Reihen mit Binomialkoefflzienten. 

1, Die Formel^^ f " ') {^^Z"^ == f 7 ') «oll a) mit, 

a=sO 

b) ohne Wahrscheinlichkeitsrechnung bewiesen werden. 

(425) DiETSCH XV, 522. XV, 522; XVI, 194. 

2. Für ganze positive p ist: 1 + (^^) -^ (Y) — fg^) 

+ ( ^j + ( ^j — • • • = + 2^, je nachdem ^ = 4w oder 4» + 1 

resp. = 4w + 2 oder 4» + 3 ist. 

(1161) Teege XXIII, 592. XXIV, 341. 

3.wirdi-("7^) + f7Vr7') + - = (-^)* 

(7» gesetzt, so ist Cn = Cn — z und Csn + g = 0. 

(439) Fuhrmann XV, 612. XVI, 265. 
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4, Ist n eine positive ganze Zahl, so ist f^l — ( ) 

+ ( 2 )""*( 3 ) + ••• entweder = 1 oder = oder = — 1 ; 

den Formen w=- 6*, 6Ä+ 1, 6Ä:+2, 61c + 3, 6Ä + 4, 6ä:+ 5 
entsprechen nämlich die Summen 1, 1, 0, — 1, — 1, 0. * 

(1064) ScHLÖMiLCH XXII, 510. XXIII, 191. 

6. Wird i_l(^-^) + i.(^-2) _^^ ^^^^^^^ 

so ist 0„ + -^ (7n — 4 = 0. 

(373) Artzt XV, 194. XV, 616. 

6. Die Eeihe 1 + g) + 2 g) + . . . +i? (^^^J + • • • zu 

summieren* 

(73) V. ScHAEWEN X, 196. X, 346. 

(715) Grube XVin, 504. XIX, 264 (VeraUgemeinerung). 
8« Ist n eine positive ganze Zahl, so ist 

0-TO + TG)-T(:) + --' + T + y+-+:- 

(749) ScHLÖMiLCH XIX, 97. XIX, 501. 

9« Für ganze positive m ist 

■L^ _J; l j l I (-- ^f* -_, ri J_ f __ i\m\ ^ + ^ 

C) (T) G) C) "'■' 

(506) SCHLÖMILCH XVI, 274. XVH, 22.*) 

b) (1314) Stoll XXV, 431. XXVI, 267. 



*) Z. 3, 4, 6 des Beweises lies (w + 1) statt (m + 1)\ 
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'O Ci:) G=3 ("7') 



n — k 



n — k — 1 



C u.))' 



(1313) Stoll XXV, 431. XXVI, 265. 



ganz und positiv vorausgesetzt. 

(273) Stoll XIV, 34. XIV, 355. 

m 

12. ^i (^ ~ ^*) (7) (— !)• = 2"*, P und m als ganz und 



positiv und p'^2m vorausgesetzt. 

(274) Stoll XIV, 34. XIV, 356. 

13. Ist m eine positive ganze Zahl, so ist 1 — ^-^ ~ 

. w(m— l)(m — 2)(w— 3) w(m— l)(»i-— 2)(m— 3)(m— 4)(w--6) . 

~f"2-4-(2m--l)(2m — 3) 2 • 4 • 6 .{2w — 1) (2m-- 3) (2w — 5) ' '" 

(275) Stoll XIV, 34. XIV, 356. 

!*• 2 C «") rt') (- 1)' = 0, falls i,-e (».+ 1)^0. 



(342) DiETSOH XV, 38. XV, 346. 



m 





(343) DiETSCH XV, 38. XV, 347. 

m + l 

T /P — «*\ /^ + 1 



16- 2 f ^ ") r i ) (~ *)' = ^' ^*"' ö <»» + 1 tmd 



ü 



p'^e {m -{- 1). 

(344) DiETSOH XV, 38. XV, 348. 
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17« Zu beweisen, dafs die von selbst abbrechende Summe 

■ 

^i ^^^ (** "7 M = ist, falls n die Form 6|i* + 1 hat. 
1 

(1261) Tafelmacher XXV, 115. XXV, 509*) 

18« Zu beweisen, dafs die von selbst abbrechende Summe 
(4r + A)2I- 'iXxli ^ <^ie Werte (-\)\ Null, (- |)^+\ 



( — y)'^ annimmt, je nachdem X gleich 1, 2, 3 oder 4 ist. 
(389) DiETSCH XV, 289. XV, 605. 

19. Bei ganzen positiven Tc und n gilt der Satz 



Mit Hülfe desselben läfst sich beweisen, dafs für jedes beliebige a;ist: 

m 




'•(-')• r 7 •■),Tx^^. 



(1 + r^r 4^ ' ^ \ * / (1 + xf 

(1075) ScHLÖMiLCH XXH 512. XXni, 268. 

20« Für ein gegebenes positives ganzes m sollen diejenigen 
Werte von x gesucht werden, durch welche in der Eeihe 

f^j + (jJÄJ + (o)^^"!"'*' 2wei benachbarte Glieder gleich und 

Maximalterme werden. Aufserdem sind die Indizes der Maximal- 
terme a priori zu bestimmen. 

(331) ScHLÖMiLCH XIV, 597. XV, 284. 

21. Man ersetze in der Identität (a — &)*• = a** — (^] a"~^ö 

+ (2) öt**""^ &^ die w + 1 Gröfsen a"""* h* durch ^^te Potenzen 

von n -{- 1 aufeinander folgenden Zahlen. Welche Beziehung 
mufs zwischen n und p stattfinden, damit die Summe identisch 
verschwindet? 

(1033) Kokott XXII, 198. XXH, 594. 



2 2 

*) Z. 9 des Be weißes lies statt — 

n n 
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22. Wirdl + (;) + C) + ...=a.O + Q + (;) + ...=^ 

(370) Pampuch XV, 12Ö. XV, 437. 

23« Bei den Funktionen 

^''~ 1 '" 4! "T" 71 "1 T- (8n + 1)! * 



^^ = öl + r. + r, H 1- 



2! * 51 ' 8! ' ' (3n + 2)! 

gelten die Additionstheoreme 

a^cr + * = Ä"cy OJr + 3/flr ^* + «/* ^cr» 
2/cy + r = ^»(7 2/* + OCt ya + JS'cy ;er^, 
^<T + * = a?<y ^* + iT* ^or + ya yt» 

(371) Pampuch XV, 126. XV, 438. 



IV. Höhere Analysis.*) 

§ 13. Grenzwerte. 

1« Bezeichnen n und Je ganze positive Zahlen, so geht der 
Quotient 

1 — 2x cos — ^i h x^ 

' Je 

für 0? = 1 in n oder über, je nachdem t eine ganze Zahl ist 

oder nicht. 

(771) ScHLÖMiLCH XIX, 272. XX, 27. 



*) Vergl. folgende Aufsätze von Schlömilch: „Bemerkungen über 
Grenzwerte" IX, 197; „Über die Grenzwerte der Funktionen mehrerer 
Variabelen" IX, 866; „Notiz über die bedingt konvergierenden Reihen'* 
Xn, 80; „Über die unendliche Reihe für die Zahl e" XVII, 188; Zusatz 
XVII, 277; „Betrachtungen über das Unendliche" XVIII, 161; „Beitrage 
zur algebraischen Analysis" XVIII, 661; „Über die Differentiation der 
Potenz, des Logarithmus und der Exponentialgröfse" XIX, 81. 



2« lim 
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(716) Weber XVin, 504. XIX, 266. 

(1087) KoEBKE XXIII, 49. XXm, 423. S. XVIII, 567. 

3« Bezetchnen C^, C^, C3, • • • die bekannten Eombinations- 
summen, die durch die Gleichung (a; + 1) (äj + 2) (a? + 3) • • • 

(aj + w) = ÄJ~ + Ciaj'»-,^ + C2Ä;'*-2H {- Cn-ix + Cn de- 

finiert sind, so gilt für unendlich wachsende n und ein konstantes k 

der Satz: lim -st = 



w^* kl 2* 
(745) ScHLÖMiLCH XIX, 33. XIX, 427. 

4« Bezeichnet mjt das arithmetische Mittel der in Ck (s. die 
vorige Aufgabe) enthaltenen Produkte, so ist für unendlich 

fWjt 1 

wachsende n: lim —r=—> 

nr 2* 

(794) ScHLÖMiLCH XIX, 429. XX, 263. 

5« Mit Hilfe der bekisumten für a > /? > und ganze positive 
m geltenden Ungleichnngen 

m gm 

1 
soll bewiesen werden, dafs der Ausdruck »" bei unendlich 
wachsenden ganzen positiven n gegen die Grenze 1 konvergiert. 

(769) SCHLÖMILCH XIX, 188. XX, 422. 

6. Jemand hat a (4000) Jt^ in n (4) Jahren so abzuzahlen, 
dafs am Ende jedes Jahres dieselbe Summe zu zahlen ist. Dabei 
sollen die p (5) %igGa Zinsen jeden Augenblick zum Kapital ge- 
schlagen werden. Wie grofs ist die Jahresrate? 

(135) Math. Visitor. XIH, 449. 

?• Wenn ein Kapital bei Zinsverzinsung jährlich um p % 
seiner jeweiligen Gröfse wachsen soll, wieviel % höchstens darf 
dann sein Zinsfufs mit Eücksicht auf etwaige Eatenzahlung der 
Zinsen niedriger sein? 

(286) Fleischhauer XIV, 101. XIV, 524. 

8, Zu beweisen, dafs x — sin a; < — a?^ ist. 

(18^) Joum. 616m. XIV, 602. 

9« Zu beweisen, dafs der Ausdruck — ^ (4- cot ^ + 4- cot ^ 
+ • • • •+- ~ cot — ) für Q) »3 9»?t die Anzahl der Teiler von n darstellt. 

(486) SCHLÖMILCH XVI, 204. XVI, 496. 
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§ 14. Reihenentwickelnngen. 

1« Die KoeMzienten A^ B^ C so zu bestimmen, dafs die 

Summe A •+- ^]/l — a? + CylT— a?, nach Potenzen von x ent- 
wickelt, in möglichst viel Anfangsgliedem übereinstimmt mit der 

r> •!. 1 1 8 --8 5 o 176 4 11025 5 w^. 

Reihe 1 — -a; - -a:« - -x^ - ^^x^ — ^^^^^^x^ Die 

Differenz beider Entwickelungen ist nähernngsweis zu ermitteln. 
(993) ScHLÖMiLCH XXI, 590. . XXH, 343. 

2. Auf einer Geraden nehme man (immer in derselben Bichtung) 

die Strecke AB = a willkürlich, femer BC ^^=^ -^a^ BD^=^2a 

und beschreibe ans C als Mittelpunkt mit dem Eadius CD einen 
Kreis; wird nun durch B eine beliebige Gerade gezogen, die jenen 

Kreis in E schneidet, so ist nahezu ^ AEB = -^ DBE^ falls 

^DBE zwischen 0® und 60® liegt. An der Grenze 60® ergiebt 
sich '^AEB nur um 5' 41" zu klein. 

(985) ScHLÖMiLCH XXI, 520. XXII, 267. 

3« Mittelst welcher einfachen Begel kann die Frage, nach 
wieviel Jahren sich ein Kapital bei einem Zinsfufs von p% durch 
Zinsverzinsnng nahezu verdoppelt, durch blofses Kopfrechnen gelöst 
werden? 

(176) Fleischhauer XII, 362. XIII, 197. 

4. Ein Kapital a wächst in n Jahren mit Zinseszinsen zu p % 
auf die Summe s an. In welchen Terminen folgen die Zinszuschläge? 

Schlegel XXV, 180. XXV, 180. 

5« unter der gemeinschaftlichen Bedingung ^^ < 1 lassen 

1 X 

sich bekanntlich die vier Funktionen t-j- — j , q— r- — j , Z (1 + a?*), 

arctgx nach steigenden Potenzen von x entwickeln; dieselben 
Funktionen können aber auch in Reihen von der Form Cq -\- Ci 
(1 — Äj) + C^ (l — xy + Gj (1 — a?)* + • • • verwandelt werden. 
Die Bedingungen, unter denen dies möglich ist und die für jeden 
Fall geltenden Werte der Koeffizienten C sind zu ermitteln. 

(319) Schlömilch XIV, 525. XV, 183. 

6« Im engen Zusammenhange mit dem Vorigen stehen die 

beiden Entwickelungen 

r. ö. A C08 'S" , j cos 2 'S" , . cos 3 d" , 

sec 2^ = ^, ^^^ + ^2 ^^i^ + ^3 ^^7^ + • • •, 

ly ^ir -Dl ^^^^ -r ^2 cos «■« ^ » cos «•» ^ ' 
deren Gültigkeitsgrenzen und Koeffizienten bestimmt werden sollen. 

(320) Schlömilch XIV, 525. XV, 187. 
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7m Unter der Voraussetzung, dafs -0- zwischen den Grenzen 
+ 45^ und — 45^ liegt, ist 

sin -O" j^ 1 ein 2 ö" i fain 4 ^ i sin 6 «d* i sin 6 'S" ^^ 

C08'9' * ^ cos -O"* 4**008 -O"* ^ COB &^ ^ COS d'^ "T ' * * = VJ, 

cos d' 1 cos 2'9' 1 cos SO- i cos 4^ , i cos 6^ ^^ ^ 

COS &' ~^ cos -0"* ^ cos -d-^ 4^ cos -d-* "■" ^ cos -&® -f- • • • ^• 

(413) Stoll XV, 360. XVI, 23. 

8. Unter der Voraussetzung — 1 < a? < cx> gilt für alle fi 
folgende Entwickelung: 

Welches sind die Koeffizienten Cj, Cj, • • • C„, • • •? Wie 
läfst sich das Resultat aus der gewöhnlichen binomischen Ent- 
wickelung 

herleiten? Durch Einführung einer imaginären Variablen erhält 
man noch Formeln für cos fid" und sin fid". An welche Bedingung 
ist deren Gültigkeit geknüpft? 

(47) ScHLÖMiLCH Vni, 502. IX, 432. 

9. Für l (p BUi q>^ — a cos 9^), wo l den natürlichen Loga- 
rithmus bedeutet, &, a und 9 reell sind und l>> a ist, eine Reihe 
zu finden, die nach den Sinus oder Kosinus von Vielfachen von 9 
fortschreitet. 

(814) Steinke XIX, 510. XX, 272. 

Bezeichnet Tn die Anzahl der Teiler der ganzen Zahl n, so 
ist nach einer von Lambert herrührenden Bemerkung {x^ < 1 
vorausgesetzt) 

wonach der Koeffizient 2 nur denjenigen Potenzen von x zukommt, 
deren Exponenten Primzahlen > 1 sind. Hieraus lassen sich 
folgende Sätze ableiten: 

10. Für die Entwickelung von 

^(^)— r^ + r^^ + rr^^^ ^i^ + ^2^' + üb^''+- 

sind ungerade und gerade n zu unterscheiden; im ersten Falle ist 
Un =' Tn] im zweiten kann man n unter der Form 2^q darstellen, 
wo k eine ganze, q eine ungerade Zahl bedeudet; es ist dann 
Un= -Qc — 1) T,, 
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11« Dieselbe ünterscheidmig macht sich nötig bei der Ent- 
wickelung von 



X X* , x^ 



•••7 



für ungerade n ist 7« = T«; f ür w = 2^q wird 7« = (ä — 3) 2'j. 
Beiläufig folgt hieraus, wenn p eine Primzahl > 1 bedeutet, dafs 
Vn nicht nur für w =^, sondern auch für w = löjJ den Wert 
2 erhält. 

(284, 285) ScHLÖMiLCH XIV, 100. XIV, 522, 523. 



12. Unter der Voraussetzung Ui> u^> u^ ' - ' > sind die 
beiden unendlichen Eeihen w^ + Mj + tig + w^ -|- • • • und 1 Wj -f- 2M4 
+ 3 1/9 + 4 Wjg -!-••• entweder gleichzeitig konvergent oder gleich- 
zeitig divergent. Beispielsweise folgt hieraus, dafs die Reihe 

c^^ + a? +0? + a; + • • • für ^ äj < 1 konvergiert und 
fttr a; ^ 1 divergiert. 

(144) ScHLÖMiLCH Xn, 37. Xn, 361. 

13« Aus zwei positiven Zahlen a und ß hat man das arith- 
metische Mittel «1 und das harmonische Mittel ß^ gebildet, dann 
wieder aus a^ und /^^ das arithmetische Mittel c^g ^^^ ^^ ^^^' 
monische Mittel ß^ u. s. w. Es ist nun zn untersuchen, ob einer- 
seits a^, ofg, ^z'i ' ' ' S®£r^^ einen bestimmten Grenzwert a, anderer- 
seits ßi^ ßii /^8i * * ' 8^S^^ ^^^® Grenze b konvergieren, ob a und J> 
verschieden oder gleich sind, und wieviel im letzteren Falle der 
gemeinschaftliche Wert von a and h beträgt, den man das arith- 
metisch-harmonische Mittel zwischen a und ß nennen könnte. 

(1107) SCHLÖMILCH XXm, 194. XXm, 584. 



§ 15. Arithmetisches Mittel nnendlich vieler GrSfsen. 

1« Gegeben sind zwei sich rechtwinklig schneidende Achsen 
OX und OF; auf OX trägt man OÄ=:>a ab, teüt OA in n 
gleiche Teile, schlägt über jedem derselben als Durchmesser einen 
Kreis und legt von dem auf Y gegebenen Punkte Q an jeden 
derselben eine Tangente. Welcher Grenze nähert sich das arith- 
metische Mittel der Quadrate sämtlicher Tangenten, wenn n un- 
endlich grofs wird? 

{4:20) Joum. iUm. XXI, 32. 

2. Für unendlich wachsende n soll der Grenzwert bestimmt 
werden, gegen den das arithmetische Mittel der Brüche 
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111 1 



a' a + 6' a + 26' a + (n — 1)6 

konvergiert, wobei a und h positiv sind. 

(386) ScHLÖMiLCH XV, 289. XV, 601. 

3. Man verlangt die Grenzwerte, gegen welche bei unendlich 
wachsendem n konvergieren a) das arithmetische, b) das har- 
monische, c) das geometrische Mittel ans den Gliedern der Pro- 
gression 

«.«(i+i). «(■+i)".-«Hir'- 

(992) ScHLÖMiLCH XXI, 590. XXH, 343. 

4« Das harmonische Mittel zwischen n und ß werde kurz 
mit M (a, /3) bezeichnet; man sucht die Grenzwerte, gegen welche 
die Ausdrücke 

i[«(«,|)+«(a,y) + ... + «(«/J)] 
und 

bei unendlich wachsendem n^ konvergieren. 

(481) SCHLÖMILCH XVI, 124. XVI, 427. 

5» Einen gegebenen Halbkreis mit dem Durchmesser AB 
teilt man in n gleiche Bogen BB^ = B^B^^=a • • • = jB« — lA 
Welcher Grenze nähert sich das arithmetische Mittel der Sehnen 
AB^ AB^^ AB^^ • • •, wenn n unendlich grofs wird? 

{419) Journ. 4l4m. XX, 516, 

6. In einer Ebene sind gegeben ein Kreis mit dem Zentrum 
und ein fester Punkt D; man hat den mit der Geraden CD 
zusammenfallenden Ereisdurchmesser AB m n gleiche Teile geteilt 
und durch jeden Teilpunkt eine zu ^^ senkrechte Gerade gezogen, 
die den Ereis zweimal schneidet, so dafs auf der Peripherie die 
Punkte Pj, JPj, • • • F%n entstehen; gesucht wird der Grenzwert, 
gegen den das arithmetische Mittel von BP^^ DP^^- - - BP^n bei 
unendlich wachsendem n konvergiert, der also in gewissem Sinne 
als die mittlere Entfernung des Ereisumfanges vom Punkte B 
gelten kann. 

(529) SCHLÖMILCH XVI, 429. XVII, 196. 

7« Gegeben ist eine Ellipse mit den Halbachsen CA'^a 
und CB = h. a) Wird CA in n gleiche Teile geteilt, zu jeder 
Abscisse CMj^ die Ordinate M^Pk nnd die Tangente JPjb^ib kon- 
struiert, wo Ft auf der Verlängerung von CB liegt, so nähert 
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sich das arithmetische Mittel aus CVq(CB)^ ^^n •** CVn^i 
für w = oo der Grenze -j^^- ^) ^^^^ analog OB in n gleiche 
Teile geteilt, zu jeder Ordinate CNk die Abscisse NkQk und die 
Tangente Qk Uk konstruiert, so nähert sich das arithmetiBche 

Mittel aus C Uq (CÄ)^ CÜ^^ • • • Cün _ i fftr w = oo der Grenze yjr a. 
(479) ScHLÖMiLCH XVI, 124. XVI, 425. 

8« Die Exzentrizität CF eines aus den Halbachsen CA <= a 
und CB = h konstruierten Ellipsenquadranten ist in n gleiche 
Teile geteilt und durch jeden Teilpunkt Mjt eine Ellipsennormale 
gelegt, die den Quadranten in Pk schneidet; das arithmetische 
Mittel der Strecken M^P^, JfgPg, • • • jafnPn (= FÄ) nähert sich 

dann bei unendlich wachsendem n der Grenze -r- • — Wird Pk^k 

verlängert bis zum Durchschnitt Nk mit der verlängerten BC^ so 
konvergiert das arithmetische Mittel der Strecken J^jP^, ^jPg, ••• 

N^nPn (= CA) gegen die Grenze -tt-* 

(568) ScHLÖMiLCH XVn, 33. XVII, 441. 

9. Welcher Grenze nähert sich das arithmetische Mittel der 
n Gröfsen 

1 2 3 n 

y(ti«)«'+"(l?P' 7(^+~(2p)"'' l/(na)« + (3ß7«' ">(n«)« +'^P' 
falls n unendlich wächst? 

(305) SCHLÖMILCH XIV, 356. XV, 113, 291. 

10. Unter welchen Umständen hat das arithmetische Mittel 
der n Gröfsen 



für n = oo einen endlichen Grenzwert und wieviel beträgt dieser? 
(306) SCHLÖMILCH XIV, 356. XV, 114. 

11. Die Kathete CA = a eines rechtwinkligen Dreiecks ABC 
ist in n gleiche Teile geteilt, so dafs C Jl^ == — , CA2 = 2— , •• 

ist; die andere Kathete CB ^==b ist so geteilt, dafs CBa «= — , 

h 

CBo == — u. s. w. ist. Man soll den Grenzwert bestimmen, welchem 


sich das arithmetische Mittel aus den n Strecken A^B^, ^2-^8)*** 

AnBn bei unendlich wachsendem n nähert. 

(387) SCHLÖMILCH XV, 289. XV, 603. 

12, In einem A ABC sei 2> die Projektion von C auf AB, 
femer sei AB in n gleiche Teile geteilt, deren Endpunkte Pi,-P2, • • • 
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Pn (B) heifsen mögen; von C aus werde nach jedem Teilpunkte 
wie z. Bt. nach Pjt eine Gerade gezogen und auf dieser in P^ eine 
Senkrechte errichtet, die die verlängerte CD in Qk schneidet; 
man soll nun den Grenzwert bestimmen, gegen den das arithmetische 
Mittel der Strecken P^ $j, Pg ögr * * ^n Qn bei unendlich wachsendem n 
konvergiert. 

(416) ScHLÖMiLCH XV, 440. XVI, 115. 

13, Unter Voraussetzung eines positiven echt gebrochenen cc 
und eines beliebigen positiven ß soll der Grenzwert von 



für n = oo bestimmt werden. 

(388) ScHLÖMiLCH XV, 289. XV, 604. 

14« Man soll den Grenzwert ermitteln, gegen den die Summe 



a + ßVn a + ßY^ii a + (3|/3n a + ßYnn 

bei unendlich wachsendem n konvergiert. 

(660) SCHLÖMILCH XVIII, 132. XVIII, 499 (Verallgem.). 

15. Man sucht den Grenzwert, gegen den die Summe 



flii* a > und jS > bei unendlich wachsendem n konvergiert. 
(936) SCHLÖMILCH XXI, 116. XXI, 518. 
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1« Bezeichnet a einen beliebigen Kreisbogen, so konvergieren 
die Summen sin ~= + sin -^ + h sin — i^ und tg -= + tff — ^ H — • 

-|- tg — y bei unendlich wachsendem n gegen den gemeinschaftlichen 

Grenzwert ya. 

(639) SCHLÖMILCH XVII, 597. XVIH, 350. 

2« Isi/Sj =8inÄJ + y sinic^ + y sinÄJ^ + ••* ^ind Äg = smx — 
y sin 3 a; + y sin 5 fl? — • • •, so ist /S'i = 2 /S'g. 

(4^3) Educ. Times. XXI, 33. 

Aufgabensammlang a. Zeitichr. f. math. u. nat. Unterr. 5 



66 '^' Arithmetik. IV. Höhere Analysis. 

3. Es sollen die Summen der folgenden Eeihen bestinunt 
werden: 

a) l+Qx{l-x) + Q[xil^x)y + Q[x(l^x)f + '.^, 

b) l+l(g^(l-a;)+i0Kl-a:)P+i(;)Kl-^^^^ 

i + t(i)<i-^)+t(2)Ki-^)P+^(;)Ki-^)]»^ 

(543) ScHLÖMiLCH XVI, 431. XVII, 281. 

4« Gesucht wird die Summe der unendlichen Reihe 

1 I - I 5 I 

(307) ScHLÖMiLCH XIV, 357. XV, 115. 

5. Gesucht wird der Wert des imendlichen Produktes 

j_ 2. i. 

3 4 8 

l+a: 1 -{- X 1 -{- X 

•^^—^——~ . — ^— ^^— » __— _— ^___ .... 

2 2 2 

(308) SCHLÖMILCH XIV, 357. XV, 116. 
6« Man sucht die Summen der beiden unendlichen Beihen 

fiO 

«— • _ « Bin — 

^, arc tg — und >>, arc tg -. , worin sich die 

z" + cos — 
n 

Summenzeichen auf die Werte w = 1, 2, 4, 8, 16, • • • beziehen. 

Unter arc tg a werde hierbei derjenige zwischen — Y^rund + yÄ 

enthaltene Bogen verstanden, der a zur Tangente hat. 

(551) SCHLÖMILCH XVI, 503. XVn, 354. 

7. Die beiden für positive echt gebrochene x und y geltenden 
Ungleichungen 

X - ^x' <iVii + xy +7<^ + hV 

y — xy — \y^ < arc tg j-^ < y 
soll man beweisen und daraus den Satz herleiten, dafs das Produkt 



*) Fassung des Lösers der Aufgabe; XXIV, 609 steht 
X — ^x^ < 2 (1 + « + yX « + y- 
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(> + "'-^-i+-"') (• + ^^^^) (• + 5=^^) 



• • • 



— 1 



(l -| ^— —j^ worin p eine Konstante ^1 ist, bei un- 
endlich wachsendem n gegen die Grenze e^ (cos — + i sin — j 

konvergiert. Im speziellen Fall p = 1 wird hieraus der be- 
kannte Satz 

lim (l + ^^)" = e« (cos ß + i sin ß). 

(1243) ScHLÖMiLCH XXIV, 609. XXV, 348. 

8« Die Summe der reziproken Triangolarzahlen ist bekanntlich 
Ä^ = Y + y + -g- + iö + * ' * "^^ ^5 ^^^ ^^® Quadratzahlen ist 

iS^ssssY + Y + y + ieH"'**^^"^"' ^^^ verlangt nun eine 
Formel ftlr die Summe 8k der reziproken Poljgonalzahlen k ter 
Ordnung. Abgesehen von dem Falle A; = 4 reicht die Gleichung 

1 



aus, um Sjt in ein bestimmtes Integral zu verwandeln, dessen 
Wert nach den gewöhnlichen Methoden entwickelt werden kann. 

(1086) ScHLÖMiLCH XXII, 596. XXIH, 349. 

9. Setzt man 1» + 2» + 3» H 1- a;« = /S„(a?), wo Sn(x) 

dann mit der bekannten BemouUischen Funktion durch die Glei- 

chung verbunden ist: 8„(x) = ^i^±iL^J), 

g> (iP, w) = -2»" — jmz^^^ + Wg^i;?"»-^ — m^B^z"^-^ + • • •» 
so ist 

(Verallgemeinerung der Leibnizschen Reihe 1 — y "f* "& 

— tH T^)- 

(990) SiBVERS XXI, 521. XXII, 271. 



B. 

Planimetrie.*) 



L Lehrsätze. 

§ 1. Das Dreieck. 

a. Das rechtwinklige Dreieck. 

1« In dem rechtwinklig gleichschenkligen Dreieck ACQ- 
(CA = CG) ist ^G^ in drei gleiche Teile geteilt, der G zunächst 
liegende Teilpunkt sei B; femer sind im Dreieck ABC die Höhen 
AD, BE und CF gefällt, H sei ihr Schnittpunkt. Bezeichnet man 
nun die Elemente des Dreiecks ABC wie gewöhnlich, die des Höhen- 
dreiecks DEF mit Strichen, so ist 

a) tga = 1; tgy = 2; igß = 3. 

h) A = 5A' = c« — a« = yZ>^ 

c) AE=^2 CE, CD = I BD, BF = \ FA. 

d) AH=b HB, BH = HE, CH=2 HF, 

h 9 = I »••**) 
Beweis: (R.) 
{254) Educ. Times. XVI, 357. 

*) Abkürzungen. 

(G.) bedeutet Beweis oder Lösung geometrlBch mit Benutzung der Sätze 

von der Kongruenz und Ähnlichkeit. 

(G.R.) „ ,, ,f „ geometrisch, zum Teil durch Rechnung. 

(P.L.) ,, „ „ „ mit Benutzung der perspektivischen 

Lage irgend welcher Gebilde. 

(H.B.) „ „ „ f, mit Benutzung der Sätze über har- 

monische Büschel u. s. w. 

(P.G.) „ „ „ „ durch projektive Punktreihen u. dergL 

(R.) „ „ „ „ durch Rechnung. 

(T.R.) „ „ „ ,f trigonometrische Rechnung. 

(G.T.) ,, „ „ ,f geometrisch mit trigonometrischer 

Rechnung. 

(R.E.) „ „ „ ,f durch rechtwinklige Koordinaten. 

(K.M.) f, ,f „ ,f mit Hilfe irgend welcher anderen 

Koordinaten. 
**) Auch folgende Relationen ergeben sich leicht f) a' = 90**, 

tg/?' = 1^; tgy =y; g) a: 6 : c = ]/ö": 8 : 2 }/2"; h) a : 6' : c' =- 6 : 8 :4; 
., K eh 2 h 3 



a 
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2« Verlängert man die Katheten eines gleichschenklig recht- 
winkligen Dreiecks mit der Hypotenuse c über die Hypotenuse 
hinaus um c und verbindet die Endpunkte, so entsteht ein gleich- 
schenklig-rechtwinkliges Dreieck, in dem der Überschufs der Summe 
der Katheten über die Hypotenuse >= c ist. 

Beweis: (R.) und (G. 3). 

(1310) Emmbbioh XXV, 431. XXVI, 182; 

280 Druckfehlerverzeichnis. 

3. Über der Hypotenuse BC des rechtwinklig gleichschenk- 
ligen Dreiecks ABC ist der Halbkreis gezeichnet, femer der Kreis 
(A^ AB). Es soll bewiesen werden, dass die entstandene Mond- 
sichel mit dem Dreieck gleichen Inhalt hat.*) 

Beweis: (B.) 

(1185) Bosse XXIV, 189. XXIV, 604. 

4, Das von der Spitze des rechten Winkels eines recht- 
winkligen Dreiecks auf die Hypotenuse gefällte Lot teilt dieses 
Dreieck in zwei Teildreiecke; zu beweisen, dass das Quadrat des 
Badius des in das ganze Dreieck beschriebenen Kreises gleich ist 
der Summe der Quadrate der Badien der in die Teildreiecke be- 
schriebenen £[reise. 

(4i) Nouv. Ann. X, 14. — 

5« In dem rechtwinkligen Dreieck ABC fällt man auf die 
Hypotenuse AB die Höhe CD = h und auf AB im Mittelpunkt 
P errichtet man die Senkrechte, welche BC in E und AC in F 
trifft. Die Badien der Inkreise von ABC und BBC seien r^ und 
rj, diejenigen von APF und BPE seien q^ und q^'^ der Badius 
des Umkreises von ABC sei r und der des Inkreises q. Dann ist 

a) J + ^^ = 2; b) r^q^ = r^q^ = | q^, c) r\r^ = K'q^q.^, 

Beweis: (G. B.) 

{685) Joum. 616m. XXV, 517. 

6« Die Fläche eines rechtwinkligen Dreiecks ist gleich dem 
Bechteck aus den Strecken, in welche die Hypotenuse durch den 
Berührungspunkt des Inkreises geteilt wird. 

Beweis: (G.); (T. B.); (B. 2). 

(1129) Ma^ting-Sammler XXIII, 352. XXIV, 100. 



*) Zeichnet man 2 gleiche sich berührende Kreise und um den 
Berührungspunkt einen dritten Kreis, der beide unter dem Durchmesser 
schneidet, zieht man ferner zwischen den Schnittpunkten alle möglichen 
Verbindxmgsgeraden , so sind die 4 Flächenstücke, welche einem der 
drei Elreise allein angehören, unter sich und mit jedem der vier Dreiecke 
um den Berührungspunkt inhaltsgleich. Bitgen. 
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7. Wenn man in einem Dreieck ABC hat: ^ + ^ = 90^, 

so ist 2 c±^ = (a Hh ^)~^ + (^ — ^)-^i wo ^^^ oberen oder 
unteren Zeichen zusammen zu nehmen sind. 

{28^) Nouv. Ann. XI, 110. — 

8« Zwei rechtwinklige Dreiecke, von denen das eine zu 
Katheten hat die Höhe und die Eathetensumme des anderen, haben 
denselben Inkreis. 

Beweis: (R.). 

(567) V. ScHÄwEN XVII, 33. XVII, 441. 

9« Die Verbindungslinie einer spitzen Ecke eines rechtwink- 
ligen Dreiecks mit dem Mittelpunkt der Hypotenusenhöhe bestimmt 
auf der gegenüberliegenden Kathete zwei Abschnitte, die sich zu- 
einander verhalten wie das Quadrat über der Kathete zum Quadrat 
über der Hypotenusenhöhe. 

Beweis: (R. 2); (T. R. 3); (G. 6), teils mit Benutzung neuerer 
Geometrie. 

(1146) KüLF XXm, 431. XXIV, 263. 

10« a) Verlängert man im rechtwinkligen IS, ABC die 
Hypotenusenhöhe GB um ihre eigene Länge über C hinaus bis 
E und verbindet A mit E^ so entstehen auf der gegenüber- 
liegenden Kathete BC zwei Abschnitte BF und CjP, und es ver- 
hält sich BF:CF=2a^: hl 

b) Verlängert man BC unter die Hypotenuse um ihre eigene 
Länge bis E' und trifft E'A die Kathete BC ia F\ so verhält 
sich BF' :CF' = a^:2hl 

Beweis: (T. R.); (G. 4), teils mit Benutzung neuerer Geo- 
metrie. 

(1147) RuLP XXIII, 510. XXIV, 264. 

11« Zieht man im rechtwinkligen Dreieck ABC eine Senk- 
rechte zur Mittellinie CM der Hypotenuse AB, so wird das 
zwischen den Katheten liegende Stück A'B' derselben durch die 
Höhe CD in D' halbiert. 

Beweis: (G. 6) teils mit Benutzung neuerer Geometrie (H. B.) 

(1155) RuLF XXm, 591. XXIV, 337. 

12. ABC sei ein bei C rechtwinkliges Dreieck, CD JLAB^ 
E und F seien die Mittelpunkte der in die Dreiecke ABC und 
BDC gezeichneten Kreise; Parallelen durch E und F zu CD treffen 
AC und BC bez. in E' und 1^'; dann ist CE' = CF\ 

Beweis: (G.). 

{686) Mathesis, XXV, 517. 

Vergl. Nr. 27. 
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b. Das gleichseitige Dreieok. 

13. Wenn durch die Ecken B und G des gleichseitigen Drei- 
ecks ABC der Kreis mit dem Halbmesser BC gezeichnet wird, 
dessen Mittelpunkt mit A symmetrisch z\x BC liegt und wenn P 
ein beliebiger Punkt desselben ist, so ist stets PA? = PB^ + PC*. 

Beweis: (G. T.); (R. K.); (G. 3), zum Teil mit Benutzung 
neuerer Geometrie. 

(1100) KüCKBR XXin, 125. XXIII, 507. 

14. Die Geraden, welche die Ecken eines gleichseitigen 
Dreiecks ABC (Seite a) mit einem Punkte D verbinden, mögen 
den Umkreis (0, r) in A\ B\ C' treffen; dann ist S =AD • AA' 
+ BD . BB' + CD'CC' = 2 a\ 

Beweis: (G. T.). 

{560) Nyt Tidsskrift. XXIV, 25. 

15. Wenn man im gleichseitigen Dreieck ABC von dem 
beliebigen Pankt M auf AB die Senkrechte MB fällt, so ist 
MA^ + MB^ — 2 MC^ = 3 r (2 Jf D — r), wo r der Radius des 
Umkreises ist. 

Beweis: (R.). 

{679) Joum. 616m. XXV, 515. 

16. In dem gleichseitigen Dreieck ABC liege D auf BC 
so, dafs BD = \BC und E auf AB so, dafs AE = ED ist, 
dann ist EC = EB + BD, 

Beweis: (R.). 

{681) Educ. Times. XXV, 515. 

17. Sind Uy v^ w die Abstände eines beliebigen Punktes P 
von den Ecken eines gleichseitigen Dreiecks mit der Seite a, so 

ist stets tt* + v* + w« = "j/3 ]/w* + i;* + t^ + a*.*) 

Beweis: (R.); (R. K.). 

(1306) Junker XXV, 352. XXVI, 180. 

18« Sind ABC und A^BC zwei aneinander liegende gleich- 
seitige Dreiecke und ist AA^A^A^ eine harmonische Punktreihe, 
so ist A^BC dem Schwerliniendreieck von A^BC ähnlich und 
umgekehrt. 

Beweis: (G. T.).**) 

(864b) Abtzt XX, 274. XXI, 26. 

Vergl, C. § 4 Nr. 1 — 3. 



*) Vergl. C. § 5. Nr. 40 und B. § 1. Nr. 94. 
*♦) Vergl. B. § 1. Nr. 19. 
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c. Das gleiohsolienklige Dreieck. 

19. Ist AB ^=^ AC und A'B' G' das Schwerliniendreieck 

von ABCj so ist cot ^ cot — = 3. 

Beweis: (G. T. 2). 

(864a) Artzt XX, 274. XXI, 26. 

20. Verbindet man einen Endpunkt z. B. A der Grundlinie 
AB eines gleichschenkligen Dreiecks ABC mit der Mitte M der 
Höhe CD, so schneidet die Verbindungslinie BM vom gegenüber- 
liegenden Schenkel AC ein Drittel desselben, von der Spitze aus 
gerechnet, ab.*) 

Beweis: (H. B. 2); (G. T.); (G. 2), teils mit Benutzung neuerer 
Geometrie. 

(976) EuLP XXI, 429. XXH, 192. 

21. In dem gleichschenkligen Dreieck ABC sei das Ver- 
hältnis der Grundlinie BC zur Höhe AH '^ 9 : 8; femer sei M ein 
Punkt, welcher AH so teilt, dafs MH : AH ^= 3:5 ist; werden 
nun durch M zwei Gerade BMG und EMF (D und E auf BC), 
gezogen, welche mit der Höhe Winkel von 46^ bilden, so wird ABC 
durch diese beiden Geraden in vier gleiche Teile geteilt. 

Beweis: (G.). 

(683) Joum. 616m. XXV, 516. 

22. Zieht man zwischen den Schenkeln eines gleichschenk- 
ligen Dreiecks eine beliebige Strecke, so ist die durch den Mittel- 
punkt derselben zur Grundlinie gezogene Parallele gleich der Pro- 
jektion der Strecke auf die Grundlinie. 

Beweis: (G.); (G. T.). 

(1165) EüLF XXIV, 23. XXIV, 445. 

23. In einem Kreis ist ein gleichschenkliges spitzwinkliges 
Dreieck gezeichnet; über einem seiner Schenkel als Grundlinie 
zeichnet man in den Erois ein zweites gleichschenkliges spitz- 
winkliges Dreieck, über einem der Schenkel des letzteren als Gnmd- 
linie ein drittes u. s. w. Die Grenze, welcher sich der Winkel 
an der Spitze nähert, ist 60^. 

Beweis: (R.); (G.). 

(1043) Wbinmeistbr XXII, 275. XXIII, 48. 

24. Sind von den sechs Teilen, in welche die Winkel eines 
Dreiecks durch seine Mittellinien zerlegt werden, irgend zwei ein- 

*) Der Satz gilt für jedes Dreieck in Bezug auf eine Mittellinie. 
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ander gleich, so ist das Dreieck entweder gleichschenklig oder es 
ist dem aus seinen Mittellinien gebildeten Dreieck ähnlich. 
Beweis: (G.); (T. R.). 

(1266) Emmerich XXV, 116. XXV, 582. 

26. Mufs ein Dreieck gleichschenklig sein, wenn zwei seiner 
Anisen Winkelhalbierenden, von der Ecke bis zur Gegenseite ge- 
messen, gleich lang sind? 

Beweis: (R.); (T. R.). 

(1267) Emmerich XXV, 116. XXV, 583. 

Vergl. C. § 4 Nr. 3 u. 4; femer die Aufsätze über den 
Lehmns-Steiner^ sehen Satz: „Wenn die Winkelhalbierenden zweier 
Dreieckswinkel gleich sind, so ist das Dreieck gleichschenklig'^ 
von Günther, Gerlach und Krüger XXIII, 480, 579—581, XXV, 
438—441 und von Emmerich XXVI, 173 und XXIX, 90. 

d. Das ungleichseitige Dreieck.*) 

a. Gröfsenverhältnisse zwischen Strecken.**) 

26. Bilden die Seiten eines Dreiecks eine arithmetische Reihe, 
deren Differenz -^ q ist, wo q den Radius des Inkreises darstellt, 

. , 15 7 7 18 

so ist 0=4-^' ^ "^ y ^5 c = -^ ^. 
Beweis: (R.). 
(669) Mathesis. XXV, 518. 

27. Bilden die Seiten c, &, a und die Höhe hc eines Drei- 
ecks eine geometrische Progression, so ist das Dreieck recht- 
winklig und a = ^ ^ e^'" ^^ i^cl & = c]/l^^^^ 

Beweis: (R.). 

(251) Joum. 616m. XVI, 207. 

28« Die Seiten des Dreiecks, dessen Ecken die Mittelpunkte 
des umgeschriebenen, I des eingeschriebenen, N des Feuer- 
bach'schen Kreises bilden, sind, wenn a, &, c die Seiten, r der 
Radius des umgeschriebenen, q der des eingeschriebenen Kreises 
des gegebenen Dreiecks sind, 

Beweis: (R.). 

(J250) Math. Magazine. XVI, 207. 

*) Vergl. Herrmann: Ableitung einiger planimetrischer Sätze durch 
Parallelverschiebnng, XXV, 561—673; Wimmenauer: Eine neue Ablei- 
tung der Hauptsätze vom Feuerbach'schen Kreise XXV, 32 — 33. 

**) Vergl. Schlömilch : Über rationale Dreiecke und Vierecke XVIV, 
401-— 409. Worpitzky: Über die Pythagoreischen oder rationalen Drei- 
ecke XVII, 256. 
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29. Die Gleichungen der Winkelhalbierenden Wa^ Wa\ w^^ Wb\ 
Wcj Wc eines Dreiecks ABC^ m welchem CD A. AB und CD = Ä, 

BD^=^p und AD = q gesetzt ist, sind für Wa'- y = — r-^^i 

, h a — P r \ 

Wal y = — ^-3-^ X', Wö: y = j^ (X — c); 

Wö: y = ^^- (x — c); Wal y = — j^rz^ ((« + ^)^ — ^<^h 

Ferner hat t(?c die Länge ___ ^Ir? {a — &)* + («9' — ^of- 

Lösung: (R. K.). 

(986) Strübing XXI, 520. XXH, 268. 

30. In den vier Ecken eines Quadrats, welches in einer 
horizontalen Ebene liegt, stehen vier Bäume, deren Spitzen jEJ, F^ 6r, H 
von einem Punkt innerhalb des Quadrats gleich weit entfernt 
sind; von drei derselben kennt man die Höhen nämlich J.JE7 <= a, 
BF= 6, CG = c; dann ist die Höhe des vierten 

DE = Ya^ — fe* + /. 

Beweis: (R.). 

{^48) Math. Magazine. XVI, 206. 

31« Der Umfang eines Dreiecks*) und seines Inkreises ver- 
halten sich ebenso wie die Inhalte beider Figuren. Dieselbe Be- 
ziehung fiudet zwischen den Oberflächen und den Inhalten der 
durch Drehung eines gleichschenkligen Dreiecks um die Symmetrie- 
linie entstandenen Körper statt. 

Beweis: (R.) 

(1119) SiBVBRS XXIII, 271. XXIV, 17. 

32. Das Quadrat über einer Dreiecksseite, an welcher kein 
stumpfer Winkel liegt, ist gleich der Summe der Rechtecke aus je 
einer der beiden andern Seiten und der Projektion der ersten anf sie. 

Beweis: (G.). 

DuDA nnd Brockmann. II, 213 und IV, 39. 

33« In jedem Dreieck ist das harmonische Mittel tn von 
zwei Seiten a und h gröfser als die Winkelhalbierende Wc aus der 
gemeinsamen Ecke. 

Beweis: (R.); (T. R. 2). 

(1302) Krüger XXV, 351. XXVI, 176. 



*) Der Satz, der nur für ein gleichschenkliges Dreieck gestellt war, 
gilt in obiger Fassung. Emmerich. 
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S4. Wenn die eine Seite c eines Dreiecks das harmonische 
Mittel zwischen den beiden andern a und h darstellen soll, so mufs 

a<h(y2 + l) sein. 
Beweis: (R.). 
(457) ScHLÖMiLCH XVI, 25. XVI, 347. 

36. Bilden die Quadrate der Höhe CH=h, der Winkel- 
halbierenden CD = w und der Mittellinie CM <= t eines Drei- 
ecks eine arithmetische Reihe, so kann a) wenn das Quadrat des 
Durchmessers 2r des umgeschriebenen Kreises ein Glied der Reihe 
ist, dies nicht eines der 7 ersten Glieder sein; b) mufs das Qua- 
drat der Seite c, falls es ein Glied der Reihe ist, das vierte sein; 

dann ist 4r* das achte Glied und die Winkel sind ^tt, |-jt, -^%. 

Beweis: (R,). 

{252) Mathesis. XVI, 208. 

36. d^^ ^, ^3 seien die Segmenthöhen des um ein Dreieck 
beschriebenen Kreises (Radius r); ^, ^^, q^t ^s seien die Radien 

der Berühr ungskreise. Dann ist l) d^ = ^ ^ etc. 2) ^^ — ^ = 

2 {d^ — d^ etc. 3) e^i + ^ + ^8 = 2 r -— ^; 4) — d^^ d^ + d^^= 
2 r — ^1 etc. 

(165) HOLZMÜLLBB XII, 266. — 

37. Um IS. ABC sei der Kreis mit dem Mittelpunkt be- 
schrieben; der auf AB senkrechte Durchmesser EOF {F näher 
an (7) treffe AB in D, und G sei die Projektion von C auf EF. 

Dann ist a) \ (a — })f = DE • FG, &) |(a + hf = DF - GE. 

Beweis: (G. R.). 

(558) Joum. 616m. XXIV, 24. 

38. Wenn man in einem Dreieck vom Mittelpunkt I des 
Inkreises aus die Entfernung zwischen dem Höhenschnittpunkt und 
dem Mittelpunkt M des Umkreises unter einem rechten Winkel 

sieht, so ist a* -f" ^^ + ^* = ^ (2 »* — ?)(** + ?)> ^^ ** ^^r Radius 
des Umkreises, q der des Inkreises ist.*) 

Beweis: (G. R. 2); (T. R.). 

(704) Bbybns XVIII, 446. XIX, 181. 

39. Von einem Dreieck ABC (ümkreisradius r) kennt man 
die beiden Seiten a und h. Die Mittellinie tc teilt das /^ ABC 

in zwei Dreiecke, deren IJmkreisradien r« und r^ sind; wenn nun 

+ . , ... nah 

n «= nr ist, so ist tc = ~irT ' 

Beweis: (R.). 

(693) Nyt Tidsskrift. XXV, 520. 



*) Vergl. Adams: Die merkwürdigen Eigenschaften des geradlinigen 
Dreiecks p. 65 (1846). 
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40. Wird im Dreieck ABC die Seite AB von dem In- 
kreise und den Ankreisen bez. in JP, F\ F'\ F'" berührt^ so ist 
AF' ÄF"' + AF' ' AF'' = ah. Was ergiebt sich, wenn AB 
Hypotenuse ist?*) 

Beweis: (G. T.); (R.); (T. R.). 

(1198) Finsterbusch XXIV, 271. XXV, 46. 

41. Im Dreiecke ABC sei CD ss Wc die Winkelhalbierende 
und CM = tc Mittellinie; ist nun -^ (tcWc) = ^ (ctc), so ist 

ab = { c«? 

Beweis: (G.). 

(^53) Mathesis. XVI, 357. 

42. Ist D ein beliebiger Punkt der Seite BC des Dreiecks 
ABC und treffen zwei von B und C gezogene Parallelen ^iD in 
JB' und C, so ist BCAD^^ AB' - DC + AC - BD. 

Spezielle Fälle: a) Sind B' und C' die Durchschnittspunkte 
von AD mit den Kreisen (B, BD) und (0, CD), so ist BB' J CC 
und AD^ BC = CD{AB^ — BD^)+ BDiAC^— CD^). b) Ist 
AD die Halbierungslinie des Winkels BAC, so wird 

AD\AB + AC) = AC{AB^ — BD^) + AB(AC^ — CD^). 
Beweis: (G.). 
{554) Mathesis. XXHI, 516. 

43. In jedem Dreieck verhält sich das Produkt der drei 
Seiten zu dem Produkt der drei Seiten des HöhenfuTspunktdreiecks 
wie das Produkt der drei oberen Höhenabschnitte zu dem Produkt 
der drei unteren Höhenabschnitte. 

Beweis: (G. T.). 

(1268) Pappit XXV, 116. XXV, 584. 

44. Der Radius des um ABC beschriebenen Kreises sei r, 
der des eingeschriebenen ^, H der Höhenschnittpunkt. Dann ist 
AH+ BH+CH^2r + 2q, 

Beweis: (T. R.). 

(423) Adami XV, 441. XVI, 122. 

46. In jedem Dreieck, dessen Seiten nicht alle einander 
gleich sind, ist 2 ^ < r, 

Beweis: (G.); (G. T.); (T. R.); (R. 2). 

(477) Emmerich XVI, 124. XVI, 423. 

*) Die vier Punkte, in denen die Hypotenuse eines rechtwinkligen 
Dreiecks von den Berührungskreisen berührt wird, sind harmonische 
Punkte. 
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46. Während für jedes Dreieck die Beziehung besteht »* ^ 2 ^, 
ist beim stumpfwinkligen und beim ungleichschenklig rechtwinkligen 

Dreieck r > (l + l/2 ) q. 

Beweis: (R.); (Q. T.). 

(1291) Emmerich XXV, 279. XXVI, 104. 

47. (0, r) sei der Umkreis von ^ ABC] BC werde von 
der Senkrechten in A auf AC m A^ und von der in A auf AB 
in A^ getroffen. (0«, r«), (Oj, r^), (Öc, »"c) seien die Umkreise von 
bzw. AA^A^^ BBy^B^y CCjCg. Dann ist a) r« = r tg |S tg y; 
rft e= r tg a tg y ; rc = r tg a tg |S. b) Der Inhalt des Dreiecks 
OaOftOc ist gleich dem von A' B'C'j welches man erhält, wenn 
man an den Umkreis in A^ B^ C Tangenten legt. 

Beweis: (G. T.). 

(601) Journ. 616m. XXIV, 460. 

48. Wenn die Fufspunkte zweier Höhen und der Umkreis- 
mittelpunkt eines Dreiecks der Lage nach gegeben sind, so läfst 
sich der Radius des Umkreises berechnen. 

Beweis: (R.) Biquadratische Gleichung. 

(1182) Brockmann XXIV, 189. XXIV, 603. 

49. Es seien ^, Qat Qtt Qc die Radien der Berührungskreise 
eines Dreiecks; zu beweisen, dafs 

^9 ^ 9a ^ 9b ^ 9c 

{9i) Nouv. Ann. X, 15. — 

50. Bezeichnet man mit ^^, Q21 Qs ^^^ Radien der drei Kreise, 
welche den Inkreis eines Dreiecks und je zwei Seiten berühren, so 

ist der Radius des Inkreises q = V^i^2 "f" Vq^Qz "f" l^^s^i**) 
Beweis: (T. R. 3). 
(587) v. ScHÄwBN XVII, 200. XVII, 589. 

51. Die Seiten eines Dreiecks seien a^ b^ c und zwar sei 
a < & < c; dann sind die • Bedingungen dafür, dafs sich aus den 
Radien Qa^ qi,^ Qo der drei Ankreise ein neues Dreieck bilden läfst, 
1) (a + fe — c)^ > 4 (c — a) (c — h) oder 2) ah cos y > (c — a) 

(c — h) oder 3) cos y > sin y a sin y |S sin y y. 

Beweis: (R) und (T. R.). 

(1226) ScHLÖMELCH XXIV, 459. XXV, 273. 

*) Bezeichnen r^, r^, r, die Radien der drei Kreise, welche den 
Inkreis und je zwei Seiten in der Verlängerung berühren, so ist der 

vT T T 

Radius des Inkreises q = ^ 1 s s 



y**i + y*"» + Y^z Emmerich. 
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62. Ist der Mittelpunkt des Inkreises im Dreieck ABGy 
so bestehen die Gleichungen -5;^ i— «= 1 und 

AO* — BO* . BO* — C O* , CO' — .1 0« 

Beweis: (R.); (T. R.). 

(741) Wbbbr XIX, 32. XIX, 424. 

53. Ist CO = tn die Verbindungslinie des Mittelpunktes O 
des Inkreises eines Dreiecks ABC mit einer Ecke, sind femer r 
und Q die Radien des Um- resp. Inkreises, so ist w* = 2r (Äc — 2^). 

Beweis: (G.); (G. T. 3). 

(877) Blbichbb XX, 360. XXI, 112. 

64. Ist Inkreismittelpunkt von AABC^ so ist 

.10« . JgO« . 00« 

"1 TiA.jininA.mi'^^' 



AB'AC^BA'BC^ CA- CB 

(vergl. Baltzer, El. der Math. 2. Bd. § 14 Nr. 22). 
Beweis: (G. R. 2); (T. R. 2). 
(1343) Daenbll XXV, 689. XXVI, 426. 

66. Zieht man im Dreieck ABC nach BC die beliebige 
Transversale AD und von D zu CA und BA Parallelen, welche 
AB und AC bez. in E xmd F treffen, so ist a) AD* + BD • CD = 
AB ' AE + AC ' AF und b) AB* • CD + AC* - BD = 
BC'BDCD = AD*'BC. 

Beweis: (T. R.). 

{690) Mathesis. XXV, 618. 

66. Ist q die Seite eines in ein Dreieck ABC gezeichneten 
Quadrats, dessen eine Seite auf BC liegt und p das Lot AD von 

A auf BC. so ist 1 = — . 

' a P q 

Beweis: (G.). 

{660) Educ. Times. XXV, 161. 

57. Teilt die Linie ia die Seite a eines Dreiecks nach dem 
Verhältnis der Quadrate der anliegenden Seiten h und c, und ist 

ta die Mittellinie zur Seite a, so ist -^ ? = lir-^) .*) 

Beweis: (G. T. 2). 

(241) Führmann XHI, 283. XIV, 187. 

*) Erweiterung: Bedeuten allgemein i^ und t^ zwei Winkelgegen- 
transversalen, welche £0 in D 80 teilen, dafs GD : BD — 6" : c* sich 

verhält, so ist = 5—' — • 7—^ — r • Jueni. 
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58. Ist a die Entfemnng des Mittelpunktes M des Um- 
kreises vom Dreieck ABC vom Nageischen Punkt I (dem 
Punkt, in welchem sich die Geraden schneiden, welche die 
Ecken mit den Berührungspunkten der*) Ankreise verbinden); 
sind femer r und q die Badien des um- und Inkreises von ABC, 

so ist Y c2 = Y r — q. 

Beweis: (G,) Vergl. H. § 6, Nr. 26. 

(380) Joum. 616m. XX, 34. 

59. Zieht man durch einen Punkt P der Seite AB des 
Dreiecks ABC oder ihrer Verlängerung die Parallele PQ zn BC 
bis ^C, und entsprechend QE B AB, BS ^ AC,8T ^ BC,TU ^ AB, 
endlich durch U die Parallele zu AC, so trifft diese sechste 
Parallele wieder im Ausgangspunkt P ein. Liegt P auf AB selbst, 
so ist die Sunmie der sechs Parallelen gleich dem Umfang des 
Dreiecks ABC, liegt aber P auf der Verlängerung von AB, so 
ist die Differenz aus der Sunmie der nicht aufeinanderfolgenden 
Parallelen und der Sunmie der drei anderen gleich dem Um- 
fange.**) 

Beweis: (G. 2) Vergl. § 3, Nr. 6. 

(859 a) Pappit XX, 274. XXI, 23. 

60. In jedem Dreieck ist bekanntlich das Produkt der beiden 
Abschnitte, in welche die Höhe durch den Höhenschnittpunkt ge- 
teilt wird, konstant gleich 2P; und zwar ist 

(6* + c« — g») (g» + c« — 6») (a* + 6* — c«) 
^ 648(« — g)(« — 6)(» - c) ' 

wo 25«=a+6 + c ist. 

Lösung: (T. R.) 

(1293) Pappit XXV, 279. XXVI, 106. 

61« Durch P (s. vorige Aufgabe) sollen ausgedrückt werden: 

a) das Produkt der Entfernungen des Mittelpunktes des Um- 
kreises von den drei Seiten; 

b) das Produkt der drei oberen Höhenabschnitte; 

c) das Produkt der drei unteren Höhenabschnitte; 

d) das Produkt der drei Seiten des Höhenfofspunktdreiecks ; 

e) das Verhältnis des letzten Produktes zu dem der drei Höhen. 

*) „Der Ankreise" statt „des Inkreises*' wie XX, 84 irrtümlich an- 
gegeben, zu lesen. 

♦*) Schneiden sich QB, 8T, PU in X, F, Z, so haben die ähn- 
lichen Dreiecke ABC und XYZ denselben Schwerpunkt, es kann daher 
unbeschadet der Schwerpunktslage der restierenden Fläche heraus- 
geschnitten werden. 

Liegt P Auf AB und sollen sich QB^ ST und Pü in einem Punkte 

schneiden, so ist JP» y^B. 
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LösnDg: (T. R.) a) ^afec--^; b) ahc^-^-, c) ^^ J^^ 

(1294) Pappit XXV, 279. XXVI, 106. 

63« Der Umfang eines Dreiecks verhält sich zum Umfange 
des Höhenfufspunktdreiecks wie der Radius des Umkreises zu dem 
des Inkreises. 

Beweis: (T. R.) 

(1295) Pappit XXV, 279. XXVf, 106. 

63« In einem Dreieck, dessen Inhalt mit A bezeichnet 
werde, ist 

a) die Summe der Produkte aus je einer Seite und dem zu- 
gehörigen unteren Höhenabschnitt = 2 A; 

b) die Summe der Produkte aus je einer Seite und dem ent- 
sprechenden oberen Höhenabschnitt «=:4A; 

c) die Summe der Produkte aus je einer Seite und der zuge- 
hörigen Höhe = 6 A. 

Beweis: (G.) 

(1296) Pappit XXV, 279. XXVI, 107. 

64. Das Produkt der drei Seiten des Höhenfufspunktdreiecks 
ist gleich dem Produkt der nicht zusammenhängenden Seiten- 
abschnitte des ursprünglichen Dreiecks. 

Beweis: (T. R.) 

(1297) Pappit XXV, 351. XXVI, 107. 

66. Das Produkt einer Höhe und ihres unteren Abschnittes 
ist gleich dem Produkt der beiden Abschnitte der zugehörigen 

Seite.*) 

Beweis: (G.); (T. R.) 

(1298) Pappit XXV, 351. XXVI, 107. 

66. Der Schwerpunkt des Dreiecks ABC sei S^ BE und 
CF seien Mittellinien. Wenn AFSE ein Sehnenviereck und 

hc = na^ ist, so ist 1 ^ ** ^ y • 

Beweis: (G. T.) 

(694) Nyt Tidsskrift. XXV, 620. 



*) Das erwähnte Produkt ist auch gleich dem Produkt der ent- 
sprechenden Seiten des Fulspunktdreiecks. 
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ß, Inhaltsbestimmung von Dreiecken oder 

einzelner Teile. 

67. In jedem Dreieck gilt folgende Beziehung A ^VY^^ah^c 

Beweis: (R.) 

{69J2) Nyt Tidsskrift. XXV, 519. 

68« Bezeichnet man in einem Dreieck die drei Halbierungs- 
linien der Innenwinkel mit «(?«, ^bt «^c und die der Aufsenwinkel 
mit tn^, 9^6, mc, so ist der Inhalt des Dreiecks 

A = 2 WaWbWc mamf,mc 

Beweis: (G. T.) 

(1163) Tbbge XXm, 592. XXIV, 444. 

69« Das Dreieck, dessen Ecken die Höhenmitten eines Dreiecks 
sind, ist gleich dem vierten Teil des Höhenfufspunktdreiecks.*) 

Beweis: (G.); (T. R.) 

(883 b) KüCKER XX, 434. XXI, 187. 

70. Der Inhalt des Fufspunktdreiecks ist gleich 

A . (&« + c' — g') (c^ + g' — b*) (g^ + &' — c*) 

Beweis: (T. R.) 

(1299) Pappit XXV, 351. XXVI, 108. 

71. Wenn man von einem Punkte P einer Seite z, B, ÄC 
des Dreiecks ABC Parallelen zu den beiden anderen Seiten zieht, 
PQ B AB und PB || BC, und die Dreiecke PQC mit Ai, ABP 

mit A2 bezeichnet, so ist ]/A = |/Ai + V^2' 
Beweis: (G. T.) 
(^^i) Mathesis. XXV, 519. 

72. Über den drei Seiten eines Dreiecks als Durchmessern 
beschreibt man nach aufsen Halbkreise und legt an je zwei der- 



*) Verallgemeinerung: Die Mittelpunkte dreier durch einen Punkt 
gehenden Ecktransversalen eines Dreiecks sind die Ecken eines Dreiecks, 

welches gleich -- des Dreiecks ist, dessen Ecken die Durchschnittspankte 

der Ecktransversalen mit den Dreiecksseiten sind. Bücking, Eücker. 

▲ufgabensammlong a. Zeitschr. f. math. u. nat. ünterr. Q 
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selben die gemeinschaftlichen Tangenten. Bei Ä liege die Tan- 
gente DE ^= m^ bei B Tangente FG = n und bei C Tangente 
HI ^'^ p. Ist A der Inhalt des Dreiecks und q der Radius des 

eingeschriebenen Kreises, so ist l)ww|)= A^; 2)— j-j — ^H — 5 = ~i' 

Beweis: (R.) 

{105) Joum. 616m. XHI, 128. 

73« Das Verhältnis zu berechnen, in welchem der Inhalt 
eines durch seine drei Seiten a, &, c gegebenen Dreiecks ABC zvk 
dem Dreieck steht; dessen Ecken die Fufspunkte D^ E^ F der 
Winkelbalbierenden AD, BE, CF sind. 

Beweis: (R.) A DEF = A ABC- , . , , ,^^\,.' . . - 
^ ^ (« + o) (a + c) (o + c) 

(^4P) Math. Magazine. XVI, 206, 

74. Im A ABC seien t<7a und t(;a .die Halbierungslinien des 
Winkels cc imd seines Nebenwinkels, entsprechend Wi, und f(;^, tc;«. 
und Wc die der Winkel ß und y, und es sei a < 6 < c. Kon- 
struiert man nun ein Dreieck, in welchem die Seiten Wa und Wa 
den Winkel cc einschliefsen, ebenso die Dreiecke aus fr», w'^^ ß und 

^cj «^cj y, lind bezeichnet die Flächen derselben resp. mit /S«, Ä», /Sc, 

.,1,1 1 

so ist -^ + ^ = -^. 

*-'a *^ö *^c 

Beweis: (T. R.) 

(686) Beyens XVIII, 277. XIX, 28. 

76. Aus den Seiten a <ih <i c <id sei ein Sehnenviereck 
konstruiert, dessen Fläche E heifsen möge; ist nun d nicht nur 
> c, sondern auch > c + 6 — a, so läfst sich aus den Seiten 
d — a, d — fe, d — c ein Dreieck bilden, dessen Fläche F sei, und 
dann besteht zwischen E und F die Relation 

^"-{i- 1) («^'^'^ - ^') ' 

worin m das arithmetische Mittel zwischen a, &, c, (2 bezeichnet. 
Beweis: (R.) 
(601) ScHLÖMiLCH XVU, 288. XVIII, 33. 

76. Die Diagonalen eines Trapezes ABDC schneiden sich 
in einem Punkte 0. Gegeben sind die Flächen p^ und q^ der 
beiden Dreiecke AOB und COD'^ zu finden den Ausdruck fär die 
Fläche der beiden anderen Dreiecke AOC^ BOB und den für die 
Fläche des Trapezes T. 

(7^ Nouv. Ann. X, 353. — 
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y. Eigenschaften besonderer Punkte.*) 

77. Die bekannte Eigienschafb des Dreiecks, dafs der Schwer- 
punkt desselben, der Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises und 
und der Höhendurchschnitt in einer Geraden liegen, ist ein sehr 
spezieller Fall des folgenden viel allgemeineren Satzes. 

Für ein beliebiges Dreieck ABC bezeichne A^ die Mitte 
von BC^Bq die von CA^ Cq die von AB^B den Durchschnitt von 
AAq^ BBqj CCq^ also den Schwerpunkt. Wird nun in der Ebene 
des Dreiecks ein Punkt P willkürlich gewählt und durch A eine 
Parallele zu A^P gezogen, ebenso durch B eine Parallele zu BqP 
und durch C eine Parallele zu C^P, so schneiden sich diese drei 
Parallelen in einem Punkte Q, welcher mit D und P auf einer 
Greraden liegt imd zwar so, dafs DQ = 2 DP ist. 

Hieraus ergiebt sich der anfangs erwähnte Satz, wenn man 
für P den Mittelpunkt des umgeschriebenen Kreises nimmt 

Beweis: (R. K.) 

(62) ScHLÖMiLCH IX, 286. X, 49. 

78. a) Die Höhendurchschnittspunkte sämtlicher Dreiecke, 
welche denselben umgeschriebenen und eingeschriebenen Kreis 
haben, liegen auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt von dem Mittel- 
punkt des Inkreises die Entfernung e = Yr (r — 2 ^) hat und 
dessen Badius r — 2 ^ ist. (r Badius des Umkreises, q Badius 
des Inkreises.) 

b) Die Schwerpunkte und die Mittelpunkte der Feuerbachschen 
Kreise sämtlicher Dreiecke, welche denselben umgeschriebenen und 
eingeschriebenen Kreis haben, liegen je auf einem Kreise, die sich 
leicht aus dem vorigen Kreise ableiten lassen. 

Beweis: (G. 2.) 

(87) ScHLÖMiLCH X, 351. XI, 197. 

79. Der Schwerpunkt eines Dreiecks besitzt die Eigenschaft, 
dafs das Produkt der oberen und das Produkt der unteren Ab- 
schnitte seiner Ecktransversalen sich verhalten wie 8:1. Es soll 
bewiesen werden, dafs kein anderer Punkt im Innern des Dreiecks 
dieser Eigenschaft teilhaftig ist. 

Beweis: (R.) 

(916) EioiBRiCH XXI, 31. XXI, 420. 

80. Die Potenz des Schwerpunktes E des Dreiecks ABC liXr 
den Kreis um ABO ist e^ = «' + ^J+ _g!. 

Beweis: (R.); (T. R.) 

(780 a) Artzt XIX, 346. XX, 110 



*) Vergl. C. § 5. Nr. 46 u. 46; femer Schlömüch: Über dreifache 
Punkte im Dreieck XX, 406—407. 

6* 
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81. a) Die Verbindungslinie der Mittelpunkte M und m des 
Umkreises und des Inkreises eines Dreiecks ist parallel einer 

Dreiecksseite, wenn cos a -f- cos |S = 1 und Mm = y (» — &) ist. 

b) Der Mittelpunkt des Umkreises liegt auf der Peripherie 
des Inkreises, wenn cos a + cos jS + cos y = Y^ ist. 

c) Beide Lagen finden gleichzeitig statt, wenn -^ (a — j5) 
= 45® und ^ y = 65® 31' 48", 7 beträgt. 

Beweis: (T. R.) 

(695) ScHLÖMiLCH XVIII, 357. XIX, 92, 

82. Die Bedingung für das wirkliche Vorhandensein der 
beiden Punkte P in der Ebene eines Dreiecks ABC (Seiten: a, 6, c), 
fllr welche PA : PB : PC = m : n:p (m <Cn <ip) ist , ist am < 
bn -f- cpj d. h. am, hn^ cp müssen die Seiten eines Dreiecks sein. 

Beweis: (T. R.) 

(632) Bermann XVn, 525. XVIU, 271. 

83. Innerhalb eines Dreiecks ABC liege Punkt Q so, dafs 

^ AQB = BQC = CQA = 120® 

ist; die durch Q gehenden Ecktransversalen werden mit /a, fb, fc^ 
ihre oberen Abschnitte mit na, n^, nc und ihre unteren mit ma, m», mc 
bezeichnet; dann ist 

. w^ w. m. ^ n„ n. n^ 

I)t+7- + 7- = 15 n)/+^ + -i=2; 

la ib 'c 'a 'b 'c 

Beweis: I— H; (R.) IH; (R.); (G. R. 2.) 

(434) Emmerich XV, 524. XVI, 200. 

84. Trägt man die kürzeste Seite AC eines Dreiecks ABC 
von A aus auf AB (= AC^^ von C aus auf CB (= C^Lj) ab, 
dann von B aus BA^ auf J?^ (= J? Jj) und BC^ b.\i£BC (= JBCj), 
so schneiden sich die Mittellote von AA2 und CC2 im Mittelpunkt 
des Inkreises. 

Beweis: (G.) 

(1049) Beseke XXII, 351. XXIH, 120. 

d. Eigenschaften verschiedener Transversalen.**) 

86« Ist in einem Dreieck ABC die Halbierungslinie des 
Winkels ACB gleich der seines Nebenwinkels, so schneidet der 

*) I und n gelten für beliebige sich in einem Punkt schneidende 
Ecktransversalen. 

**) Vergl. auch C. § 5. Nr. 47 u. 48, sowie E. § 1. Nr. 1—3. 
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über ^J? als Durchmesser beschriebene Kreis BC und BA m P 
und Q so, dafs AF =i AQ ist. 

Beweis: (G. 2.) 

(44) Joum. 616m. XI, 367. 

86. AA\ BB\ CC seien die inneren Winkelhalbierenden 
des Dreiecks ABC', ihr Durchschnittspunkt sei und sie treffen 
B'C\ C A'\ A' B' resp. in 2), i7, F\ dann halbiert OC auch den 
Winkel BCB, 

Beweis: (H. B.) 

{386) Mathesis. XX, 36. 

87. Die inneren Winkelhalbierenden des Dreiecks ABC treffen 
den Umkreis \xs, A\ B\ G' und der Inkreis I berühre die Seiten 
in A'\ B'\ G'\ Dann liegen die Schwerpunkte G' und ff" der 
Dreiecke A'B'C und A''B"C" auf 70; femer ist IG' = 2 GV 
und IG'':IG'=Q:2r, 

Beweis: (P. L.) 

(555) Mathesis. XXHI, 516. 

88# M sei der Mittelpunkt des Inkreises von AABC, CM 
schneide AB in 2); die Senkrechte auf AB in D schneide AM 
in E und BM in F; dann ist DE : DM = DM: DF. 

Beweis: (G.); (G. T. 2.) 

(664) ScHLÖMiLCH XVIII, 123. XVIII, 502. 

89. Im Dreieck ABC seien AO, BO, CO die Winkel- 
halbierenden; auf AG seien die Senkrechten BAi, und GAc gefüllt, 
auf JBO die Senkrechten ABa und CBq, auf CO die Senkrechten 
ACa und BCy, dann liegen A^AcBaBc, AbAcCaCb, BaBcCaCt je 
auf einem Kreise; das Potenzcentrum der drei Kreise ist 0. 

Beweis: (G.) (T. R.); (K. M.) 

(948) Leuzingbr XXI, 279. XXII, 19. 

90. Das von dem Fufspunkt der Halbierungslinie des 
Winkels y auf a oder h gefällte Lot h ist das harmonische Mittel 
zwischen q und q^ 

Beweis: (H. B.) 

(508) Stade XVI, 275. XVI, 275. 

91. Fällt man im AABC von dem beliebigen Punkt M 
der Halbierungslinie des Winkels ACB auf die Seiten BC, CA, 
AB bezw. die Lote MD, ME, MF und wird ED von MF in G 
getroffen, so ist G ein Punkt der von C gezogenen Mittellinie. 

Beweis: (G.) 

(549) Joum. 616m. XXIH, 514. 
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93. Fällt man von den Ecken B und C eines Dreiecks auf 
irgend eine durch die Ecke A gehende Transversale die Lote BE 
nnd CF^ so erscheint das Stück EF der Transversale von dem Fufs- 
punkt D der Höhe AD aus gesehen unter einem konstanten Winkel. 

Beweis: (G.) 

(705) Spoebr XVm, 446. XIX, 182. 

93, Fällt man von einem beliebigen Punkt P auf die Seiten ^C, 
AC und die Mittellinie CE des gegebenen Dreiecks ABC Senkrechte, 
welche die Höhe CD resp. mF^G und JE treffen, so ist G^H= FE, 

Beweis: (G.) 

{384) Mathesis. XX, 36. 

94* Sind ü, t;, w die von einem Punkt P gezogenen Eck- 
transversalen P-4, PJ5, FC eines Dreiecks, so ist stets a*u* + d^v* 
+ c^w*+a*fe^c*=2a& cosy(t**«;* + c*^*)4-2&c cosa(t;^w* + a*w^) 
+ 2ac cos jS {to^u^ + h^v^). 

Beweis: (T. R. 2.) 

(1305) Junker XXV, 351. XXVI, 179. 

95. ABC sei ein Dreieck; D^ E, F die Fufspunkte der 
Höhen aus den Ecken A^ B, C; der Durchschnittspunkt der Linie 
EF mit einer zur Seite BC durch die Ecke A gezogenen Parallelen; 
a die Mitte von BC\ G und E die Durchschnittspunkte von OA 
mit einem Kreise, welcher um den Punkt als Mittelpunkt und 
mit Oa als Eadius beschrieben ist. Es soll bewiesen werden: 

1) dafs die Geraden aG und aE bezüglich die Winkel OaB 
und OaC halbieren; 

2) dafs, wenn die Höhe AD den Kreis im Punkte K schneidet, 
AK ^= Ba ist. 

(7^) Nouv. Ann. X, 15. — 

96. a) Wenn man in einem Dreieck ABC durch einen Punkt 
P die Ecktransversalen zieht, welche den Umkreis (Mittelpunkt M) 
in A\ B\C' schneiden, dann die Spiegelpunkte X, F, Z von A\ B\ C 
in Bezug auf die entsprechenden Seiten BC^ CA^ AB nimmt, so 
ist l\XYZ<^ A'B'C und der Umkreis von XYZ geht durch 
den Höhenscbnittpunkt E des Grunddreiecks. 

b) P ist für beide Dreiecke gleichliegend, also der Drehpunkt 
(Situatlonspankt) der Dreiecke. 

c) Schneidet der Umkreis von XYZ die Höhen von ABC 
in X\ Y\ Z\ so ist tlABCr>^ X'Y'Z' und P auch Drehpunkt 
für diese Dreiecke.*) 

Beweis: (G. T.); (G. 2.) mit Benutzung neuerer Geometrie. 
(928) Führmann XXI, 115. XXI, 511. 

*) Ist P ein Punkt des Umfanges, so hat man den Satz, dafs die 
Spiegelpunkte eines beliebigen Punktes des ümfangs in Bezug auf die 
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97, Man vei-vielfache in dem Dreieck ABC die Winkel ß 
und y, so dafs <^ B'BC = nß,^ CVB = ny wird. (Die Winkel 
sind hierbei auf derselben Seite von BC anzutragen.) BB' und 
CC^ schneiden sich in An, Die Seite BC des Dreiecks BAnC 
werde von der Halbierungslinie des bezüglichen Gegenwinkels in Xny 
von der zugehörigen Höhe in X« getroffen. Errichtet man endlich 
auf der Halbierungslinie des Winkels A^n — iBC und A^n — i OB 
in B und C die Lote BB'' und CC'\ welche sich in At 

schneiden, so sei X'i der Fufspunkt des von A'i auf 

BC gefällten Lotes. — In gleicher Weise bestimme man die 

Punkte Yn% Yjn ^l 5 ^m ^nn Zi 

«» "' y(2n-l)' '^ ' Y^2n-1) 

a) Die nach entsprechenden Punkten gehenden Ecktrans- 
yersalen schneiden sich in demselben Punkte /P«, BL -P'i \. 

b) Ist S der Schwerpunkt von ABC^ so liegen P^n^ Ä, P« in 
gerader Linie xmd zwar ist P2n8 : SP» =»1:2. 

c) Ebenso liegen Pa« — i, 'S*, P'i in gerader Linie und 
zwar ist P^n-^iS : SP'i =1:2. Bemerkung: P«„, Pl 

-^(2« — 1) ® »»»} nj 

2 

P2» — 1, Pi und iS sind fünf zusammengehörende merkwürdige 

—{2 n — 1) 

Punkte höherer Ordnung für das Dreieck ABC; und zwar ent- 
spricht Pi n dem ümkreismittelpunkt, P2 n — 1 dem Inkreismittelpunkt, 
P'n dem Höhenschnittpunkt und P'i dem sogenannten fünften 

-|-(2 n — 1) 

merkwürdigen Punkt. Für w = 1 ergeben sich die gewöhnlichen 
fünf merkwürdigen Punkte. 

Beweis: (K. M.); (G. T.); (P. G.) 

(1280) Glaser XXV, 192. XXVI, 21. 



£. Ähnliche Dreiecke und Dreiecke, die sich in der 

Ähnlichkeitslage befinden. 

98* Die Verbindungsstrecken der homologen Endpunkte zweier 
gleichwendig ähnlicher Dreiecke werden in gleichem Verhältnis 



Seiten mit dem Höhenschnittpunkt in einer Geraden liegen. — Liegt P 
im Unendlichen, so folgt der Satz: Zieht man durch die Ecken A, By C 
drei den Umkreis in A\ B\ C schneidende Parallelen, bestimmt die 
Spiegelpunkte A'\ B*\ C" T/on A\ B\ C\ so sind die Dreiecke ABC^ 
A' B' U und A" B" C" kongruent und der Mittelpunkt des Umkreises 
von A" B" Q" liegt auf dem Umfange des ersten Kreises. Kücker. 



88 B. Planimetrie. I. Lehrsätze. 

geteilt. Welche Eigenschaften besitzt das durch die Teilungspunkte 
bestimmte Dreieck? 

Beweis: (P. L.) 

{222) Tidsskrift. XV, 526. 

99. Ein Dreieck ist seinem Mittelliniendreieck ähnlich, wenn 
entweder das Dreieck gleichseitig ist oder die eine Mittellinie 
gleich der Höhe des gleichseitigen Dreiecks ist, welches über der 
Seite sich konstruieren läfst, nach der die betreffende Mittellinie 
gezogen ist. 

Beweis: (R.) Vergl. § 9 Nr. 16, E. § 4 Nr. 5 und 8 und 
§ 6 Nr. 13. 

(677 a) Artzt XVIII, 198. XVIII, 598. 

100. Wenn man von den durch zwei sich in C schneidenden 
Geraden gebildeten Scheitelwinkeln durch zwei nicht parallele 
Gerade zwei ähnliche Dreiecke ABC und A'B'C abschneidet, 
so geht die von C gefällte Höhe des einen Dreiecks durch den 
ümkreismittelpunkt des andern. 

Beweis: (G. 4.), zum Teil mit Benutzung neuerer Geometrie, 
(965) Leuzinger XXI, 354. XXII, 102. 

101* Errichtet man über einer Strecke AB sechs ähnliche 
Dreiecke, so liegen die Spitzen dieser Dreiecke auf einem Kreise. 
Beweis: (G.) 
{UV) Educ. Times. XXm, 513. 

102« Durch einen beliebigen Punkt P in der Ebene eines 
Dreiecks A^A^A^ werden die drei Ecktransversalen gelegt, welche 
die Gegenseiten bezw. in J^^, J^^, B^ treffen. Auf den Ecktrans- 
versalen werden die dem Punkte P in Beziehung ^yd A^B^^A^B^^A^B^ 
harmonisch konjugierten Punkte P,, Pg, Pg konstruiert. Wenn man 
durch Pj eine Parallele zu a^ ==» ^2-^3? durch P2 eine Parallele zu 
ag «= -^s-^i, durch P3 eine Parallele zu a^ = A^A^ legt, so erhält 
man t\%y%^%^^ welches dem Dreieck A^A^A^ ähnlich ist und ihm 
gegenüber perspektivisch liegt. Ebenso erhält man noch drei dem ge- 
gebenen Dreieck ähnHche Dreiecke ST/St/Stg', %;'%'%^\ ST/"«/'?^'" 
in perspektivischer Lage, wenn man a) durch P, P3, Pg Parallele 
bez. zu ttj, ag, a^\ b) durch Pg, P, P^ Parallele bez. zu a^, Og, a^\ 
c) durch Pg, P^, P Parallele bez. zu a^, ag, a^ legt. Das Ver- 
hältnis der Seiten dieser vier Dreiecke zu den homologen Seiten 
des ursprünglichen Dreiecks ist aufzustellen. (Spezieller Fall, wenn 
P der Mittelpunkt des Inkreises, P^, Pg, P3 die Mittelpunkte der 
Ankreise des Dreiecks A^A^A^ sind.) 

Beweis: (K. M.); (G.) 

(1200) V. Jettmar XXIV, 271. XXV, 47. 

Im Anschlufs an diesen Satz sind noch die folgenden Sätze 
bewiesen worden: 
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103. PiSTi, JPSr/, PjSl/', PgSr/" schneiden einander in der 
Mitte der Seite a^ des Dreiecks Äj^A^Ä^', ebenso Pi^^y -Ps^b'j 
P%'\ PjSlg"' in der Mitte der a^; P^%, P,%\ P^%'\ P%" in 
der Mitte der a^. 

Beweis: (K. M.); (H. B.) 

(1201) V. Jettmar XXIV, 272. XXV, 48. 

104« Die Verbindungslinie des gemeinschaftlichen Schnitt- 
punktes der Geraden PiSti, -^2^? -^s^ ^^^ ^^s Ähnlichkeits- 
punktes der Dreiecke A^A^A^ und StiS^Stg, des Schnittpunktes 
der Geraden Pätj', isäts', -^2^3' ^^^ ^^^ Ähnlichkeitspunktes der 
Dreiecke A^A^A^ und 21/ 212'^'» ^®s Schnittpunktes der Geraden 
P3SI1", PSt^", -Piäls" (-P22li'"> PlV^/VO,md des Ähnlk^^ 
puuktes der Dreiecke -^-^-äg-^g und %^'%2 %z' (2Ii'"2l2'''3^3'") gehen 
sämtlich durch den Schwerpunkt des Dreiecks A^A^A^,^) 

Beweis: (K. M.); (P. L.) 

(1202) V. Jettmar XXIV, 342- XXV, 107. 

105. Eine beliebige Gerade g in der Ebene des Dreiecks 
A^A^A^ schneide die Seiten o^, a^^ a^ dieses Dreiecks bez. in den 
Punkten C^, (7^, (7g, durch welche die Strahlen \ = ^i-^u 
^2 = ^2-^2> ^8 = ^8-^8 gölegt werden. Durch die Fufspunkte 
Cj, Cg, Cg werden die der Geraden g in Beziehung auf a^ und &j, 
bez. a^ und feg, «g und feg harmonisch konjugierten Strahlen ^|, g^^ g^ 
konstruiert und die Schnittpunkte 2li, SK2, Slg dieser Strahlen auf 
den Schwerlinien A^S^ bez. A^S^ A^S des Dreiecks J-^^g-^s §®" 
sucht. Man erhält hierdurch zwei kollineare Dreiseite a^a^ct^ und 
a^OgCtg, deren Kollineationsachse mit 2 bezeichnet werden möge. 
Aufserdem erhält man noch das dem Dreiseit a^agag kollineare 
Dreiseit ö/ös'ög' durch die Schnittpunkte St/Stgäfg' der Strahlen 
97 ffs} 9% ^"^ ^6n Schwerlinien A^S bez. -^g-S, A^S mit der Kolli- 
neationsachse 2', das dem Dreiseit a^a2a^ kollineare Dreiseit 
a/' 02" ctg" (öi'"ö2'"ö8'") ^urch die Schnittpunkte 21/', 212", 2lg" 
(?l/"2[2'"2l3'") der Strahlen ^g, ^, g^ (^2? ^n ^) *^^ ^^^ Schwer- 
linien -Ai/S bez. A^S^ A^S mit der Kollineationsachse 2" (2'"). 
Die Schnittpunkte ^la^, ga^^ 9s^i\ ^2^1"' liegen in der von A^^ 
zur Gegenseite a^ gezogenen Parallelen, ebenso ^2 ^2» 9s^\ 9^\ 9i^" 



*) Bestimmt man für jede Ecke eines Vierecks den Seitengegenpunkt 
für das durch die drei andern Ecken bestimmte Dreieck^ so liegt das 
Viereck mit dem Viereck der Seitengegenpunkte perspektivisch. — Be- 
stimmt man für jede Ecke eines Vierecks den Seitengegenpunkt für das 
Mittendreieck des Diagonaldreiecks, so liegt das Viereck mit dem Viereck 
der Seitenpunkte vierfach perspektivisch und zwar sind die Ecken des 
Mittendreiecks und der Seitengegenpunkt m zu M {M Schnittpunkt der 
Verbindungslinien der Gegenseitenmitten des Vierecks PP^ P, Pg) die 
perspektivischen Mittelpunkte. Kücker. 
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(jBfs^si 92^z^ 9\^\ 9^D '^ der von Ä^ {Ä^ zur Gegenseite a^ (oj) 
gezogenen Parallelen. 

Beweis: (K. M.) 

(1203) V. Jbttmar XXIV, 342. XXV, 108. 

106« Die Gerade, in welcher die Punkte g^a^^ g^a^^ g^a^ ge- 
meinschaftlich liegen, ist der Kollineationsachse 2 der Dreiseite 
a^agOj und aiügög parallel. Ebenso ist die Gerade durch ^a^', ^gO^', 
^2 03 der Geraden 2', die Gerade durch g^a^^ 9^2 i 9i^z' ^^^ ^ö" 
raden 2", die Gerade durch g^(ii'\ g^^^'i g^i" ^©r Geraden 2'" 
parallel. 

107« a) Zieht man von den Fufspunkten B^y B^^ B^ der 
durch den Punkt P gelegten Ecktransversalen A^A^^ A^B,^^ A^B^ 
eines Dreiecks A^^A^A^ durch einen beliebigen Punkt M in der 
Ebene des Dreiecks die Strahlen B^M, B^M^ B^M und konstruiert 
die zu diesen Strahlen in Beziehung anf die betreffenden Dreiecks- 
seiten und Ecktransversalen harmonisch konjugierten Strahlen B^ X^, 
B2X2, BqXq (so dafs also B^ (^A^MAj^Xj^) ein harmonisches Büschel 
ist und analoge an B2 und ^3), so schneiden Bj^X^^ B^X^^ B^X^ 
einander in einem Punkte M\ b) Die Strahlen Bj^ Xj, J?2 -^j -^s ^ 
sind parallel, wenn M auf dem Umfange eines Kegelschnitts liegt, 
welcher zugleich durch J?^, B^, B^ und durch die Mitten der drei 
Seiten des Dreiecks A^A^A^ geht. 

108« a) Legt man durch die Schnittpunkte C^, C^^ O3 einer 
Geraden g mit den Seiten a^, a2, a^ eines Dreiecks AiA^A^ die 
Ecktransversalen ?>i = Ci-äi, feg = ^2-^2» ^3 = ^8-^8? sucht die 
Schnittpunkte Dj, Dg, B^ dieser Ecktransversalen mit einer be- 
liebigen in der Ebene des Dreiecks A^ A^ A^ liegenden Geraden 
m und konstruiert die den Punkten D^, bez. JDg, D^ in Beziehung 
auf C^Aj^ bez. Cg-^g, C^A^ harmonisch konjugierten Punkte JE7j, bez. 
JE^g, ^3, so findet man, dafs die Punkte ^^, j^g, ^3 in einer Ge- 
raden m' liegen, b) Die Gerade geht durch den Schwerpunkt des 
Dreiecks A^A^A^^ wenn m einen Kegelschnitt berührt, welchen zu- 
gleich die Ecktransversalen h^ feg, ^3 und die von den Eckpunkten 
Ai^ J.g, Aq zu den Gegenseiten a^ bez. ag, a^ gezogenen Parallelen 
berühren. 

Beweise: (K. M.) 

(1220—1222) V. Jettmar XXIV, 458. XXV, 189—191. 

^. Drei Gerade schneiden sich in einem Punkte und 
drei Punkte liegen auf einer Geraden. 

109« Nimmt man in einer Ebene zwei kongruente gleich- 
seitige Dreiecke ABC und A' B'C\ bei welchen die Reihenfolge 
der Ecken umgekehrt angenommen sei, verbindet alle Ecken des 
einen mit denen des anderen und halbiert diese Strecken, wobei 
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wir folgende Bezeichnungen annehmen: die Mittelpunkte von ÄÄ\ 
ÄB\ AC seien resp. iHfj, M^^ Jlfg, die von BA\ BB\ BC' 
seien resp. N^, N^, ^3, und die von CÄ\ CB\ GC' seien resp. 
P^, Pj, Pg. Dann ergiebt sich Folgendes: 

a) M^N^P^^ ilfgJVgPi, und M^N^P^ liegöJi j© ^^ einer Geraden. 
Beweis: (G. 3.) 

b) JlfiJVgPj, M^N^F^ und Mg ^2-^1 sind die Ecken von gleich- 
seitigen Dreiecken. 

Beweis: (G. 3.) 

c) Jene drei Geraden schneiden sich in einem Punkte 0, 
welcher der gemeinsame Mittelpunkt der letzten Dreiecke ist.*) 

Beweis: (G. 3.) 

d) Auch M,M,M,, N^N^N^, A^2^s, ^1-^1 -Pi, -^^2^2^, 
ilfg^gPg bilden gleichseitige Dreiecke. 

Beweis: (G. 3.) 

e) M^P^ sowie JVjJtfg ^^^ -^3^2 s^°^ senkrecht zu M^N^P^'^ 
M^P^y JVa-Mg, JVjPg senkrecht zu M^N^P^] M^P^, -Z^8-^i> ^2^1 
senkrecht zu M^N^^P^. 

Beweis: (G. 3.) 

(322—326) Fuhrmann XIV, 525. XV, 189—191. 

110. Die kreuzweise gezogenen Verbindungslinien zweier 
Ecken eines Dreiecks mit den Halbierungspunkten der von ihnen 
ausgehenden Höhen schneiden sich auf einem Eckradius des um- 
geschriebenen Kreises. 

Beweis: (G. T. 2); (G. 2); (H. B.); (P. G.); (K. M.) und durch 
Grafsmann'sche Ausdehnungslehre. 

(277) KiEHL XIV, 99. XIV, 518. 

111. Im AABC sei D der Mittelpunkt von BC, E der 
von AB-, femer sei FB J_ BG und FB = BD, EG ± AB und 
EG e= AE = EB, und zwar sei FI) nach dem Inneren des 
Dreiecks, EG nach aufsen zu errichtet; ist noch BH J^ AC, so 
ist GFH eine gerade Linie. 

Beweis: (G. 3); (G. T.) 

(411) Adami XV, 360. XVI, 21. 

112. (Verallgemeinerung von 111.) Trägt man auf zwei 
Dreiecksseiten CA und CB von C aus CD = na und CE = w& 
ab, errichtet in D und E auf den Seiten die Senkrechten DF = ma 
und EG s= 9n&, und zwar die eine nach innen, die andere nach 
aufsen, so schneidet FG von der Höhe CH ein Stück CI ab, 



*) ist der gemeinsame Schwerpunkt von MjJVgP^, M^N^P^ und 
üfj^jPj und ist stets der Mittelpunkt der Verbindungslinie der Schwer- 
punkte der beiden gegebenen Dreiecke. Frölich. 
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dessen Länge nur von dieser Höhe und den angenommenen Yer- 
hältniszahlen abhängt. 

Beweis (G. 2); (P. L.) 

(471) Hülsen XVI, 123. XVI, 420. 

113* Drehen sich zwei Seiten C^Ä und C^Ä eines Dreiecks 
CiÄC^, von welchem die gröfste Seite mit s\ der gröfste Winkel 
mit Go und die kleinste Höhe mit h^ bezeichnet werden möge, 
tun Ci resp. Cg in derselben Ebene, in gleichem Sinne und mit 
gleicher Winkelgeschwindigkeit, so ist stets, wofern wir die be- 
weglichen Endpunkte durch A^ und Ä2, den zweiten Schnittpunkt 
der entstehenden Kreise durch 8 und die Drehung, durch welche 
zuerst Cj^Ä in das Dreieck hineinrtLckt, durch g> bezeichnen, 

a) SÄ^Ä^ eine Gerade und A -4-4^-4.2 '^ -4 C^Ca. 
Beweis: l) (ß. 2); 2) (G. 3); (G. T.) 

b) SÄ^A^ S 25', aber SA^A^ ^ 2ä'. 
Beweis: (G.) 

c) 8A1A2 wird Minimum durch (p = (p\ wo g)'= 0^ = 2Ci 
oder = 360® — 2C2 ist, je nachdem ^ A oder C^ oder C^ = oo 
ist; sie wird Maximum durch 9> == 9>' + l^^^ (Folgerung aus b.) 

d) A^ A2 A erreicht sein Maximum = 4 C^ Og -4 , wenn <p 
= 180® wird. 

Beweis: (G.) 

e) Ist C^C^ = Cj^A = C^Aj so wird SAiA2 Maximum durch 
(p = (2n+ 1) 60®, und Minimum durch g) =.2n • 60® (Folge- 
rung aus b.) 

(460—464) Breuer XVI, 25—26. XVI, 349—350. 

114« 1) -4, B^ (7, D seien vier Punkte, 8 sei ihr Schwer- 
punkt; a, h^ 0, d seien die Mittelpunkte der vier Umkreise der 
Dreiecke der vier Punkte, also z. B. a der des Dreiecks ABD. 
Fällt man von den Mitten i, Jlf, N, P, Q, B der sechs Ver- 
bindungslinien -4J5, BC, CD, DAy AC^ BD Lote auf die Gegen- 
seiten, also resp. auf (72), AD^ AB, BC, BD, AC, so schneiden 
sich diese sechs Lote viermal zu je dreien in einem Punkte. 
Sind a, jj, y, ö diese Punkte (a der Durchschnittspunkt der Senk- 
rechten von Mj N und Q), so ist z. B. a8a eine gerade Linie 
und es ist 8a = 8a. 

Beweis: (P. L.) 

2) Sind A, J5, (7, D vier Punkte eines Kreises, so fallen 
^1 ßi 7i ^ ^^ einem Punkt zusammen und durch diesen Punkt 
gehen die vier Feuerbachschen Kreise der Dreiecke der vier Punkte. 

Beweis: (G.) 

(538 a,b) Sporer XVI, 430. XVH, 199, 278. 

115. Wenn man durch einen beliebigen Punkt X der Seite 
BC des Dreiecks ABO die Parallele zu der von der gegeniLber- 



§ 1. Das Dreieck. . 93 

liegenden Ecke ausgehenden Mittellinie AD zieht, welche die 
Seiten AB und AG m B^ und C^ schneidet, dann BB^ und CG^ 
in B2 resp. Cj halbiert, und XB^ und XG^ um sich selbst bis 
^8 resp. Og verlängert, so ist B^AG^ eine Gerade. 

Beweis: (G. 2); auch durch (P. G.) ausführbar. 

(822) Hahn XIX, 589. XX, 346. 

116« Trägt man auf den Höhen -4.J3a, BH^^ GHc des Dreiecks 
ABC von den Ecken aus nach den Seiten zu die unteren Höhen- 
abschnitte bis Z, ^^ Z ab, so ist XYZ deich dem Höhenfufs- 
punktdreieck und die Verbindungslinien von A^ B, G mit den 
Seitenmitten von Xy Y, Z gehen durch den Mittelpunkt M des 
Umkreises von ABG*) 

Beweis: (G.) mit Berücksichtigung von Nr. 129; (T. R.) 
(901) KüCKER XX, 512. XXI, 276. 

117. Geht ein Lichtstrahl durch den Höhenschnittpunkt H 
eines Dreiecks und läfst man denselben an jeder Seite eine Eeflexion 
erleiden, so schneiden sich die drei reflektierten Strahlen in einem 
Punkte P, Derselbe liegt auf dem Umkreise, 

Beweis: (G.) 

(926) Glaser XXI, 114. XXI, 510. 

118. Zieht man durch einen beliebigen Punkt X der Dreiecks- 
seite BG eine Parallele zur Seite GA^ bis diese einen beliebig 
durch B gezogenen Strahl in J5' schneidet; ferner durch G eine 
Parallele zu BB\ welche die durch X za AB gezogene Parallele 
itt C' schneidet, so liegen die Punkte -4, B\ G' in einer Geraden. 

Beweis: (K. M.); (P. L.) 

(964) EuLF XXI, 354. XXH, 101. 

119« Durch einen beliebigen Punkt in der Ebene des 
Dreiecks ABG zieht man die Ecktransversalen AA^^ -^^n ^^n 
femer mögen sich B^G^ und AA^ in A2 schneiden, A^G^ und BB^^ 
in B^. Dann schneiden sich AB2 und BA^ auf GG^ 

Beweis: (H. B.) 

{563) Nyt Tidsskrift. XXDI, 515. 

120« -4i, J.2, J-g, A^ seien Punkte eines Kreises und H^ sei 
der Höhenschnittpunkt des Dreiecks A^A^A^] analog H^^H^^H^. 

*) Verallgemeinerung: Trägt man die unteren Abschnitte dreier 
durch einen Punkt gehenden Ecktransversalen AÄi, BB^^ CC^ bis 
A^, J?j, Cj ab, so ist A A^B^C^ « A^B^G^, Sind ferner A^\ B^\ C/ 
die Seitengegenpunkte zu -Ij, J?j, C^, so ist Is, A^B^G ^ A^ B^' C^' und 
li^ mit ihm perspektivisch. Die Geraden, welche A, B, C mit den 
Seitenmitten von A^B^^G^ verbinden, gehen durch das perspektivische 
Zentrum von A^B^C^ und Ä^BiCi, Bücking. 
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Dann gehen Ä^H^, ^^2-^8) ^'^s-^s ^^^ -^4^4 durch einen Punkt 
und halbieren sich.*) 

Beweis: (G. 3.) 

(966) BüOKiNG XXI, 354. XXII, 102. 

121* (Im Anschlufs an Nr. 120.) Im Sehnenviereck A^A^A^A^ 
sei H^ der Höhenschnittpunkt des Dreiecks A^ A^A^^ analog JET^ , JTg^-^S) 
schneiden sich A^H^ und A^H^ in 8^ so soll der Centralab- 
stand des festen Punktes 8 durch die Centralabstände zweier 
Gegenseiten (oder de^ Diagonalen) des Sehnenvierecks und dnrch 
den von diesen eingeschlossenen Winkel ausgedrückt werden.**) 

Beweis: (G.); (G. T.) auch durch (K. M.) ausführbar. 

(1041) V. Jettmar XXn, 274. XXTTT, 46. 

122, Wenn das Mittellot der Seite a eines Dreiecks ABC 
die anliegenden Seiten h und c in den Punkten B^^ Cg, ebenso 
das Mittellot der Seite J) die Seiten c und a in den Punkten C^ , A^ 
und das Mittellot der Seite c die Seiten h und a in den Punkten 
J^g, A^ trifft, so sind durch die Punkte AiB^C-^^ A^B^C^t ABC 
drei Dreiecke bestimmt, deren Umkreise sich in zwei Punkten schneiden. 
Die Schnittpunkte der Seiten o^, 1)^] ft^, c^\ c^, Og der beiden Drei- 
ecke A^B^C^ und A^B^G^ liegen auf einer Geraden und zwar auf 
der gemeinschaftlichen Sehne der drei Kreise. 

Beweis: Vergl. § 1 Nr, 146; Fuhrmann: Synthet. Beweise 
p. 106 Nr. 125. 

(1050) EiTSERT XXn, 351. 

123. (Erweiterung von Nr. 122.) Legt man durch einen 
Punkt P drei beliebige Gerade g^^ g^^ g^ und schneidet g^ die 
Seite a2 des Dreiecks A-^A^A^ in ^2) ^^^ Seite 03 in C^; ebenso 
^2 fe) ^^® Seite % (äj) in B^ ißi)^ die Seite % (og) in C^ (0^)j 
so erhält man diß Dreiecke B^B^B^ und C^G^G^^ deren Seiten &2, c^; 
2^3, q; 2)|, c^ einander in drei Punkten schneiden, welche in gerader 
Linie liegen. 

Beweis: (P. L.); (K. M.) 

(1131) V. Jettmar XXIII, 352. XXIV, 102. 

124« Liegen drei Punkte P^, Pg, P^ in einer Geraden g und 
legt man durch Pj u. A^ bez. ^.3 die Geraden t^^ bez. c^ ; durch Pj und A^ 

*) Vergl. Progr d. Realgymnas. in Homburg v. d. Höhe 1887« 
•*) Verbindet man in einem Sehnenviereck A^A^^A^A^ den Mittel- 
punkt von A^A^ mit dem Höhenschnittpunkt 8 des Dreiecks, dessen 
Ecken der Diagonalenschnittpunkt E nnd die Mittelpunkte von Ay^A^ 
und A^A^ sind, so steht diese Gerade senkrecht auf A^A^, Zugleich 
ist die Gerade, welche 8 mit dem Mittelpunkte von A^A^ verbindet 
gleich dem Gentralabstand yod A^A^, 

Vergl. Progr. d. Realgymn. in Homburg v. d. Höhe. 1887. 

Glaser. 
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bez. A^ die Geraden \ bez. c^ ; durch P^ und Ä^ bez. Ä^ die Geraden 
&!, bez. Cg, so schneiden die Geraden fe^, i^gi ^8 ^üi Dreieck B^B^B^^ 
die Geraden c^, Cg, (?3 ein Dreieck C^C^C^ ab und die durch die 
Eckpunkte ^2? ^85 ^s? ^i» -^n ^2 gelegten Geraden schneiden ein- 
ander in einem Punkte. 

Beweis: (P. L.); (K. M.) 

(1132) V. Jettmar XXm, 352. XXIV, 102. 

135« (Im Anschlufs an Nr. 123 u. 124.) Legt man durch 
einen Punkt P drei beliebige Gerade g\ g'\ g'" und schneidet g' 
die Seite ag des Dreiecks Ä^^A^Ä^ in B^^ die Seite a^ in C^y 
die Seite a^ in D^', ebenso g^ iß'") die Seite a^ (oj) in B^ ißi)^ 
die Seite % (ag) in C-^ (Og), die Seite ag {a^ in Dg (Dg), so er- 
hält man die Dreiecke B^B^B^^ ^1^2^31 ^i^2^zi deren Seiten 
entsprechend mit &i, i^g^ ^s» ^l^ ^2? ^3 5 ^? ^2> ^s bezeichnet werden. 
Die durch die Schnittpunkte feg ^3» ^s^» ^1^2 bestimmte Gerade 1, 
durch CgC^s, c^d-^^ c^d^ bestimmte Gerade 2, durch d^\^ ^^^u ^1^2 
bestimmte Gerade 3 schneiden einander in einem Punkte. 

Beweis: (P. L.); (K. M.) 

(1135) V. Jettmar XXIII, 430. XXIV, 184. 

126. Liegen drei Punkte P', P", P"' in einei: Geraden g 
und legt man durch P' und -äg, bez. -Aj, A-^ die Gerade feg, bez. 
C3, di\ durch P" und ^, bez. -4^, ^g die Gerade feg, bez. c^, clg; 
durch P" und J-^, bez. ^g, A^ die Gerade fe^, bez. Cg, dfg, so 
schneiden die Geraden fe^, feg, feg ein Dreieck B^B^B^^ die Geraden 
Cj, Cg, C3 ein Dreieck C^^CgCg, die Geraden d^^ d^y d^ ein Dreieck 
^iDgDg ab. Der Schnittpunkt I der Geraden J^gCg, J^gO^, -BjCgj 
der Schnittpunkt 11 der Geraden CgDg, CgD^, Cj Dg und der 
Schnittpunkt HI der Geraden I>gJ5g, B^B^^ Ä^2 liegen in einer 
Geraden. 

Beweis: (P. L.) Vergl. Nr. 123—125. 

(1136) V. Jettmar XXHI, 430. XXIV, 185. 



17. Geradlinige Figuren in und um ein Dreieck. 

127* In ein Dreieck ABC lassen sich drei Eechtecke mit 
gleichen, sich in einem Punkt schneidenden Diagonalen beschreiben, 
bei denen je eine Seite auf eine Seite des Dreiecks i^t. 

Beweis: (G.) 

{^3) Educ. Times. XVI, 505. 

128« In AABC ist l\A'B'C' beliebig beschrieben; in das 
letztere A A" B'' C" so, dafs seine Seiten denen von ABC parallel 
sind; in dieses wiederum l\A"'B'"C'" so, dafs seine Seiten denen 
von A' B' C parallel sind u. s. w. 
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1) Die homologen Ecken einer Beihe ähnlicher Dreiecke liegen 
in gerader Linie. 

Beweis: (P. L.) 

2) A ABC + A'B'C + A"B''C'' + -ä'"^'"C'" -j in 

. _ ABG'A'B'C 

^^' — ABC — A'B'C' 

Beweis: (E.) 

{275) Mathesis. XVI, 506. 

129« a) Wenn die Ecken zweier einem dritten Dreieck ein- 
geschriebener Dreiecke symmetrisch zu den Seitenmitten des letzteren 
liegen, so sind die beiden ersten Dreiecke inhaltsgleich. 

Beweis: (T. K); (P. G.) 

(883 a) KüCKER XX, 434. XXI, 185. 

130, Wenn man durch die Spitze C eines Dreiecks ABC 
die zur Grundlinie AB parallele Gerade FG zieht, so dass CF= 

CG = ^GE {CE Höhe des Dreiecks) wird, und u4 5 in 2) 

halbiert, so treffen die Geraden FD und GB bezw. die Seiten AG 
und BG in den Ecken 8 und B des dem Dreieck eingezeichneten 
Quadrats 8BQP. 

Beweis: (G.) 

(974) EoHR XXI, 428. XXI, 428. 

&. Der dem Dreieck umgeschriebene Kreis. 

131« In dem um /\ ABG beschriebenen Kreise zieht man 
den Durchmesser BE senkrecht zu BG\ beschreibt man femer 

um G als Mittelpunkt mit -^ BG als Badius einen Kreis, welcher 

GE in N trifft, und zieht man durch N eine Parallele NM zu 

GA^ welche AE in M schneidet, so ist AM = ^ {AG -{- AB). 

{29^ Nouv. Ann. XI, 110. 

132* Gegeben /\ABG^ M Mittelpunkt des umgeschriebenen 
Kreises, D Mitte des Bogens BG, ME±AB, MFj^AG; über 
GD als Durchmesser wird ein Bjreis beschrieben, welcher von einer 
auf AG in G errichteten Senkrechten in G getroffen wird, so ist 
ME + MF = GG. 

Beweis: (G.). 

{39^) u. {100) Nouv. Ann. X, 1 1 5 u. XIII, 1 26. XIII, 1 26. 

133« Wenn ein Durchmesser FG des einem Dreieck ABG 
umgeschriebenen Kreises auf AB senkrecht steht, so schneidet er 
J5C in D und AC in JE7 so, dafs die Abschnitte BB und AE 



§ 1. Das Dreieck. 97 

von jedem Punkte P der Kreisperipherie unter gleichen Winkeln 
gesehen werden.*) 

Beweis: (H. B.). 

(187) Stammer XII, 432. Xm, 277. 

134. a) Errichtet man auf den Seiten eines Dreiecks ABO 
in den Punkten X, F, 2, in denen dieselben von einer Trans- 
versale geschnitten werden, Lote, so schliefsen diese ein Dreieck 
A^ B'C ein, welches dem Dreieck ABC ähnlich ist. Beide Drei- 
ecke liegen collinear und zwar fällt das CoUineations- 
centrum mit einem der beiden Punkte zusammen, in 
denen die den beiden Dreiecken umgeschriebenen Kreise 
K und K' einander schneiden. 

Beweis: (G. 2). 

b) Der andere Durchschnittspunkt der Kreise sei D'; dann 
bestimmen B'A^ D'B^ B'C auf K' ein Dreieck A''B''C'\ dessen 
Seiten auf den Seiten von ABC ebenfalls senkrecht stehen. 

Beweis: (G.). 

c) Die Kreise K und K' schneiden sich rechtwinklig. 
Beweis: (G.). 

(203—205) Hetzer Xm, 33. XIH, 360—362. 

135. Die drei Seiten BC^ AC, AB eines Dreiecks werden 
durch eine Gerade resp. in den Punkten X, M^ N geschnitten; 
durch A, B, C zieht man zu LMN die Parallelen AP, BQ, CR 
bis zum Durchschnitt mit dem um ABC beschriebenen Kreise; 
dann schneiden iP, MQ^ NB den Kreis in demselben Punkte. 

Beweis: (G.). 

{371) Educ. Times. XVI, 505. 

136* a) Der Kreis, welcher durch zwei Ecken des Dreiecks 
ABC und den Schnittpunkt der Höhen gelegt wird, ist gleich 
dem Umkreis von ABC, 

Beweis: (G.). 

(298a) Glaser XIV, 270. XV, 32. 

b) Ist H der Höhenschnittpunkt des Dreiecks ABC und be- 
schreibt man um die Dreiecke BHCj CHA^ AHB Kreise, mit 
den Mittelpunkten M^^ M^^ M^^ so schneiden sich AM^^ BM^^ 
CM^ in einem Punkte und dieser Punkt ist der Mittelpunkt des 
Feuerbach'schen Kreises, sowohl für das Dreieck ABC wie fllr 

Beweis: (G.); (H. B.); (P. L.). 

(298b, c) Glaser XIV, 270; (834a) Stoll XX, 33. XV, 32. 



*) Liegt P im Bogen ABC, bo ergänzen sich die betreffenden 
Winkel zu 180 ^ Nur wenn P nicht auf diesem Bogen liegt, trifft der 
Satz in der obigen Fassung zu. 

AufgabenianimlTmg a. Zeitiohx. f. math. n. nat. Unterr. 7 



98 B. Planimetrie. I. Lehrsätze. 

» 

187. (Andere Form von Nr. 136.) Wenn vier Punkte in 
der Ebene so liegen, dafs jeder der Höhenpunkt des von den drei 
anderen gebildeten Dreiecks ist, so haben auch die Mittelpunkte 
der durch je drei derselben gelegten Kreise Höhenpunktlage; die 
Mittelpunkte der durch je drei dieser vier Punkte gelegten 
Kreise sind die ersten vier Punkte. Beide Figuren sind kon- 
gruent und gelangen durch eine halbe Umdrehung um den 
Mittelpunkt des beiden gemeinsamen Fenerbachschen Kreises zur 
Deckung. 

Beweis: (P. L.). 

(967) KoBER XXI, 354. XXTT, 103. 

138. Ist der Mittelpunkt des Umkreises und beschreibt 
man um die Dreiecke BOC, COÄ^ AGB Kreise mit den Mittel- 
punkten vn^^ vn^<i fn^i so schneiden sich Am^^Bm^^ Cm^ im Winkel- 
gegenpunkt des Mittelpunktes des Fenerbachschen Kreises. 

Beweis: (H. B.); (G. T.); (G. 2); (T. E.); auch durch Iqui- 
pollenzen und (K. M.) ausführbar. 

(834 b) Stoll XX, 33. XX, 430. 

139. Durch den Umkreismittelpunkt des gegebenen Drei- 
ecks ABO werde eine beliebige Gerade gezogen, welche BC^ 
CA, AB resp. in M, N und P schneidet. Werden nun die 
synmietrischen Punkte dieser drei Punkte in Bezug auf mit 
Strichen versehen, so schneiden sich AM\ BN\ CP' in einem 
Punkte des Umkreises.*) 

Beweis: (G.). 

{385) Joum. 616Ü1. XX, 36. 

140« In einem Dreieck ABC seien A^, B^, C^ die Mittelpunkte 
der zu den Seiten gehötenden Bogen des umgeschriebenen Kreises^ 
-4.2, ^25 ^2 ^iö Spiegelpunkte von J.^, B^^ C^ in bezug auf die 
Seiten, so ist l\ A^B^C^ ^^ A^B^C^ und der um A^B^C^ be- 
schriebene Kreis geht durch den Höhenschnittpunkt H und den 
Schnittpunkt T der Ecktransversalen nach den Berührungspunkten 
der entsprechenden Ankreise. 

Beweis: (G. 2); (T. R.). Vergl. E. § 6 Nr. 30. 

(379) FuHKMANN XV, 194. XV, 519. 

141. Verlängert man in einem Dreieck ABC die Mittel- 
linien AB, BE und CF bis sie den umgeschriebenen Kreis in 
G-, U und I treffen und trägt die Verlängerungen rückwärts auf 
den Mittellinien bis 6r', H' und I' ab, so sind die Seiten des 
Dreiecks G'H'r proportional AD, BE, CF. Der um &' H' I' 

*) Statt des Umkreises kann ein um das Dreieck beschriebener 
Kegelschnitt genommen werden. Man kann mit Hülfe dieses Satzes 
einfach einen Kegelschnitt konstruieren, von welchem der Mittelpunkt 
und drei Punkte gegeben sind. 



§ 1. Das Dreieck. 99 

beschriebene Exeis geht durch den Höhenschnittpunkt H und 
den Schwerpunkt 8, 

Beweis: (G.). Vergl. Nr. 140 und E. § 6 Nr. 30 und § 8 
Nr. 20, 21 und 34; 36. {G' ist identisch mit uig.) 

(380) Fuhrmann XV, 195. XV, 520. 

143, Der Umkreis eines Dreiecks, der Feuerbach'sche Ejreis 
und der über der Strecke zwischen Schwerpunkt und Höhendurch- 
schnittspunkt als Durchmesser beschriebene Ejreis haben dieselbe 
Potenzlinie. 

Beweis: (H. B.); (G. E.); (R. K.). 

(577) Stoll XVn, 111. XVn, 519. 

143* a) Der Kreis um das Dreieck ABO habe zum 
Mittelpunkt und r zum Eadius, femer sei A' der Durchschnitt 
von BC mit der Halbierungslinie des Winkels ^; werden nun 
um die Teildreiecke AA'C und AA' B Kreise beschrieben, deren 
Mittelpunkte Fa ^^d Qa heifsen mögen, so bilden die Punkte 0, 
Pat Qa ein gleichschenkliges Dreieck, und zwar ist 

b) Die Mittelpunkte der Umkreisbogen BC^ CA, AB seien 
resp. A'\ B'\ C'; A''0 treffe die Sehne 5"C" in D, so ist 
OD^OP=OQ, 

Beweis: a) (G. 2); b) (G.); (G. T.). 

(585a, b) ScHLÖMiLOH XVH, 200. XVII, 585. 

144, A\ B\ C seien die symmetrischen Punkte der Eck- 
punkte des Dreiecks ABC m Bezug auf den Mittelpunkt des Um- 
kreises; sind femer Ä«, 8^, 8c die Seitenmitten von l\ABC, so 
sind die beiden Dreiecke A' B' C' und 8a8f,8c perspektivisch; das 
Projektionscentrum ist der Höhenschnittpunkt von ABC^ die Pro- 
jektionsachse ist die unendlich ferne Gerade. 

Beweis: (P. L. 2). 

(683) BücKiNG XVm, 277. XIX, 26. 

145» Liegen zwei Dreiecke in einem Kreise symmetrisch, ^o 
gehen die drei Sehnen, welche durch die Ecken des einen Dreiecks 
parallel zu den den entsprechenden Ecken gegenüberliegenden 
Seiten des anderen Dreiecks gezogen sind, durch einen Punkt 
dieses Kreises. 

Beweis: (G.), 

(737) KoBBB XIX, 32. XIX, 421. 

146, In den Mittelpunkten A^, J?q, Cq der Seiten eines 
Dreiecks ABC errichte man Lote, und zwar schneide das Lot in 
Aq die Seite CA in B^ xmd AB in Cg, das in Bq schneide AB 
in C^, BC in A^ und das in Cq schneide BC ia A2 und CA in 

7* 
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^3; dann schneiden die Umkreise Ä2B2C2 und Ä^B^C^ den Um- 
kreis von ABC m denselben zwei Punkten. (Vergl. § 1 Nr. 122.) 

Beweis: (H. B.), (G.); (K. M.). 

(756) Fuhrmann XIX, 98. XIX, 505. 

147, Gegeben ist A ud-J^C, sei der Mittelpunkt seines 
Umkreises. Über J.C als Sehne ist ein Kreis konstruiert, der 
AB m A berührt, ebenso über A^ ein Kreis, der AC m A be- 
rührt. Schneidet die Mittellinie AD diese Kreise in H und X, 
so ist OH = OL und BL = CH. 

Beweis: (G.). 

(548) Educ. Times. XXIÜ, 513. 

L Die Kreise, welche die Seiten eines Dreiecks be- 
rühren.*) Punkte und Strecken, die mit diesen Kreisen 

in Beziehung stehen. 

148« a) Von den Mittelpunkten der 4 Kreise Jf, welche die 
Seiten eines Dreiecks berühren, liegen 4 mal je drei auf einem 
Kreise K. Diese Kreise sind alle einander gleich und ihre Mittel- 
punkte liegen selbst wieder zu yiermal je dreien auf Kreisen JB^^ 
welche unter sich und jenen Kreisen K gleich sind. Die Mittel- 
punkte dieser Kreise fallen beziehlich mit den Mittelpunkten 
der Kreise M zusammen. Die Mittelpunkte der Kreise K und K' 
sind beziehlich zu zweien einander zugeordnet und zwar so, daXs 
der Kreis K durch den Mittelpunkt des Kreises K' nicht geht 
und umgekehrt K' nicht durch den Mittelpunkt des Kreises K. 
Die Centrallinie zweier solcher Kreise K und K' geht durch den 
Mittelpunkt des dem Dreieck umgeschriebenen Kreises und wird 
in diesem Punkte halbiert. 

b) Bestimmt man auf dem Umfange irgend eines Kreises 
vier Punkte jp^, ^g, ^3, jp^, so bestimmen je drei dieser Punkte 
ein Dreieck und wir haben so die Dreiecke ^, tJg, e^, (l^, wo 
dl ^ P2P»P4, 6*c« is^- Fällt man von dem Punkte Px auf die 
Seiten dx die Normalen, so liegen die FuTspunkte in der Geraden 
gx. Diese so erhaltenen Geraden g^^ ^g, ^3, g^ gehen durch den- 
selben Punkt p. Bezeichnen wir die Höhenpunkte der Dreiecke 
mit Äi, Äg, A3, A4, so gehen die Geraden Pxhx durch den Punkt jp 
und werden in diesem Punkte halbiert. 

Nimmt man die zwei Sätze hinzu: 

c) Die Kreise, welche den vier durch je drei von vier Geraden 
gebildeten Dreiecken umgeschrieben sind, gehen durch denselben 
Punkt, und 

d) die Höhen dieser vier Dreiecke liegen auf einer Geraden, 



*) Yergl. Schlegel: Über die Berührongskreise des Dreiecks XXV 
177—180. 
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so kann man folgende Fragen stellen: In welchem Innern Zu- 
sammenhang stehen diese vier Sätze, und wie leiten sich die 
Eigenschaften jeder Figur aus denen der andern ab? 

Beweise: (G.); nur kurz angedeutet. 

(13a— d) Appolter. V, 368. VI, 295—297. 

149. Der Chordalpunkt (das Eadikalcentrum) der drei Kreise, 
die einem Dreieck angeschrieben sind, ist der Schwerpunkt vom 
Umfange des Dreiecks. Zusatz: Denkt man sich eine Seite 
negativ belastet, so ist der Schwerpunkt von diesem Umfange der 
Chordalpunkt der Kreise, die zu den anderen Seiten als angeschrie- 
bene gehören and dem eingeschriebenen Kreise. 

Beweis: (G. 2); (G. T.). 

(312) FuHKMANN XIV, 357. XV, 119. 

150. m und m'^ seien die Mittelpunkte des Inkreises und 
des Ankreises an AB im A ÄJBC; sie berühren ÄJB resp. in F 
und JP'"; dann geht der über FF'^' als Durchmesser beschriebene 
Kreis durch die Punkte A' und B\ die Projektionen von Ä und 
B auf der Halbierungslinie des Winkels y.*) 

Beweis: (G. 2). 

{J27J2) Mathesis. XVI, 505. 

161. Im AABC sei CP±ÄB, m der Mittelpunkt des 
Inkreises, w" der des Ankreises zu AB] dann wird -^ mPm'^ 
durch AB halbiert. 

Beweis: (G.). 

(509) Stade XVI, 275. XVI, 275. 

152. Jeder Kreis, den man bei einem Dreieck über der 
Centrale eines Ankreises und des Inkreises als Durchmesser 
schlägt, schneidet auf den Seiten a, &, c die Strecken a, 2), c ab 
(von den Ecken aus gemessen) und zwar jede zweimal. 

Beweis: (G. 3); (G. T.). 

(642) Weber XVH, 597. XVm, 352. 

153, Die Fufspunkte der Lote, welche von zwei Ecken A 
und B eines Dreiecks ABC auf die Halbierungslinien ihrer 
Winkel gef&Ut sind, liegen in der der dritten Ecke C entsprechen- 
den Berührungssehne FG des eingeschriebenen Kreises. (F auf 
AC-, a auf -BC.)**) 

Beweis: (G. 3); (T. R.); (K. M.); (F. G.). 

(656) KoBER XVIII, 37. XVHI, 444. 

♦) Der Kreis über FF'" berührt die über AO xmdBC als Durch- 
messer beschriebenen Kreise und zwar den einen von innen, den andern 
von auisen. 

**) Fällt man von den Ecken eines Dreiecks auf die Halbierungs- 
linien der Innen- und Aufsenwinkel die Senkrechten, so liegen von den 
12 Punkten viermal je sechs auf einem Kreise; nämlich auf dem Ortho- 
gonalkreise zu je drei der vier Berührungskreise. 
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154. Von einem beliebigen Punkte P einer Dreieckseite 
ausgehend stumpfe man die drei Ecken des Dreiecks durch die 
gebrochene Linie PQRS gleichschenklig |ab (P und 8 auf BC, 
Q auf AB, B auf ÄC). 

a) P, §, 12, Ä liegen auf einem Kreise, der mit dem Inkreis 
koncentrisch ist. 

b) Setzt man die Konstruktion yon S ans in derselben 
Eichtung fort, so liegen auch die weiteren Punkte T und U auf 
demselben Kreise. 

c) PS=QT=BU 

d) P8^ QT^ BU werden durch die Berührungspunkte des 
Inkreises des gegebenen Dreiecks halbiert. 

Beweis: (G.). 

(674a— d) Simon XVm, 198. ' XVm, 697. 

155. Sind und 0^ die Mittelpunkte des Inkreises von 
AäBC und des Ankreises an a, so geht der Kreis BCO auch 
durch Oj. Die Tangenten am Kreise BOCO, a) in B und (7, 

b) in und O^, c) in den Schnittpunkten C und B' des Kreises 
mit ÄC und BC gehen durch je einen Punkt der Halbierungs- 
linie des Aufsen winkeis bei Ä*) 

Beweis: (G.); (H. B.). 

(942) BüCKiNa XXI, 195. XXI, 585. 

156. a) Zieht man durch die Mittelpunkte 0, 0«, 0», Oe 
des Inkreises und der Ankreise des Dreiecks ABC Parallelen zur 
Seite BC, welche AB bzw. 2>, D\ 2>", D'" und ÄC bzw in JE7, 
E\ E'\ l!" schneiden, so gehen die Geraden I)E\ B'E^ D"E"\ 
B'"E" durch die Mitte von BC. 

. b) BE' geht durch Oc, B'E durch Ot, B" E'" durch 0«, 
B'''E" durch 0. 

c) Berührt J5C.die Kreise 0, 0«, Oft, Oc bzw. in J, i, N, P, 
so ist BE' II AN, B'E \\ AB, B''E"' \ AJ, B'"E'' \ AL. 

Beweis: a) (G.); (H. B.); (G. R); (K. M.). b) (H. B.); (G. T.). 

c) (G.); (K. M.). 

(1040) RiTGEN XXII, 274. XXHI, 45. 

*) In einem Sechseck (hier OBB' O^GC), welches in einen Kreis 
beschrieben ist und durch eine Gerade 00^ symmetrisch halbiert wird, 
schneiden sich die gegenüberliegenden Seiten in drei Punkten, welche 
auf einer Senkrechten zur Symmetrieachse liegen, während die drei 
Hanptdiagonalen sich in dem Pol B dieser Geraden schneiden. — Legt 
man an den Kreis in 0, JB, B\ 0^, C, G' Tangenten, so entsteht ein 
Sechseck, dessen gegenüberliegende Seiten sich m drei Punkten schnei- 
den, die auf derselben Geraden liegen und dessen Hauptdiagonalen andi 
durch den Pol B dieser Geraden gehen. J^nseleb. 
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157. Zieht man darch die Mittelpunkte Oa, O^, Oc der An- 
kreise des Dreiecks ABC Parallelen zu den Seiten und zwar 
S'C II BC durch 0«, C'^' || CA durch 0*, A'B' || AB durch 
Oc, so wird 2k) BC durch -A'O« halbiert^ ebenso CA durch B'Oby 
AB durch C'Oc, und es ist b) A ABC A'B'C =f»{a + l + c)\ 
wenn r der Eadius des Umkreises ist. 

Beweis: a) (G. 2); (P. L.); (H. B.); (G. K). b) (G. E. 2); 
(T. E.). Auch mit Hilfe von (K. M.) sind beide Sätze zu beweisen. 

(1121a, b) EiTGBN XXm, 271. XXEV, 18. 

158. Der Inkreis I des Dreiecks ABC («]>&) berühre AB 
in i); CI treffe AB in 0; man föUe AE und BF ± CO und 
konstruiere die Parallelogramme DE AG und DFBH, so ist zu 
beweisen, dafs a) J., J?, (r, J? auf einem Kreise liegen; b) der 
Mittelpunkt N dieses Kreises und I von AB gleich weit ent- 
fernt sind. 

Beweis: (G.). 

{556) Mathesis. XXTV, 23. 



169. sei der Mittelpunkt des Umkreises von AABC; 
w, m\ m\ m" seien die Mittelpunkte des Inkreises und der An- 
kreise. Auf BA und CA trSgt man von B und C aus nach A 
zu BC =^ BB' == CC' ab und ebenso nach der entgegengesetzten 
Seite BB" = CC" = BC Daim sind 

a) B'C\ J5"C", JB'O", B''C' bezw. senkrecht zu Ow, Om% 
Om\ Om" , 

b) Die Eadien der Umkreise der Dreiecke AB'C\ AB"C'\ 
AB'C'\ AB"C' sind bezw. = Om, Om\ Om\ Om'\ 

Beweis: (G. E.); (G.). 

{557) Mathesis. XXIV, 24. 

160. Zieht man vom Inkreismittelpunkt eines Dreiecks 
Gerade nach den Endpunkten und verlängert diese um ihre eigene 
Länge, so liegen die Endpunkte der Verlängerungen auf dem 
durch die drei Mittelpunkte Oa, 0&, Oc der Ankreise bestimmten 
Kreise. 

Beweis: (G.). 

(1249) VoLLHBRiNG XXV, 49. XXV, 427. 

161. Sind w, m\ m\ m' die Mittelpunkte der Berührungs- 
kreise des Dreiecks ABC und wird AB von den Kreisen bez. in 
F, JP', JP", F^" berührt, so schneiden sich wJP'", mF'\ m F\ 
m" F im Mittelpunkt der Höhe von C auf AB, 

Beweis: (H. B.); (G. T.). 

(1312) Hülsen XXV, 431. XXVI, 184. 
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X. Kreise um die Eckpunkte eines Dreiecks. 

162. Beschreibt man in dem beliebigen Dreieck ABO mit 
einem beliebigen Eadius um B einen Kreis, welcher AB in I) und 
BC in E trifft, dann mit CE um C einen Kreis und in gleicher 
Weise so fort; dann trifft der sechste Kreisbogen mit dem ersten 
in D zusammen.*) 

Beweis: (G.); (G. E.). 

(1164) HöTTEBMANN XXUI, 592. XXIV. 444. 

163. Die Winkel eines Dreiecks ABC mögen ci^ ß, y heifsen^ 
d bezeichne den Durchmesser des Umkreises von ABC; werden 
nun die Kreise beschrieben: aus A mit dem Badius d cos a, aus 
B mit d cos ß und aus C mit d cos y^ so gehen diese Kreise durch 
einen Punkt 0. — Dieser Satz soll bewiesen und aufserdem erörtert 
werden, mit welchem der ausgezeichneten Punkte des Dreiecks der 
Punkt zusammen föUt.**) 

Beweis: (G. T. 2). ist der Höhenschnittpunkt. 
(1239) ScHLÖMiLCH XXIV, 608. XXV, 347. 

X. Figuren über den Seiten eines Dreiecks.***) 

164. Über der Basis AB sind zwei Dreiecke ABC und 
ABB konstruiert; auf AC oder deren Verlängerung ist der Punkt 
JE7, ebenso auf BD der Punkt F willkürlich gewählt; zieht man 
nun von einem beliebigen Punkte P der Geraden AB aus die 
Gerade PJEJ, welche BC m Q schneidet, und analog FF^ welche 
AB in B trifft, so liegt der Durchschnitt von EB und FQ 
auf CB. 

Beweis: (P. L.); (P. G.); (G.); (K. M.). 

(145) ScHLÖMTLCH XII, 110. XH, 428. 

166. Über den Seiten eines beliebigen Dreiecks ABO 
zeichnet man nach beiden Ebenenteilen gleichseitige Dreiecke (über 



*) Folgerungen: 1) Sind die Schnittpunkte der Reihe nach D, Ey 
F,G, H, J, 80 ist A DFH^EGI. 2) Die sechs Punkte liegen 
auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt der Mittelpunkt des Inkreises ist. 

BüCKnro. 
Der Satz gilt auch filr ein n Eck mit ungerader Seitenzahl. 

(Beseke, Emmebich.) 
**) Es giebt unendlich viele Kreistripel, deren Mittelpunkte auf 
einem Kreise liegen, die durch einen festen Punkt gehen und von 
welchem die zweiten Schnittpunkte je zweier Kreise auf dem gegebenen 
Kreise liegen. Die Verbindungslinien je dreier zugehöriger zweiten Schnitt- 
punkte umhüllen einen Kreis, dessen Mittelpunkt der feste Punkt ist. 

BÖKLE. 

***) Vergl. Simon: Über gewisse Dreiecks- Transversalen. XVII, 
410—421. 
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BC:BCA' und BGA'' u. s. w.) und verbindet die Ecken des 
gegebenen Dreiecks entsprechend mit den neu erhaltenen Ecken. 

1) AA\ BB\ CC' schneiden sich in einem Punkte P; AÄ\ 
BB'\ CO" in Q, 

Beweis, (G. 2); (P. G. 2); (G. T.); (K. M.). 

2) AA' = BB' = CC = /*; AA'' = BB'' = CC" = g. 
Beweis: (G.). 

3)/^-2L±f±A'(l+V^tg^); 

^-- ^'+^;+^' (i->^tg^); 

/•^ = ''^ "^ ^' "^ ^V l — 3 tg^^ wo -Ö- der bekannte 

Winkel ist, welcher zur Bestimmung der Segmentärpunkte be- 
nutzt wird. 

Beweis: (G. T. 2). Vergl. E. § 9 Nr. 4. 

(250) Fuhrmann XHI, 364. XIV, 263—266. 

166. Konstruiert man über den Seiten eines Dreiecks ABC 
gleichschenklige rechtwinklige Dreiecke, so dafs die Seiten des 
Dreiecks die Hypotenusen werden und bezeichnet die neuen Ecken 
resp. mit A'B^C\ so ergeben sich folgende Sätze: 

a) AA\ BB' CG' schneiden sich in einem Punkte. 
Beweis (G. T.). 

b) AA' = B^G\ BB' = G'A\ GG' = A' B\ 
Beweis: (T. R. 2); (G. E.); (G.) 

c) Die betreffenden Geraden, also z. B. AA' und B^G' stehen 
senkrecht auf einander. Der Schnittpunkt der Geraden AA\ 
BB\ GG' ist also der Höhenschnittpunkt von A' B' G\ 

Beweis: (G. 2); (G. T.); (T. R.). 

d) Verbindet man die Schnittpunkte von AA' und B'G' 
n. s. w. mit den resp. Mittelpunkten der Seiten des Dreiecks, so 
schliessen die Verbindungslinien einen rechten Winkel ein. 

Beweis: (G. 2). 

e) Diese Geraden bilden resp. gleiche Winkel mit den Seiten 
des Höhenfufspunktdreieckes von A' B' G\ und zwar so, dafs die 
gleichen Winkel immer an den Ecken des genannten Dreiecks liegen. 

Beweis: (G.). 

(251— 2ö5) Fuhrmann Xm, 364 u. 365. XIV, 266—268. 

167« (Im Anschlufs an den vorigen Satz.) Bezeichnen A, 
A', die Flächen (», oo' die Brocardschen Winkel der Drei- 
ecke ABGy A'B'G\ so hat man A' = A (l + 2" ^^* ®) ^^^ 
^A = A'(l--i-cota)'). 

Beweis: (G. T.). 

(1304) Emmerich XXV, 351. XXVI, 178. 
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168« Errichtet man über den Seiten eines Dreiecks ABC 
die gleichseitigen Dreiecke BCA^^ CAB^^ ABC^, deren Mittel- 
punkte jSf^, jSfg, JSfg 3^^ 9 ^0 ^^^ h^M^M^M^ gleichseitig.*) 

Beweis: (G. 2). 

(904) VoLLHBBiNG XX, 593. XXI, 345. 

169. In einem Dreieck, dessen Fläche gleich z/ ist, hat man die 
Höhen AB^ BE, CF verlängert, bis sie die über BC, CA^ AB 
konstruierten Halbkreise in den Punkten G^ H^ I schneiden, wo- 
bei DG == a^^ EH = &!, FI = c^ sein möge; werden mm über 
den Dreiecksseiten nach aufsen hin die gleichschenkligen Dreiecke 

BCA.. CAB^, ABC^ mit den Höhen — , t-. — konstruiert, so 

gehen die Transversalen AA^, -^-^u ^G^ durch einen Punkt 0.**) 

Beweis: (G. R.); (K. M.). 

(703) ScHLÖMTLCH XVm, 445. XIX, 180 u. 345. 



§ 2. Das Parallelo^amm imd das Trapez. 

a. Das Beohteok. 

1. Sind irgend zwei aufeinander senkrecht stehende Strecken 
AC und BD gegeben und konstruieren wir ein Eechteck XTZU 
so, dafs das eine Parallelenpaar XY und UZ durch resp. A und 
C, das andere YZ und XU durch resp. B und D geht, so hat 



*) Zusätze: 1) Der Schwerpunkt S des Dreiecks ABC ist Mittel- 
punkt des Dreiecks Mi M^ M^, 
Beweis: (G.). 
DüDA. XXI, 346. 

2) Errichtet man über den Seiten eines Dreiecks ABC nach aufsen 
die untereinander ähnlichen Dreiecke J^£ (7, AB^C^ ABC^, so bilden 
deren ümkreismittelpunkte ein ihnen ähnliches Dreieck. Oder auch: 
Beschreibt man über den Seiten eines Dreiecks Kreisbogen, die sich in 
einem Punkte innerhalb des Dreiecks schneiden, po bilden die Mittel* 
punkte, um welche' diese Bogen beschrieben sind, ein Dreieck, dessen 
Winkel supplementär zu den Winkeln sind, welche die von nach den 
Dreiecksecken gezogenen Strahlen mit einander bilden. 

DüDA. FiNSTEBBUSCH. FsANZ. 

3) Errichtet man über den Seiten eines Dreiecks nach aufsen 
gleichschenklige Dreiecke, deren Winkel £ux der Spitze zusammen 360^ 
betragen und beschreibt um jede dieser Spitzen einen Ejreis, der die 
zugehörige Dreiecksseite als Sehne fafst, so schneiden sich die drei 
Kreise in einem Punkte. Fbask. 

**) 1) Die Entfernungen des Punktes A^ von den Seiten verhalten 

... 1 1 1 

sich wie —=^=^ : --=^= : -^== • 

y sin 2 a Vsin 2 ß |/sin 2 y 



2) AJJOC : COA : AGB = l/tga : "(/tg |5 : ^tgy — A BGCx 
CHA : AIB, SüEQEMAJtsi, 
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das Bechteck eine feste Form^ indem sich dessen Seiten wie 
ACiBD yerhalten, seine Mittelpunkte auf einem Kreise liegen 
und seine Diagonalen durch zwei feste Punkte P und Q dieses 
Kreises gehen. Sind E und F Halbierungspunkte von AG und 
BDj so ist FE Durchmesser dieses Kreises und PQ JL FJß. — 
Ist insbesondere D Höhensohnittpunkt des Dreiecks ABO, so 
wird der Kreis zum Feuerbachschen Kreise des Dreiecks und die 
Umkreise der Eechtecke gehen durch den Schnittpunkt von 
AC und BD und die Punkte P und Q werden zu Höhenfufs- 
punkten. 

Beweis: (G. 2). 

(654) Sporer XVm, 37. XVffl, 441. 

2« In ein gegebenes Parallelogramm AB CD mit dem Dia- 
gonalenschnittpunkt (AB > AD^ ^ BAD < 90^) soll ein 
Bechteck MNPQ konstruiert werden, das einem gegebenen Becht- 
eck ähnlich ist, in dem also -^NMP ^= $ ist. — Konstr. An 
BC lege man von B nach AD hin die Strecke BE = BC so, 
dafs -^ CBE = 2 tf ist und ziehe durch zu AE eine Parallele, 
welche AB m M und OD in P schneidet. — Ein Beweis dieser 
Konstruktion und folgender Sätze wird verlangt: 

a) Die Punkte M, N, P, Q liegen auf den Seiten des Parallelo- 
gramms, wenn o <^ ö "C OBA ist. 

b) M und P liegen auf AB und (7D, dagegen N und Q 
auf den Verlängerungen von BC und D-4, wenn '^ OBA <^ö 
< 90^ — OCB ist. 

c) ifcf , N, P, Q liegen auf den Verlängerungen der Parallelo- 
grammseiten, wenn tf > 90® — OCP ist. 

Beweis: (G. T.). 

(906) SoHLÖMiLCH XX, 593. XXI, 347. 

« 

3. Trifft im Bechteck ABCD, dessen Mittelpunkt sei, 
das Lot CH von C auf J5D, die Halbierungslinie des Winkels 
BAD in P, so ist PC = AC, 

Beweis: (G.). 

(54^) Educ. Times. XXIII, 513. 

b. Das allgemeine Parallelogramm. 

4. Die Summe der Quadrate über den Seiten eines Parallelo- 
gramms ist gleich der Summe der Quadrate über den Diagonalen. 

Beweis: (G.). 

DuDA n, 214; Brockmann IV, 39. II, 214; IV, 39. 

5. Zieht man durch jede Ecke eines Dreiecks ABC je zwei 
Parallelen zu zwei gegebenen Geraden, so erhält man drei Parallelo- 
gramme BA'CA'\ CB'AB'\ AC'BC'\ deren Diagonalen die 
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Dreiecksseiten sind. Zu beweisen, dals sich die anderen Diagonalen 
dieser Parallelogramme in einem Punkte schneiden. 

Beweis: (G.). 

{101) Jonm. el6m. Xm, 126. 

6. Zu beweisen, dafs, wenn man durch zwei Gegenecken 
A^ G eines Parallelogramms (ÄBGD) die sich in schneidenden 
Geraden J.0, 00 so zieht, dafs sie mit den anstossenden Seiten 
die gleichen Winkel BÄO, BOO büden, auch ^ OBA = OBA ist. 

Beweis: (G.); (T. R.). 

(190) Bekmann XII, 432. Xm, 279. 

w 

7. Gegeben ist ein Parallelogramm OEDF; die Parallele 
durch D zu EF treffe OE in A und OF in B^ und ein durch 
gehender beweglicher Strahl treffe EB in M und FB in N; 
dann ist AM || BN. Zieht man 0X\\ AM, so ist 0{BAMX) 
harmonisch. 

Beweis: (G.). 

(666) KoBER XYIII, 133. XVin, 590. 

8. Zieht man durch den Mittelpunkt M eines Parallelo- 
gramms AB OB einen Strahl, der OB in X und die Verlänge- 
rung von BO in Y schneidet, und bringt BX zum Schnitt mit 
DTin Z, so ist AZ\\MY. 

Beweis: (G. 3); (P. G.), auch durch (K. M.) ausführbar. 
(1166) ßuLP XXIV, 23. XXIV, 445. 

9. Verbindet man die Seitenmittelpunkte eines Vierecks der 
Beihe nach, so erhält man bekanntlich ein Parallelogramm. Wieder- 
holt man diese Konstruktion, so werden einerseits das 1., 3., 
5., . . . andererseits das 2., 4., 6., . . . Parallelogramm ähnlich. 
Alle Parallelogramme sind einander ähnlich, wenn beim ersten 

Parallelogramm eine Diagonale das 1/2 fache einer Seite ist, oder 

wenn beim ursprünglichen Viereck eine Diagonale das ^2 fache 
der Verbindungslinie der Mitten zweier gegenüberliegenden 
Seiten ist. 

Beweis: (G.). 

(1331) SiEVEES XXV, 514. XXVI, 346. 

e. Das Trapez.*) 

10« a) Auf der durch den Diagonalenschnittpunkt eines 
Trapezes zu den Grundlinien a und c gezogenen Parallelen be- 

*) Vergl. Erler: Das Antiparallelogramm , dem ein Kreis ein- 
geschrieben werden kann. V, 432 — 456. 
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grenzen die Schenkel das harmonische Mittel der Grundlinien; d. h. 

es ist die Strecke x = — j 

a -f- c 

b) Auf der entsprechenden Parallelen durch den Schnittpunkt 

der yerlängerten nicht parallelen Seiten begrenzen die verlängerten 

2 ctc 
Diagonalen die Strecke y = 

Beweis: (G. R. 4). 

(1311) Hülsen XXV, 431. XXVI, 182, 280 Druckfehler- 
Verzeichnis XXVn, 265. 
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a. Das beliebige Yiereok. 

1. In jedem Viereck AB CD liegt der Schwerpunkt S, der 
Schnittpunkt der Verbindungslinien der Mittelpunkte je zweier 
gegenüberliegenden Seiten und der Schnittpunkt E der Diagonalen 
in gerader Linie; und es verhält sich SO : OE => 1 :S. 

Beweis: (G. 3); (P. L.). 

(167) Stoll Xn, 266. Xm, 119. 

2. M und N seien die Mitten der Diagonalen AG und £1) 
eines Vierecks; G sei die Mitte von MN, S der Durchschnittspunkt 
der Mittelsenkrechten der Diagonalen; endlich sei der Mittel- 
punkt der Diagonalen des Parallelogramms, welches man erhält, 
wenn man von A und C Senkrechte auf BD, und von B und D 
Senkrechte auf AC fällt. Zu beweisen, dafs 80 Cr eine gerade 
Linie ist. 

Beweis: (G.). 

(^9) Mathesis. XVH, 34. 

3. Im Viereck ABCj) seien die Winkel ß und d rechte; 
von C Mit man auf die beiden Halbierungslinien des Winkels a 
die Senkrechten CO' und CO". Dann geht CO" durch den 
Mittelpunkt BD. 

Beweis: (G.). 

(390) Educ. Times. XX, 198. 

4. In jedem Viereck sind die Winkel der Symetrieachsen 
der Gegenseiten die arithmetischen Mittel der Gegenwinkel. 

Beweis: (G.). 

(837) KoBBR XX, 33. XX, 433. 

*) Vergl. Schlömilch : Über rationale Dreiecke und Vierecke. XXIV, 
401^409. 
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5« Zieht man durch die Seitemnittelpankte -SJ, JP, Gj JEL eines 
Vierecks AB CD Parallelen zu den bezüglichen Gegenseiten, so 
entsteht ein neues Viereck A' B' C' D' (die Parallelen durch "F 
und. (t treffen sich ixl A\ die durch G und iTln jB' u. s. w.), das 
dem gegebenen kongruent ist. 

Beweis: (G. 2); (P. L.). 

(839) Glaser XX, 115. XX, 503. 

6. Zieht man in einem beliebigen Viereck AB CD durch 
einen Punkt P auf der Seite .4 J? oder ihrer Verlängerung die 
Parallele PQ zu einer Diagonale AC bis zur folgenden Seite BC^ 
durch Q die Parallele QB zur zweiten Diagonale BD bis zur 
dritten Seite (72), dann entsprechend BS \\ AC bis AD^ endlich 
durch 8 die Parallele zu BD^ so trifft diese vierte Parallele wieder 
in P ein.*) 

Beweis: (G.). 

(859b) Pappit XX, 274. XXI, 23. 

7. a) Die Fufspunkte der Lote, welche von jeder Ecke eines 
Vierecks auf die Seiten des durch die drei übrigen Ecken bestimmten 
Dreiecks gefällt sind, sind die Ecken von vier ähnlichen Dreiecken, 
b) Die Umkreise derselben schneiden sich in einem bestimmten 
Punkte und c) die Umkreishalbmesser verhalten sich wie die Um- 
kreishalbmesser der vier Dreiecke des Vierecks.**) 

Beweis: a) (G.). b) (G. K); (G. T.). c) (G. 2). 
(1099) KücKER XXm, 125. XXTTI, 505. 

8. Aus den Eadien der vier Kreise, welche die Seiten eines 
Dreiecks berühren, läfst sich ein Sehnenviereck (oder allgemein 
Viereck, da das Sehnenviereck keine besonderen Anforderungen an 
die Seiten stellt) bilden, wenn a^ + 6^ > c^ ist, d. h. jedem spitz- 
winkligen Dreieck entspricht ein reelles Sehnenviereck, bei einem 
rechtwinkligen Dreieck geht es in eine gerade Linie über; für 
ein stumpfwinkliges Dreieck ist das Viereck unmöglich. 

Beweis: (G. R.); (G. T.). 

(1251) ScHLÖMiLCH XXV, 49. XXV, 427. 

9. Um die Ecken eines Quadrats AB CD beschreibt man 
Ereisquadranten, welche die gegenüberliegenden Diagonalen zu 
Sehnen haben. Die Fläche des so gebildeten krummlinigen Vier- 

*) Geht man von einem Punkte P der Seite AE eines Fünfecks 
AB ÖDE aus und zieht entsprechende Parallelen zu den Seiten AB, 
CD, EA, BC, DE, AB u. s. w., so trifft die zehnte Parallele wieder 
in G ein. 

**) b) folgt auch aus dem Satze: Der Umkreis des Fufspunktdrei- 
ecks eines Punktes A bezüglich eines Dreiecks BCD geht durch den 
Mittelpunkt der gleich3eitigen Hyperbel AB CD. (Neuberg: 8%vr les 
guadranglea compUts (Mathesis 1891). 
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ecks MNPQ (M über AB, N über BG, P über CD, Q über 
AD) beträgt a« (l + | « — j/s ). 

Beweis: (G. R.)? (C^- T.). 

{247) Mathesis. XVI, 206. 

b. Das Sehnenviereok.*) 

10, Das Sehnenviereck heifse ABA' B\ BA und A' B' 
schneiden sich in D; A' B und B' A schneiden sich in D'; die 
Halbierangslinie von ^BBA' treffe AB' in Zj und BA' in Z^»; 
femer treffe die Halbierungslinie von -^B'D'A' AB in Z« und 
JB'J.' in Za" Es sind nun folgende Sätze zu beweisen: 

a. Die Halbierungsgerade eines jeden der beiden durch Ver- 
längerung zweier gegenüberliegenden Seiten eines Sehnenvierecks 
gebildeten Winkel schneidet jede der beiden anderen Seiten des- 
selben in dem Verhältnis der beiden inneren Diagonalen, welche 
an diese Segmente stofsen MZ& : B'Zi, = A'Zf,' : BZ^' = AZai 
BZa = A'Zai : B'Z^ = AÄ : BB'). 

Beweis: (G.). 

(93) CoNSENTius X, 421. XII, 32. 

b. Bei verschiedenen Sehnenvierecken, die gleichwinklig, aber 
nicht ähnlich sind^ sind alle umgeschriebenen und eingeschriebenen 
Vierecke derselben unter einander ähnlich. (Das umgeschriebene 
Viereck eines Sehnenvierecks ist dasjenige Viereck, dessen Seiten 
die Aufsenwinkel der Winkel des Sehnenvierecks halbieren; das 
eingeschriebene Viereck ist dasjenige, dessen Seiten in ihren Ver- 
längerungen die Winkel des Behnenvierecks halbieren. Ist das 
Sehnenviereck zugleich auch ein Tangentenviereck, so fallen die 
vier Ecken des eingeschriebenen Vierecks in einen Punkt.) 

Beweis: (G.). 

(94) CoNSBNnus X, 421. XII, 33. 

c. In jedem Sehnenviereck ist die Differenz zweier gegen- 
überliegenden Seiten gleich der Summe der Tangentendifferenzen 
in den beiden anderen Seiten. (Jede Ecke des umgeschriebenen 
Vierecks ist der Mittelpunkt eines äufseren Berührungskreises, der 
eine Seite des Hauptvierecks und die Verlängerungen der an diese 
Seite stofsenden Seiten berührt. Die Differenz der Segmente der 
ersten Seite, durch den Berührungspunkt dieses Kreises gebildet, 
ist die Tangentendifferenz in dieser Seite.) 

Beweis: (G.). 

(95) CoNSENTius X, 421. Xn, 33. 

d. Das Produkt der Radien zweier inneren Berührungskreise 
an zwei gegenüberliegende Seiten eines Sehnen Vierecks ist gleich 
dem Produkte der Badien der äufseren Berührungskreise an die- 

*) Vergl. § 8 Nr. 3. 
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selben Seiten. (Jede Ecke des eingeschriebenen Vierecks ist der 
Mittelpunkt eines inneren Berührungskreises , der drei Seiten des 
Vierecks berührt. Benannt wird dieser Kreis nach der mittleren 
Seite, wie in der oben beschriebenen Figur die verschiedenen Z 
durch die Seite, in welcher sie liegen^ bezeichnet werden. Die 
Badien der inneren werden durch r, die der äufseren Berührungs- 
kreise durch ^ bezeichnet. Also rara:^=^a^a' imd rbH' = QbQb'- Ist 
das Sehnenviereck zugleich Tangentenviereck, so ist r* = QaQa'QbQb'') 
Beweis: (G. R. 3). 

(100) CoNSENTius XI, 33. Xn, 33. 

e. Die Gerade, welche die Berührungspunkte der beiden 
Tangenten von dem einen Ende der dritten Diagonale (pD^) an 
den umgeschriebenen Kreis ihres Sehnenvierecks verbindet, geht 
durch den Durchschnittspunkt seiner inneren Diagonalen, und ihre 
Verlängerung durch den anderen Endpunkt der dritten Diagonale. 

Beweis (G.). 

(101) CoNSENTius XI, 34. XII, 34. 

f. Bei jedem Sehnenviereck ist das Quadrat der dritten 
Diagonale (DJ)') gleich der Summe der Quadrate je einer Tan'^ente 
von den beiden Endpunkten der dritten Diagonale an seinen um- 
geschriebenen Kreis. 

Beweis: (G. 2). 

(102) GoNSENTius XI, 34. xn, 34. 

g. Der umgeschriebene Kreis des eingeschriebenen Vierecks 
mit dem Mittelpunkte M\ der umgeschriebene Kreis des Haupt- 
sehnenvierecks mit dem Mittelpunkte M" und der umgeschriebene 
Kreis des umgeschriebenen Vierecks mit dem Mittelpunkte Jlf"' 
haben eine Centrale, es ist M! M" = M" M!" "^ in der Verlänge- 
rung der Centrale über M' hinaus liegt der Durchschnittspunkt 
der inneren Diagonalen, wie auch die Durchschnittspunkte der 
drei Kreise, des ersten mit dem Mittelpunkte des einen Endes 
der dritten Diagonale (D) und dem Radius gleich der Tangente 
•(^2)) von J) an den Kreis M" , der zweite mit dem Mittelpunkte 
des anderen Endes der dritten Diagonale (D') und dem Radius 
gleich der Tangente (</)') von D' an den Kreis M!\ und der dritte 
mit dem Durchmesser der dritten Diagonale. Die Centrale steht 
in 1^ senkrecht auf der dritten Diagonale, und es verhält sich 
F'B '.PB' = tj? \ tß^' Ist das Hauptsehnenviereck zugleich auch 
ein Tangentenviereck, so fällt, aber nur in diesem Falle, der Dia- 
gonalendurchschnittspunkt des umgeschriebenen Vierecks auch in 
diese Centrale und zwar in den Punkt M\ welcher dann der 
Mittelpunkt des für alle Seiten des Hauptsehnenvierecks gemein- 
schaftlichen inneren Berührungskreises ist. 

Beweis: (G,). 

(108) CONSENTIUS XI, 108. xn, 34. 
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h. Die dritte Diagonale eines Sebnenvierecks ist die Potenz- 
linie der Kreise M\ M'' und jlf'", wobei es gleichgültig ist, ob 
der Eadius des Kreises M' gleich Null ist oder nicht. 
Beweis: (G.). 

(109) CoNSENTius XI, 108. Xir, 34. 

i. Haben verschiedene Sehnenvierecke in demselben Kreise 
die Eigenschaft, dafs ihre gröfsere innere Diagonale (d^) ein Durch- 
messer desselben ist, und ihre kleinere Diagonale (c^g)) ^^^ ^^^^ 
Lage auch wechselt, doch gleichweit vom Mittelpunkte des Kreises 
entfernt bleibt, so ist die dritte Diagonale (dj^) metrisch unabhängig 
von der Verschiedenheit aller dieser Sehnenvierecke, und ihre kon- 

stante Gröfse wird ausgedrückt durch e?« = — — -^-^-=' Ist aber 

bei diesen sonst sich gleich bleibenden Bestimmungen die gröfsere 
innere Diagonale d^ der verschiedenen Sehnenvierecke nicht ein 
Durchmesser, ist sie aber in jedem gleich weit vom Mittelpunkte 
entfernt, so sind die dritten Diagonalen dieser Sehnenvierecke un- 
gleich, und es läfst sich ihr Maximum und Minimum dadurch be- 
stimmen, dafs man bei einem beliebigen dieser Vierecke im Scheitel 
seines gröfsten Winkels A, in welchem das eine Ende von d^ 
liegt, eine Tangente nach beiden Seiten an den umgeschriebenen 
Kreis des Sehnenvierecks legt, dann den gegenüberliegenden 
kleinsten Winkel J' in seinem Scheitel auf beiden Seiten von d^ 
anträgt, diese beiden neuen Schenkel bis an die Tangente ver- 
längert, den Durchschnittspunkt der Tangente und desjenigen 
Schenkels, der durch den durch die Diagonale di gebildeten 
gröfseren Kreisabschnitt geht, X, und den anderen Durchschnitts- 
punkt T nennt; so ist ÄX das Maximum und AY das Minimum 
der metrischen Länge der dritten Diagonale aller dieser Vierecke. 
Beweis: (G.); (G. T.). 

(110) CoNSENTiüS XI, 199. XII, 35 und 427. 

k. Der Flächeninhalt eines Vierecks, das Sehnen- und Tan- 
gentenviereok ist, ist gleich der Wurzel aus dem Produkte seiner 

vier Seiten. (e7" = ]/a5ai&i). 

Beweis nicht gegeben, da Satz bekannt. 

(111) CONSENTIüS XI, 200. — 

11« Zieht man durch den Durchschnittspunkt E der Dia- 
gonalen eines Sehnenvierecks AB OD die kleinste Sehne FKLG- 
(K auf ADj L auf BC), so wird das innerhalb des Vierecks 
liegende Stück KL derselben durch E halbiert. 

Beweis: (G.). 

(J278) Math. Magazine. XVII, 34. 

12. Auf dem um ein Sehnenviereck beschriebenen Kreise 
nimmt man einen beliebigen Punkt M an und fällt von M auf die 

Anfgabeniammlimg a. Zoitschr. f. math n. nat. Unterr. 8 
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Seiten Senkrechte (JWiS'J.^-B, MQ±JBC, MB±CD, MP±AD)] 
dann sind die Produkte der auf die gegenüberliegenden Seiten 
gefällten Senkrechten einander gleich. 

Beweis: (G. 2). 

(10^) Journ. 616m. XIII, 126. 

13. Kreuzen sich in einem Sehnenviereck AB CD die Dia- 
gonalen senkrecht, so liegen die Halbierongspunkte E, F^ Q-, H 
der Seiten AB, BC, CD, DA und die Fufspunkte E\ F\ a\ 
H' der von dem Diagonalenschnitt auf die Seiten gefällten Lote 
auf einem Kreise*) 

Beweis: (G. 3); (P. L.), auch durch (K. M.) ausführbar. 
(706) Sporbr XVIII, 446. XIX, 182. 

14. In jedem Sehnenviereck ist die Halbierungslinie des von 
zwei gegenüberliegenden Seiten gebildeten Winkels parallel der 
Halbierungslinie des Diagonalenwinkels. 

Beweis: (G.) 

{391) Mathesis. XX, 198. 

15. Wenn sich ein Sehnen viereck um den Mittelpunkt dreht, 
so sind die Durchschnittspunkte seiner Seiten mit den entsprechen- 
den in einer neuen Lage die Ecken eines Parallelogramms.**) 

Beweis: (G. 3); (T. K.) 

(882) Bbybns XX, 434. XXI, 185 (Anmerkung). 

16. In den Kreis um sei das Sehnenviereck AB CD ge- 
zeichnet; AD und BC schneiden sich in. E, AB und DC in F 
und die Diagonalen in 8, Sind nun M und j^ die Mittelpunkte 
von AD und BC^ so ist FS Tangente am Kreise MSN, 

Beweis: (H. B.) 

{543) Educ. Times. XXIII, 512. 

17. Wenn man in ein Sehnenviereck unendlich viele Vier- 
ecke beschreibt, deren umfang ein Minimum ist, so ist dieses 
Minimum vierte Proportionale zu dem Radius r des Umkreises und 
den Diagonalen BD und AC, 

Beweis: (G.). 

(544) Journ. 61^m. XXCH, 512. 



*) WF'G'H' ist ein Tangentenviereck und Mittelpunkt des 
Inkreises. Aach wenn AB CD kein Sehnenviereck ist, liegen die Punkte, 
in denen E' 0, F' O n. s. w. die gegenüberliegenden Seiten treffen, auf 
dem Kreise E'F'G'H\ Thibmb. 

*^) Besondere Fälle: 1) Schneiden sich die C^a^onalen des Sehnen- 
vierecks rechtwinklig, so ist das Parallelogramm ein Rechteck. 2) Ist 
das Sehnenviereck ein Trapez, so ist das Parallelogramm ein Rhombus. 

Der Satz kann auf ein Sehnenvieleck ausgedehnt werden. 
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18. Die drei Paare von Gegenseiten eines vollständigen 
Sehnen Vierecks AB CD seien bezeichnet mit a, a'; 6, &'; c, c 
{AB ^= a^ AG = c\ AD = 6'); die Schnittpunkte der bez. Gegen- 
seiten mit Ea, -£?&, Ec, 

a) Die Umkreise der Dreiecke aJ&c, aEc, cEa, cEa schnei- 
den sich in dem auf EaEc gelegenen Höhenfufspunkt des Drei- 
ecks EaEbEc. 

b) Die Centralen der Umkreise von aEc und a Ec^ sowie 
von cEa und c Ea stehen senkrecht auf EaEc'^ die Centralen der 
Umkreise von aEc und aEc^ sowie von aEf, und aEf, halbieren 
Ei,Ec» 

c) Die Verbindungslinie des Umkreismittelpunktes M von 
AB CD mit dem Umkreismittelpunkt eines der obigen Dreiecke 
(z. B. aE^ ist gleich dem Umkreisradius des bezüglichen Gegen- 
dreiecks (aEc). 

Beweis: a) (H. B. 3). b) (G.). c) (G.). 

(1123) Glaser XXHI, 351. XXIV, 21. 

19. (Im Anschlufs an Nr. 18.) a) Bezeichnet man den 
Mittelpunkt des Umkreises von aEc mit (aJEJc), so bilden die 
Punkte (aEc)j (a'Ec)^ (cJEJa)» (p' E^) ein gleichschenkliges Trapez, 

dessen Höhe -^EaEe ist. 

b) Die Umkreise der bezüglichen drei Trapeze haben zwei 
gemeinschaftliche Punkte. Der eine dieser Punkte ist M, 
Beweis: a und b (G. 2.) 
(1238) Glaser XXIV, 608. XXV, 346. 

e. Das Tangentenviereok. 

20. In einem Tangentenviereck AB CD sind die Höhen- 
schnittpunkte A\ B\ C\ D' der vier Dreiecke, von denen jedes 
durch zwei benachbarte Seiten und die betreffende Berührungssehne 
gebildet wird, die Ecken eines Parallelogrammes. 

Beweis: (G.) 

{545) Educ. Times. XXHI, 513. 

21» Aus den vier Radien der Berührungskreise eines Dreiecks 
lilTst sich ein Tangentenviereck bilden unter der Bedingung, dafs 
70^20'30" ^ y < 90« ist. 

Beweis: (T. R.) 

(1342) Franz XXV, 589. XXVI, 425. 



*) Die Mitten von ME^, (aE^ {a'E^, (pE^ {b' E^) fallen in einen 
Punkt zusammen; ebenso die von ME^, \aE^ (a'^j)» (c^j) {c E^ etc. 

Glaser. 
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d. Das Sehnen- Tangentenviereok. 

22« In einem Sehnen- Tangentenviereok ist das Produkt der 

Diagonalen = ,__ ,g (r Radius des umgeschriebenen Kreises, q der 

des eingeschriebenen, d Entfernung der Mittelpunkte M und 
beider Kreise). 

Beweis: (T. R.) 

(103) Nouv. Ann. XIII, 127. 

23« Im bicentrischen Viereck ist die in Bezug auf den Diagonal- 
schnittpunkt konstruierte Polare identisch dieselbe, mag der Punkt 
dem ein- oder umgeschriebenen Kreise angehören. 

Beweis: Auf Schlömilchs Zeitschr. f. Math. u. Physik XXIX, 
p. 102 verwiesen. 

(785) Schuhmacher XIX, 346. — 

24« Bezeichnen t«, i;, w die Zahlenwerte der Seiten eines 
Dreiecks, ist ferner s der halbe Umfang und J die Fläche des 
Dreiecks, so geben die Ausdrücke a = us^ h = (v -\- w) (s — v), 
c = u(js — w), d = (v -{- w) (s — w) die Zahlenwerte von den 
Seiten eines Vierecks, das in einen Kreis und zugleich um einen 
anderen Kreis beschrieben ist. Die Fläche dieses doppelt-centrischen 
Vierecks beträgt F =^ u (v -{- tv) J, Sind w, v, w rationale 
Zahlen von der Beschaffenheit, dafs J rational ist, so werden 
a, &, c, d^ F gleichfalls Rationalzahlen; die obigen Formeln liefern 
demnach ein Mittel, um aus jedem rationalen Dreieck ein ratio- 
nales doppelt-centrisches Viereck abzuleiten. Z. B. w = 13, t; = 14, 
w = 15. 

Beweis; (G. R.) 

(973) ScHLÖMiLCH XXI, 428. XXII, 191. 

25. Es sei AB OD ein Viereck; E sei der Durchschnitt 
von ÄC und J5D, F der von AB und CD, G der von BC und AD; 
ist nun AB CD sowohl ein Sehnen- wie ein Tangentenviereck, so 
lassen sich bekanntlich unendlich viele Vierecke konstruieren wie 
z. B. ah cd, welche in den Umkreis des ersten und um den Inkreis 
des ersten Vierecks beschrieben sind, wobei der Punkt a willkürlich 
auf dem Umkreise gewählt werden kann. Es gilt dann der Satz: 
Der Durchschnitt von ac und hd fällt mit E zusanmien, die Durch- 
schnitte f und g der Gegenseiten ah, cd und bc, ad liegen auf 
der Geraden FG] diese ist in Beziehung auf beide Kreise die 
Polare von E als Pol.*) 



*) Besonderer Fall eines für alle Vielecke gerader Seitenzahl in 
der Ebene und auf der Eugel gültigen Satzes. Vergl. Schlömilchs 
Zeitschr. f. Math. u. Phys. XXIX, p. 92. Stell. 
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Beweis: (H. B.) 

(1269) ScHLÖMiLCH XXV, 116. XXV, 585. 

Weitere Eigensehaften des Sehnentangentenvierecks siebe in 
Nr. 10. 

e. Das vollständige Viereck. 

26« Ein Dreieck-Dreiseit bestimmt mit einem vierten Punkte 
und einem vierten Strable der Ebene ein vollständiges Viereck und 
ein vollständiges Vierseit, deren Diagonaldreieck-Dreiseite perspek- 
tivisch liegen. 

Beweis: (P. G.); (K. M.) 

(777) KoBBR XIX, 273. XX, 109. 

27. a) Ist AB CD ein vollständiges Viereck, so bilden die 
sechs Mittels enkrecbten die Seiten eines zweiten vollständigen 
Vierecks. Die drei Diagonalpunkte des letzteren sind die Ecken 
eines Dreiecks, dessen Seiten auf den Verbindungslinien der Mitten 
der Gegenseiten des ersten Vierecks senkrecht stehen. 

b) Die Seiten des Dreiecks bilden den Ort der Punkte, für 
welche die Summe der Quadrate der Entfernungen von zwei 
Ecken des (ersten) Vierecks gleich der Summe der Quadrate der 
Entfernungen von den beiden anderen ist. 

Beweis: Vergl. Glaser: Über einige merkwürdige Punkte des 
Vierecks. § 3 u. 4. 

(878 ab) Thieme XX, 350. XXI, 113. 

28« Nach einer Bemerkung von Gaufs liegen die Mittelpunkte 
der drei Diagonalen jedes vollständigen Vierseits in einer Geraden. 
Weniger bekannt scheint folgender besonderer Fall dieses Satzes 
zu sein: Wenn das Vierseit um einen Kreis beschrieben ist, so 
geht die Gaufs sehe Gerade durch den Mittelpunkt des Inkreises.*) 

Beweis: (G. 2.) Vergl. Glaser: Progr. d. Realgymn. i. Hom- 
burg V. d. Höhe 1887, § 20. 

(939) ScHLÖMELCH XXI, 116. XXI, 583. 

29, Aus dem Viereck AB CD ist ein vollständiges Vierseit 
mit den Diagonalen AC^ BD^ EF gebildet, deren Mittelpunkte 
X, Mj N auf der Gaufs sehen Geraden liegen. Wie mufs nun 
das usprüngliche Viereck konstruiert werden, wenn das Verhältnis 
LN : LM einen gegebenen Wert x haben soll? 

Beweis: (K. M.) 

(940) ScHLÖMiLCH XXI, 116. XXI, 584. 

*) Der Satz ist ein specieller Fall von dem NewtODSchen Satze: 
Die Mittelpunkte aller einem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte 
liegen auf der Geraden, welche die Mitten der Diagonalen enthält. 
Newton: Philos. nat. Princip. math. Lib. I, Lemma 25. Zusatz 3. Vergl. 
Fuhrmann: Synthetische Beweise. 
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§ 4. Das Vieleck. 

a. Das regelmäfsige Vieleck. 

1« Sind Q und r die Radien eines regulären n-Ecks, q^ und Tj^ 
die Eadien des ihm isoperimetrischen 2n-Eck8, so ist 

Zbrlang U, 339. ü, 339. 

2. Im Innern eines regelmäfsigen n-Ecks ist eine Linie so 
gezogen, dafs sie alle Flächenpunkte, welche dem Mittelpunkt 
näher liegen als dem Umfang, von den übrigen trennt. Das Ver- 
hältnis der beiden Flächenstücke, in welche dadurch das n-Eck 
geteüt wird, ist (3 — 2 tg co* — tg w*) : (9 + 2 tg co* + tg w*) 
und das Verhältnis der Länge der Teilungslinie zum Vielecks- 
umfang ist 

\C08 (D* ' \ COS CO // o j 

360^ . , 

wo CO = -; ist. 

Beweis: (T. R.) 

(216) Weinmeister XIH, 125. XIV, 32. 

3« Sind n und p die Anzahlen der Seiten zweier regulären 
Vielecke in demselben Kreise und ist 1 = tt , so ist 

«n = (>p — Y ^pV^ ^^^ ebenso Op = Q^ — y «n V^S, wo a die 
Seite und q den kleinen Radius eines regulären Vielecks bedeutet.^) 
Beweis: (G. R. 2); (T. R. 3.) 

(288) Hülsen XIV, 191. XIV, 588—590. 

4« Sind n und p die Anzahlen der Seiten zweier regulären 

Vielecke in demselben Kreise und ist = -r , so ist 

n jp 6 ' 

«n = Y öp y3 + Qp und ap = Y an "^3 — (>«.**) 

Beweis wie Nr. 3. 

(289) Hülsen XIV, 191. XIV, 588—590. 

5« Wenn die Geraden, welche die Ecken eines regulären 
w-Ecks ABC ' • ' N mit einem Punkt P verbinden, den Umkreis 



*) Die Bedingung 1 == - kann nur durch folgende reguläre 

Vielecke erfüllt werden: 7-Eck und 42-Eck; 8-Eck und 24-Eck; 9-£ck 
und 18-£ck; lO-Eck und 15-Eck; 12-Eck und 12-Eck. 

**) Der Satz gilt für folgende reguläre Vielecke: 5* Eck und 80-Eck; 
4-Eck und 12-Eck; 3-Eck und 6-Eck. Hülsen. 
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in u4i, J5„ Ci' "JSr^ schneiden, so ist 8 = ÄP • AA^ + BP • BB^ 
•\ 1- NP'NN^ = 2nr\ 

Beweis: (G.) Vergl. C. § 3, Nr. 11 b. 

(1254) STBCKELBBRa XXV, 49. XXV, 504. 

6. Sind Aj^y A^j ' ' • An die Ecken eines regulären Polygons, 
ist ferner r der Eadius des Umkreises und P irgend ein Punkt 
innerhalb des Polygons, so ist stets PA^^ + ^-^ -["••• P-^ > nr. 

Beweis: (G.) 

(663) Sporer XVni, 132. XVIII, 502. 

7« Im regelmäfsigen n-Eck ist 

a) die Summe der Quadrate über sämtlichen Seiten und Dia- 
gonalen gleich n^f^ und 

b) das Produkt sämtlicher Seiten und Diagonalen gleich 

n 

(^^n— 1^2 ^ ^Q joi^ f, ^Qj, Radius des Umkreises bezeichnet wird. 

Beweis: (T. R.); (R.) 

(717) Zimmermann XVIII, 504. XIX, 266. 

8« In einen mit dem Radius 1 konstruierten Kreis sei ein 
regelmäfsiges Sehnenvieleck von n Seiten beschrieben, um denselben 
Ereis das regelmäfsige Tangentenvieleck von gleicher Seitenzahl; 
werden die Flächen dieser Vielecke mit Sn und T« bezeichnet, so ist 

schon bei mäfsigen n sehr nahe Jt = y (4ü^2» — Äi) = y (4 Tsn — ^n)- 
Läfst sich dieser Satz elementar-geometrisch beweisen? 

Beweis: (G. T.); (G. R. 2.) Vergl. Newton: Phil. nat. Princ. 
math. 3. Buch. Lemma 5 und Baltzer: El. d. Math. 

(866) ScHLÖMiLCH XX, 274. XXI, 28. 

9. Die umgeschriebene regelmäfsige Pünfeckseite ist gleich 
der doppelten eingeschriebenen regelmäfsigen Zehneckseite eines 
Kreises, welcher die dem ersten Kreise eingeschriebene regel- 
mäfsige Pünfeckseite zum Radius hat. 

(163) Hoch XII, 265. — 

Über das regelmäfsige Vieleck vergl. auch C. § 3, Nr. 10 u. 11. 

b. Seimen- und Tangenten -Vieleck. 

10« Ist eine beliebige Anzahl Strecken gegeben und hat man 
ans ihnen als Seiten in willkürlicher Reihenfolge ein Kreisvieleck 
gebildet, so ist der Flächeninhalt desselben durch die gegebenen 
Strecken eindeutig bestimmt. 

Beweis: (G.) Vergl. Edler: Über Max. u. Minim. b. eben. 
Fig. X, 245. 

(621) Weinmeistbr XVII, 446. XVHI, 193. 
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11. Zeichnet man über den Seiten a^, a2, a^, • * * a» eines 
Vielecks, welches dem Kreise mit dem Durchmesser d eingeschrieben 
ist, nach aufsen die Halbkreise, so ist die Summe der entstehenden 
Monde gleich der Poljgonfläche, wenn a^^ + ^^2^ + öfg* + • • • + o»^ 
= 2d^, Wie beweifst man diesen Satz und wie findet man der- 
artige Sehnenvierecke? 

Beweis: (R.) Auflösung (G. T.) 

(1253) V. ScHÄwEN XXV, 49. XXV, 430. 

12« Gehen n Kreise durch einen Funkt, so giebt es eine 
Schar von vollständigen w-Ecken, deren Seiten durch die übrigen 
Schnittpunkte der Kreise gehen und deren Ecken auf den Kreisen 
liegen; diese n-Ecke sind untereinander ähnlich. 

Beweis: (G.) 

(721) BüCKiNG XVIII, 505. XIX, 269. 

13« Im Sehnenvieleck von gerader Seitenzahl ist die Summe 
der Winkel an gerader Stelle gleich der Summe der Winkel an 
ungerader Stelle. Im Tangentenvieleck mit gerader Seitenzahl ist 
die Summe der Tangenten an gerader Stelle gleich der Summe 
der Tangenten an ungerader Stelle. 

Ist die Seitenzahl ungerade, so mache man beim Sehnenviereck 
die Zahl der Winkel dadurch gerade, dafs man nach einer Ecke 
zwei Radien zieht, beim Tangentenvieleck betrachte man einen 
Berührungspunkt als Ecke. 

Beweis: (G.) 

(732) Schuhmacher XVIH, 602. XIX, 343. 

14« Wenn drei sich in einem Punkt halbierende Strecken den 
Höhen eines Dreiecks gleich und parallel sind, so sind ihre End- 
punkte die Endpunkte eines Tangentensechsecks. 

Beweis: (G. T.); (T. R.) 

(1145) KüCKBR XXIII, 431. XXIV, 263. 

• 

c. Seohseok und n-Eok der fiten Art. 

15, Verbindet man die Mitten der ersten, dritten und fünften 
Seite eines Sechsecks unter einander, dann die Mitten der zweiten^ 
vierten, sechsten Seite, so schneiden sich die sechs Mittellinien 
der beiden entstehenden Dreiecke in einem Punkte. 

Beweis: (G.); (K. M.) und durch physikalische Beziehungen. 

(76) V. ScHÄwBN X, 197. X, 348 u. XI, 32. 

16« Ein Polygon mit lauter hohlen Winkeln werde n-Eck 
der ersten Art genannt; dann entsteht ein n-Eck der jUrten Art^ 
v^enn man die Ite und fi -j" ^^^i ^i^ ^te und fi -\- 2te, zuletzt die 
nie und fite Seite bis zu ihrem Durchschnitt verlängert. Die 
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Winkelsumme Wfiia einem »-Eck der fiien Art beträgt 2(n — 2fi)E. 
NB. Es ist |Lt < Y ** iiDi<i relativ prim zu n. 

Beweis: (G.) 

(151) Schmitz XH, 111. XII, 431. 
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a. Lehrsätze, welche sich beweisen lassen, ohne die 
Proportionalität von Strecken zu benutzen. 

!• Gegeben ist ein Kreis mit dem Mittelpunkte C, dem 
Durchmesser X Y und auf letzterem Punkt Ä (zwischen C und X); 
ferner sei Z ein Punkt der Peripherie. Dreht sich nun AZ aus 
der Lage -ä X in die Lage Ä Y und ist hierbei Are. ZZ^ = Are. Z^ Zg, 
so ist ^ ZÄZ^ > Z^AZ^. 

Beweis: (G. 5); davon 2 mit Proportionen. 

(390) Schmitz XV, 290. XV, 606. 

2« In einem Kreise (Mittelpunkt M und Radius r) ist eine 
Sehne AB gezogen, zu welcher der Centriwinkel 29' gehört; in das 
gröfsere der hierdurch entstandenen Segmente ist ein Kreis (Mittel- 
punkt 0, Radius q) geschrieben, welcher die Sehne und den Bogen 
berührt; der Berührungspunkt C teilt die Sehne AB in die Segmente 

AC '^ p und BC =^ q. Zu beweisen, dafs q = J_ cos yö- ist. 

Beweis: (T. R.) 

{J255) Educ. Times. XVI, 358. 

3, Gegeben sind zwei konzentrische Kreise ABCP und BEFQ 
mit dem Mittelpunkte und den Radien B und r; in jeden dieser 
Kreise ist ein gleichseitiges Dreieck in beliebiger Lage konstruiert; 
nimmt man auf jedem dieser Kreise resp. die Punkte P und Q 
beliebig an, so ist 

QA^ + QB^ + QC^ = BD^ + PE^ + PF^ = 3 {R^ + r^).*) 

Beweis: (G. R.) 

(39^) Joum. 6Um. XX, 198. 

4:» AB sei Durchmesser, C die Mitte eines Halbkreisbogens, 
D die Mitte der Sehne J?C7; schneidet AD den Kreis in E und 
ist EF±BC, so ist CF= 3EF. 

Beweis: (T. R.) 

(5S9) Educ. Times. XXIV, 25. 

*) Ersetzt man die gleichseitigen Dreiecke durch zwei reguläre 
n Ecke, so ist PD« + PE^ + PF^=^ QA^ + QB^ + QC^=^n(R* + r«). 
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5. Die Endpunkte dreier paralleler Kreissehnen Äa^ Bh^ Cc 
sind die Ecken von acht Dreiecken ABC, ahc, ÄBc^ ahCf ACJ)^ 
acB^ BCa, hcÄ, deren Höhenschnittpunkte in einer Parallele zu 
den Sehnen liegen. 

Beweis: (G. 2.) 

(1133) KücKER XXIII, 352. XXIV, 183. 

6. An einen Kreis mit dem Mittelpunkt C ist von einem 
Punkte Ä eine Tangente AB gezogen und in A auf AC das Lot 
DAD^ errichtet. BC trifft die Halbierungslinie von BAD und 
BAD' in E und JE7'; dann ist AC = EC = E'C, und mithin, 
wenn F und G die Schnittpunkte der Peripherie mit AC und CE' 
sind, AF=EB = GE\ 

Beweis: (G.) VergL Nr. 15—17. 

(142) Bauer XH, 37. XII, 361. 

7. Auf zwei Parallelen, deren Entfernung AB gegeben ist, 
sind auf derselben Seite der letzteren die Strecken AA' und BB' 
so angenommen, dafs AA' * BB' = AB^'^ AB' und BA' schneiden 
sich in üf; MFA.AB', MF über M verlängert trifft A' B' in ö; 
AB und A' B' treffen einander in C\ dann ist M die Mitte von 
PQ und CM Tangente an den Kreis um AB als Durchmesser. 

Beweis: (G.) 

{155 b,c) Nouv. Ann. XIV, 359. 

8. Gegeben Kreis M mit dem Radius r; an denselben legt 
man in P die Tangente PP^ = t und schlägt mit MP^ um M 
einen Kreis; legt man auch in Q nach derselben Seite eine Tan- 
gente, welche den zweiten Kreis in Q^ trifft, so ist QQi = t Ver- 
längert man nun P^P über P beliebig bis 0, fällt von die 
Senkrechte ON auf MQ und zieht QB parallel und gleich PP^^ 
so ist Sekt. OP^Q^ — Sekt. OPQ = A NQQ^ + Sekt. Q^QR. 

Beweis: (ß.) 

(410) ScHLÖMiLCH XV, 360. XVI, 20. 

9. Werden zwei Kreise K und K' von der Centrale der 
Reihe nach in J., B^ (7, D geschnitten, und ist fa die gemein- 
schaftliche äufsere, ^i die gemeinschaftliche innere Tangente, so ist 

a) AC : ta = fa : BD\ b) AD : U = U : BC. 

Beweis: (R.) 

(510) Stade XVI, 275. XVI, 275, 

10« Das gemeinschaftliche Stück F zweier gleichen Kreise K 
und K' mit dem Radius r ist, wenn die Centrale gleich r ist. 

Beweis: (R.) 

{246) Joum. 616m. XVI, 206. 
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b. Iiohrsätze, welche mit Hilfe der Proportionalität von 

Strecken bewiesen sind. 

a. Über Sehnen und Tangenten. 

11. Auf dem Durchmesser AB eines Halbkreises ist der 
Punkt P gegeben, welcher mit einem beliebigen Punkte Q der 
Peripherie verbunden wird; wenn eine auf PQ in Q errichtete 
Senkrechte die Tangenten in Ä und B resp. in M und N triflFfc, 
so bleibt AM - BN konstant, wenn sich PQ um P dreht. 

Beweis: (G.) 

(ß77) Journ. el6m. XVI, 507. 

12. Konstruiert man in den beiden Endpunkten A und B 
einer Kreissehne AB Tangenten, die sich in M schneiden mögen, 

macht dann im gröfseren Segment Sehne BC = -^ AB\ dann 

halbiert die Verbindungslinie MC den Bogen ABC,*) 
Beweis: (G. 2); (G. T.) 
(611) Ackermann XVH, 366. XVIII, 128. 

13. Gegeben ist ein Kreis, eine feste Gerade LL\ welche 
den Kreis schneidet, und zwei feste Punkte A und A' auf dem 
Kreise; man verbindet irgend einen Punkt M des Kreises mit den 
beiden Punkten A und A\ die Geraden MA^ M.A' treffen die 
feste Linie LL' in zwei veränderlichen Punkten P und P'; nun 
ist zu beweisen, dafs es auf der Geraden LL' zwei feste Punkte 
J und J' giebt, so dafs das Produkt JP*J'P' konstant bleibt, 
Y^enn sich der Punkt M. auf dem umfange bewegt; die Lage der 
beiden Punkte J und J' zu bestimmen.**) 

Beweis: Spezieller Fall eines bekannten Satzes über projek- 
tivische Punktreihen. 

(52) Nouv. Ann. X, 353. — 

14« Folgende Konstruktion einer bekannten Aufgabe zu be- 
weisen. Gegeben Kreis K und aufserhalb die Punkte A und B, 
Zieht man die Tangenten AC und J9D, schneidet ferner OD die 
AB m Tl und verbindet man J^ mit einem Endpunkt des auf 
AB senkrechten Kreisdurchmessers FF\ so berührt, wenn diese 
Verbindungslinie den Kreis zum zweiten Male in Gr trifft, der 
durch J., B und G gehende Kreis den Kreis K, 

(38) Binder VI, 299. — 

15, An einen Kreis C sind die Tangenten AB und AB^ ge- 
zogen; eine dritte Tangente schneidet AB in D, AB^ in JK und 

*) Der Satz ist auch richtig, wenn JBC in dem kleineren Segment 
liegt and gleich -^ AB gemacht ist. 

**) Die Bedingung, dafs LL' den Kreis schneiden soll, ist überflüssig. 
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berührt den kleineren Bogen BB^ in F\ eine Gerade durch C 
und _L AG trifft AB, AB^, DE resp. in ff, G^, H\ BJ LGG^, 
EK A, GG^. Zu beweisen: 

l.DC^ =BE'BG', S.GC^ = BG'EGi', 6, HC^ ^HB-HE-, 
2.EC^=EB'EGi; 4.BC^ = BJ'JK; ß. HF^ = HJ HK] 

Beweis: (G.) 

(138) Bauer XII, 36. XII, 360. 

16« Ohne Einführung goniometrischer Funktionen zu beweisen, 
dafs die begrenzte Tangente BE ihren Minimalwert besitzt, wenn 
sie in F halbiert ist. — Unter der gleichen Bedingung wird auch 
i)ff + ^^i ^^^ Minimum, und AB -}- AE ein Maximum oder 
Minimum, je nachdem F in dem kleineren oder gröfseren Bogen 
BBi liegt. Vergl. Nr. 15. 

Beweis: (G.) 

(139) Bauer XII, 36. XH, 360. 

17. Wenn a + ß + y = 90^ ist, so ist (tg a + tg ß) 

(ig a + tg y) = sec a*. Anwendung :Es ist BG'EGi={BG + BF) 

(B^G + FE)=f^{tga + igyi) (tga + tgyj), wobei cc + y^ + y^ 

= 90®; folglich BG • EG^ = (r seca)^ = GC^, was mit Nr. 15, 3 

übereinstimmt. Vergl. Nr. 15. 
Beweis: (T. R.) 

(140) Bauer XII, 36. XII, 360. 

18. Wenn yi + /s "'*' y> ^^ ^^^^ 

1 \ 4 A4. 2 sin y 

1) igyi + tgya = C08y + C08(y7^^^^' 

2) tgyi + tgyg = 1 1^ = i f— ' 

cosyy« — 8my(yi-yj)* coß ^Cy^— y,)*— em^y* 

Ist daher y konstant, so erlangt tgyj + ^Sy2 ^®^ Minimalwert 

2 tg yy, wenn y^ = y» = yy» Anwendung: BE = BF + FE 

== r (tg y^ + ^S yi) erhält den kleinsten Wert, wenn y^ -|- y^ = y 

= BCE =^ ^BCB^^ ist von der Lage von BE unabhängig. 

Vergl. Nr. 15. 

Beweis: (T. R.) 

(141) Bauer XII, 36—37. XII, 361. 

19. Gegeben ein Kreis (Mittelpunkt 0), welcher einen ge- 
gebenen Halbkreis (Mittelpunkt M) in F und seinen Durchmesser 
AB in G berührt; von A und B sind an den Kreis Tangenten 
gezogen, welche sich in C schneiden; femer noch CB J^AB, Zu 
beweisen, dafs -4(7+J5(7 = J.J? + CB^ je nachdem der Kreis 
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den Halbkreis von innen oder aufsen und resp. den Durchmesser 
selber oder seine Verlängerung berührt. 

Beweis: (G.); (Cx. T.); (T. R.) 

{104) Educ. Times. XIII, 127. 

20« An einen Kreis K sind in den beiden Endpunkten des 
Durchmessers AB Tangenten a und h gelegt. Die Schenkel eines 
rechten Winkels, dessen Scheitelpunkt Ä ist, schneiden h in C 
und 2); von C und D sind an K zwei Tangenten gelegt, welche 
sich in P und a in ^ und H schneiden. 1) Die Diagonalen des 
Trapezes CD HF schneiden einander in einem Punkte M von AB 

so, dafs ÄM=\AB ist. 

Beweis: (G.) 

(15^^) Joum. 616m. XIV, 358. 

21. Gegeben ist ein Kreis mit dem Durchmesser AB = 2r 
und auf letzterem der Punkt (7; an den Kreis sind in A und B 
die Tangenten AP und BQ und eine dritte bewegliche Tangente 
FQ gelegt. Fällt man nun OD _L PC und OE ±.QC und schneiden 
sich AB und DE in F, so ist 1) der Punkt F fest und 2) ist 
GF Gegenmittellinie im A CGOj wo G der Punkt ist, in welchem 
die auf AB in. C errichtete Senkrechte den Kreis trifft. 

Beweis: (G.) 

(383) Journ. 616m. XX, 35. 

ß. Über Kreise, welche einander schneiden 

oder berühren. 

22« Gegeben sind zwei einander rechtwinklig schneidende Kreise 
und 0\ Ein Radius in schneide die gemeinsame Sehne in I 
und den Kreis 0' in D und C (D zwischen und J), so ist, 
wenn AB eine beliebige durch I gehende Sehne des Kreises 
ist, CI Gegenmittellinie des Dreiecks ABC, 

Beweis: (G.) 

{550) Educ. Times. XXIII, 514. 

23« Gegeben zwei Kreise K und K\ welche einander in C und D 
schneiden. Zieht man in dem einen Ereis K' die Sehne CB be- 
liebig, schneidet BD den Kreis K zum zweiten Male in A und 
zieht man in Kreis K die Sehne ^JE7 parallel BC^ so ist EC 
Tangente an Ereis K\ 

(22) Binder VI, 62. — 

24, Um einen Punkt auf einem Kreise mit dem Durch- 
messer OE beschreibt man einen Ereis, welcher den ersteren in 
den Punkten. A und B trifft; dann verbindet man irgend einen 
Punkt C des zweiten Kreises mit den Punkten A^ B^ E durch 



126 B. Planimetrie. I. Lehrsätze. 

Gerade, welche den ersten in den Punkten F, D^ G- schneiden. 

1) Die Geraden EF^ ED sind bezüglich parallel mit C7J5, CA, 

2) Die Gerade CE bildet mit den Seiten des Dreiecks CAB die- 
selben Winkel wie die durch die Ecke C gehende Mittellinie. 

3) Die Gerade CG ist mittlere Proportionale zwischen GÄ und GB. 

(8,) Nouv. Ann. X, 15. — 

25. (Im Anschlufs an G. III, Nr. 21.) Teilt M die Strecke 
PiP^'t ^^^cih^ ^16 beiden sich in A und B schneidenden Kreise K^ 
und K2 auf einer durch A gehenden Geraden bestimmen, in dem 
konstanten Verhältnis Jif P^ : MP2 = i>i : i>2 > so liegen die Teil- 
punkte M aller durch A gehenden Geraden auf einem Kreise, 
welcher durch A und B geht und dessen Mittelpunkt die Centrale 
K1K2 im Verhältnis OK^ : OK^ =Pi'P2 teilt. 

Beweis: (G.); (K. M.) 

(1029) Geiger XXH, 198. XXH, 591. 

26« Wenn drei durch einen Punkt gehende Kreise so gelagert 
sind, dafs ihre drei weiteren Schnittpunkte auf einer Geraden 
liegen, so mufs der gemeinschaftliche Schnittpunkt der drei Kreise 
auf dem durch ihre Mittelpunkte gehenden Kreise liegen. 
Beweis: (R. K.^; (G. R.); (P: G.); (G. 2.) 
(1252) BüCKiNG XXV, 49. XXV, 428. 

27« Ein System von Kreisen berühre sich in einem Punkte 
und durch diesen Punkt sei noch ein weiterer Kreis gelegt. Ver- 
bindet man nun irgend einen Punkt dieses letzteren Kreises mit 
den Schnittpunkten dieses Kreises mit den Kreisen des Systems, 
so liegen die zweiten Schnittpunkte dieser Linien mit den Kreisen 
des Systems auf einer geraden Linie durch den Berührungspunkt 
der Kreise. 

Beweis: (G. 2); (G. T.) auch durch (P. G.) leicht ausführbar. 

(581) Sporer XVII, 111. XVII, 521. 

28. Nimmt man in dem Trapez ABCDj dessen Diagonalen 
sich rechtwinklig in P schneiden den Punkt P' symmetrisch zu P 
in Bezug auf die Mittellinie MN (Verbindungslinie der Mittel- 
punkte der nichtparallelen Seiten AD und J5C und zwar M auf AD), 
so berühren sich die Kreise P'CD und P'AB mit den Mittel- 
punkten und 0' in P'. 

Beweis: (P. L.) 

{389) Joum. 616m. XX, 197. 

y. Harmonische Verhältnisse am Kreise. 

29« Zieht man yon zwei Punkten eines Kreisdurchmessers, 
welche in Bezug auf den Kreis harmonisch zugeordnet sind, zwei 
Sekanten nach demselben Punkte der Peripherie, so steht die Ver- 
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bindangslinie der beiden Durchscbnittspunkte auf dem Durcbmesser 
senkrecbt. 

Beweis: (G.) auch durch (H. B.) ausführbar. 

(188) Stammbb XII, 432. XHI, 278. 

30« An den gegebenen Kreis K ist in C eine Tangente ge- 
legt und von K nach derselben eine Gerade KB gezogen, welche 
den Kreis in A trifft. CK treffe den Kreis noch in E und EÄ 
die Tangente in D; errichtet man noch auf CB in D eine Senk- 
rechte, welche KB in F trifft, so sind JT, F, Ä^ B harmo- 
nische Punkte. 

Beweis: (G.) 

(276) Joum. 616m. XVI, 507. 

31. OX und OY seien zwei aufeinander senkrechte Radien 
eines Kreises, femer OA und OB zwei zur Halbierungslinie des 
Winkels XOY symmetrisch liegende Radien. Treffen nun die 
Parallelen durch ^ zu OX und OY den Radius OA in I und K, 
so sind I und K Pole des Kreises 0. 

Beweis: (G.) 

(542) Educ. Times. XXIII, 512. 

32« Legfc man an den Umkreis des Dreiecks ABC, dessen 
Mittelpunkt sei, in J., J5, (7 Tangenten, so erhält man A AB' C^\ 
AA\ BB\ CC\ welche sich in K schneiden, treffen den Umkreis 
resp. in A'\ B'\ (7"; ferner seien A''\ B"\ C" die Seitenmittel- 
punkte. Dann schneiden sich die Kreise -äJ."J.'", BB" B"\ CC'^C"' 
in zwei Punkten. 

Beweis: (H. B.) 

{387) Mathesis. XX, 197. 

33. Konstruiert man über dem Radius ME eines gegebenen 
Kreises M als Durchmesser einen Kreis und trifft ein beliebiger 
Durchmesser AB des Kreises M den kleinen Kreis in C und die 
gemeinschaftliche Tangente beider Kreise in Z), so sind u4, J9, C, D 
harmonische Punkte. 

Beweis: (H. B.) 

(937) Salomon XXI, 116. XXI, 116. 

8, Über Potenzialität und Ähnlichkeit der Kreise. 

34. A^ B^ C seien die Mittelpunkte dreier Kreise, welche 
sich in A^^ A^^ J?i, B^^ C/^, Cg schneiden {B und C in A^ und A^ u. s. w.). 
Beschreibt man um den Radikalpunkt der Kreise irgend einen Kreis, 
welcher ^C in a und a^^ AC m ß und j5„ AB in y und y^ trifft, 
80 ist stets A^a = J-j«! = ^.g« = A^a^ = B^ß = B^ß^ = i^g/^ 



128 ß- Planimetrie. I. Lehrsätze. 

= B^ßi =^ Cyy = C^yi = C^y = C^y^^ (einen speziellen Fall gab 
Steiner Band II, 345, 1). 

Beweis: (G. R.) 

(537) Sporer XVI, 430. XVII, 199. 

35. Zieht man durch einen beliebigen Funkt P in der Ebene 
eines Dreiecks 

a) die Parallelen, 

b) die Antiparallelen zu den Seiten, 

welche dieselben bezw. in X, X'; F, Y' und Z, Z' schneiden, so 
ist PX . PX' + PY ' PY' + :PZ ' PZ' gleich der Potenz des 
Punktes P in Bezug auf den Umkreis. 

Beweis: a) (G. T. 2); (G. R. 2) und mit Benutzung physik. 
Beziehungen, b) (Folgerung aus a) und (G.) 

(1098) Fuhrmann XXIII, 125. XXIII, 504. 

36. Fällt man von einem beliebigen Punkt P in der Ebene 
eines Dreiecks ABC 6i% Lote PD, FE, FF bezw. auf BC, CA, AB, 
so verhält sich A JDEF zu A ABC wie die Potenz p* des 
Punktes P in Beziehung auf den Umkreis {M, r) von ABC zum 
Quadrat des Ereisdurchmessers. — Bekannter Spezialfall: P auf 
dem Ereisumfange. 

Beweis: (G. T. 5.) 

(1048) Weinmeister XXII, 351. XXIII, 119. 

37. Der reciproke Wert der gemeinschaftlichen Potenz dreier 
einander rechtwinklig schneidender Ereise ist (absolut genommen) 
gleich der Quadratsumme der reziproken Radien: 

Beweis: (G. R. 3.) 

(753) EoBER XIX, 98. XIX, 503. 

38. Die Summe der reciproken Potenzen von vier gegebenen 
Punkten je in Bezug auf den Ereis, der durch die drei übrigen 
geht, ist Null. 

Beweis: (G. R.); (E. M.) 

(818) Stoll XIX, 589. XX, 342. 

39. Wenn zwei Ereise mit den Mittelpunkten A und B ein- 
ander von aufsen in 0, und eine gerade Linie in den Punkten 
2) imd E berühren; wenn mau femer durch C eine beliebige 
Gerade zieht, welche die Ereise zum zweiten Mal in F und Q 
schneidet, so werden sich FB und CE in H rechtwinklig, und 
zwar so schneiden, dafs FH gleich der Tangente von F an Ereis B, 
GH gleich der Tangente von G an Ereis A ist. 

Beweis nur angedeutet. 

(10) Binder V, 287. V, 471. 
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40« Beschreibt man über den Diagonalen eines Trapezes als 
Durohmessern zwei Kreise, so geht ihre Fotenzlinie durch den 
Schnittpunkt der nicht parallelen Seiten.^) 

Beweis: (G.); (G. T.). Folgerung aus dem Bodenmiller- 
schen Satz. 

(610) KoBER XVn, 366. XVni, 127. 

41. Wenn man über jeder Diagonale eines Trapezes AB CD 
als Durchmesser einen Ereis beschreibt, so steht die Potenzlime 
derselben senkrecht auf den parallelen Seiten und geht durch den 
Schnittpunkt JE der nicht parallelen Seiten AD und BC. 

Beweis (G.) 

{388) Educ. Times. XX, 197. 

42/ Durch die Diagonale AD ist das Fünfeck ABC DE in 
das Viereck AB CD und das Dreieck DCA zerlegt worden; von 
dem Vierecke mögen sich die Gegenseiten AB und CD in F^ 
sowie BC und DA in Q schneiden, aufserdem sind die Geraden 
jEJjI, EB^ EC, ED gezogen, welche die Gerade FC in den 
Punkten A\ B\ C\ D' treffen; es gilt dann der bemerkenswerte 
Satz, dafs die drei Ereise über den Durchmessern A^C\ B'D\ 
FQ sich in nur zwei Punkten schneiden, also eine gemeinschaft- 
liche Potenzlinie haben. 

Beweis: (P. G.). 

(1341) ScHLÖMiLCH XXV, 589. XXVI, 425. 



IL Aufgaben.**) 

§ 6. Über die geometrischen Proportionen 
zwischen den gegenseitigen Abständen von 4 auf einer 

Geraden liegenden Punkten. 

!• Wenn 4 Punkte A, B^C^D m der alphabetischen Reihen- 
folge auf einer Geraden liegen; wieviel gegenseitige Abstände 
(Strecken) erhält man? — 6. Warum und wie heifsen dieselben? 

3« Wieviel Paare ohne Wiederholung lassen sich aus diesen 
Strecken bilden? — 15. Warum und welche sind es? 

*) Beschreibt man über den nicht parallelen Trapezseiten als Durch- 
messem Ereise, so geht ihre Potenzlinie durch den Schnittpunkt der 
Diagonalen. v. Jettmar. 

**) Vergl. ZsBLAi^a: Über eine besondere Art planimetriscber Auf- 
gaben n, 338. Simon: Vereinfachtes Verfahren, flächengleiche Figuren 
m eine möglichst kleine Zahl paarweise kongruenter Teile zu zerlegen. 
XIX^ 401 — 408; Simon: Geomel^sche Eonstruktionen ohne Zirkel XXIl, 
81—90. 

Aufgabentammlnng a. Zditsclir. f. math. n. nat. Ünterr. 9 
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3« Wenn von diesen 15 Paaren je zwei (ohne Wiederholung) 
gleichgesetzt werden; wieviel Fälle erhält man dann? — 45. Warum 
und wie lauten dieselben? 

4« Wenn man diese 45 gleichgesetzten Paare als geometrische 
Produkte, also als Eechtecke, nimmt; welche Fälle sind unmög- 
lich, oder unbestimmt und warum? Wieviel Fälle bleiben noch 
übrig ( — 29 — ) und welche sind es? 

6. Da es keinen Unterschied im absoluten Werte der Strecken 
macht, wenn man dieselben in der Bichtung von A nach 2), oder 
in der von D nach Ä hin nimmt, so werden von den 29 Fällen 
sich 28 auf 14 reduzieren. Denn AB und CD können als End- 
strecken, AC und BD als Doppelstrecken vertauscht werden, 
während BC jedenfalls die Mittelstrecke und AD die ganze 
Strecke bleibt. 

Die hiernach zusammengehörigen Fälle sollen zusammengestellt 
werden. Es bleibt AB • CD = AD • BC übrig, also die sogenannte 
harmonische Proportion AB : BC = AD : CD^ welche schon hier- 
durch sich als einen charakterischen Fall kenntlich macht. 

6« Bildet man aus den bis jetzt noch übrig gebliebenen 
geometrischen Produkten die geometrischen Proportionen, so lassen 
sich durch gehörige Umformung aus der harmonischen Proportion 
2 und aus jeder der anderen 14 je drei stetige Proportionen ab- 
leiten. — Die Ableitung dieser stetigen Proportion soll ausgeführt 
werden. 

7« Hierbei wird sich ergeben, dals in 2 Fällen überein- 
stimmende Resultate erhalten werden und ein Paar in einer blofsen 
Vertauschung der Endstrecken besteht. — Welche Fälle sind dies? 

8« Es werden also mit Einschlufs des harmonischen nur noch 
12 Fälle übrig bleiben. 

Es sollen diese so geordnet und in Worte eingekleidet wer- 
den, dafs l) die Mittelstrecke, 2) die ganze Strecke, 3) die End- 
strecke und 4) die Doppelstrecke als mittlere Proportionale ans 
den betreffenden Strecken angegeben wird. Die harmonische Pro- 
portion soll den Schlufs bilden. 

9. Wenn von den 4 Punkten 3 gegeben sind und der vierte 
durch Konstruktion gefanden werden soll; in welchen Fällen — 
die harmonische Proportion soll zunächst unberücksichtigt bleiben — 
läfst sich dieser Punkt einfach durch Konstruktion der vierten, 
oder dritten, oder mittleren Proportionale finden? Die Konstruk- 
tionen sollen ausgeführt werden. 

10« In den übrigen Fällen läfst sich die Konstruktion unter 
Anwendung des Tangenten- und Secantei^- Satzes leicht finden. — 
Diese (17) Fälle sollen ausgeführt und die Richtigkeit der Kon- 
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Btruktion unter Anwendung des Tangenten- und Secanten- Satzes 
bewiesen werden. 

11. In einigen Fällen erhält man für den gesuchten Punkt 
2 Stellen. — Welche Fälle sind dies? 

13. Wie lälst sich ohne harmonische Strahlen zu drei ge- 
gebenen Punkten der vierte harmonische finden? 

Anhang: 1) Wie findet man -B, wenn ÄÖ = CD ist und 
AB ' BD = 2ÄD'BG sein soll? 2) Desgleichen (7, wenn 
BD^ ^ AB ' AB ist und AB > AG = AB - BC sein soll? 
3) Desgleichen A, wenn J5(7= CD ist und AB'AD = 2 BCBD 
sein soll? 

(52) Emsmann IX, 201—202. (Sem.- Arbeit f. Primaner.) — 



§ 7. Konstruktion von Punkten, die auf einer oder 

mehreren Geraden liegen. 

1. Auf einer Geraden sind vier Punkte gegeben; einen fünften 
Punkt auf derselben so zu bestimmen, dafs das Produkt seiner 
Abstände yon zwei derselben zum Produkt seiner Abstände von 
den beiden andern sich verhalte, wie der Abstand zwischen den 
ersten Punkten zum Abstand zwischen den andern. 

(37) Stammer VI, 299. — 

3. Eine Strecke ain3,4,5,...n Teile zu teilen, so dafs 
jeder Teil die mittlere geometrische Proportionale zwischen dem 
folgenden und der Summe des Teiles und folgenden Teiles ist. 
(Erweiterung des goldenen Schnittes.) 

Lösung: (G.); (B.)- 

(662) SziMANYi XVIII, 132. XVIII, 501. 

3. Gegeben die Strecken AB^ -^i^n ^2-^2' ^^® Punkte X, 
Z^, X^ so zu bestimmen, daüs sie auf einer Geraden liegen, dafs 
ZXi = ZjXj und dafs A XAB ~ Xy^A^B^ o^ X^A^B^. 

Auflösung: (G.). 

{223) Tidsskrift. XV, 526. 

4. Gegeben sind zwei Punkte A und JB, und eine Gerade X; 
man soU auf L einen Punkt P so bestimmen, dafs die Halbierungs- 
linie des Winkels ABB eine gegebene Richtung hat. 

Lösung: (G.). 

{303) Tidsskrift. XVH, 527. 

5. Gegeben ist ein Punkt A und <^ XD Y\ man soll auf 
den Schenkeln DX und DY die Punkte B und C so bestimmen, 
dafs AB = AC\mdi^ BAG = a ist. 

Lösung: (G.). 

{635) Mathe8is. XXV, 52. 
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6. Zwei Punkte A und J9, sowie eine Gerade ÄX sind ge- 
geben. Man soll auf ÄX einen Punkt C so bestimmen, dafs das 
Produkt aus den Projektionen CÄ^ und CB^ von CA und CB 
auf die Halbierungslinie des Winkels ACB = y gleich li? ist. 

Lösung: (R.). 

{666) Educ. Times. XXV, 198. 

7. Durch A und B gehen die Geraden a und &. Man soll 
auf 5 die Punkte X und F so wählen, dafs J5X= BF ist und 
^ Z^ Y durch a halbiert wird. 

Lösung: (G. 2); (R.). 

(1277) BücKiNG XXV, 192. XXVI, 19. 



§ 8. Eonstrnktion von Geraden, die dnrcli einen 

gegebenen Punkt gehen. 

1. Gegeben sind vier yon einem Punkte ausgehende Strahlen 
und ein Punkt P. Es soll durch P eine Gerade, welche die vier 
Strahlen nach einander in J., B, (7, 2) schneidet, so gezogen 
werden, dafs von ihren drei zwischen den Strahlen liegenden Ab- 
schnitten die beiden änfseren einander gleich werden (also 
AB = CJ)\ 

Lösung: (G. 3); (P. G.). 

(88) V. LüHMANN X, 352. XI, 198; XII, 262. 

3. Eine Gerade zu ziehen, welche vier gegebene von einem 
Punkte ausgehende Strahlen so schneidet, dafs yon ihren drei 
zwischen den Schenkeln liegenden Abschnitten die beiden äufseren 
zwei gegebenen Strecken bezüglich gleich sind. 

Lösung: (G.); (P. G.). 

(89) V. LüfHMANN X, 352. XI, 269. 

3. Im b.ABG ist ^AGB durch CD und CE in drei 
gleiche Teile geteilt, so dafs auf J.J9 die Abschnitte AB^ DE 
und EB entstehen. -^ACB^ sowie AB und EB sind der Grölise 
nach gegeben. Das Dreieck ist zu konstruieren. 

Lösung: (G.). Besonderer Fall von Nr. 2. 

{U7) Journ. 616m. XIV, 103. 

4. Durch einen gegebenen Punkt drei Gerade von ge- 
gebener Länge so zu ziehen, dafs ihre Endpunkte die Ecken eines 
gleichseitigen Dreiecks bilden. 

Lösung: (G.). 

{96) Journ. 616m. XIII, 36. 

5. Gegeben sind eine Gerade L und drei Punkte A^ B, C, 
Man soll von C aus nach L zwei gerade Linien CM und CN, 
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welche einen gegebenen Winkel einschlief sen, so ziehen, dafs AM 
und BN denselben Winkel einschliefsen. 

Lösung: (P. G.). 

(J231) Tidsskrift. XV, 528. 



§ 9. Aufgaben über Dreiecke, Punkte nnd Strecken 

im Dreieck. 

a. Das reditwinklige Dreieck. 

a. Berechnungen. 

1. Wie müssen sich in einem rechtwinkligen Dreieck die 

Seiten a?, y und ß = "j/a;^ + y^ zu einander verhalten, wenn y das 
harmonische Mittel zwischen x und ß sein soll?*) 

Lösung: (R.). Gleichung vierten Grades. 

(480) ScHLÖMiLCH XVI, 124. XVI, 426. 

3. Das Verhältnis der Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks 
zu bestimmen, wenn der Schwerpunkt auf dem Inkreise liegt. 
Lösung: (E.). 

(687) Mathesis. XXV, 517. 

3. Es soll die Form desjenigen rechtwinkligen Dreiecks be- 
stimmt werden, bei welchem sich die Hülfslinien des Euklidischen 
Beweises des Pythagoreischen Lehrsatzes wie l : 1 verhalten. 

Lösung: (E.) ]/2> A> y}/2. 

(1120) Emmerich XXIH, 271. XXIV, 17. 

4. Ein rechtwinkliges Dreieck ABC zu berechnen, wenn man 
die Summe p der beiden Katheten kennt und die Summe m der 
beiden Geraden, welche von dem Scheitelpunkt A des rechten 
Winkels ausgehend, die Hypotenuse in drei gleiche Teile teilen. 

Lösung: (E.). 

(688) Mathesis. XXV, 518. 

5. Es sei ABC ein Dreieck, in welchem -^ A ein rechter 
ist, und ^ B doppelt so grofs wie -^ 0. Man konstruiert aufser- 
halb des Dreiecks ABC 1) über der Hypotenuse BC das Quadrat 
BCDE'^ 2) über der Seite AB das gleichseitige Dreieck ABF-, 
3) über der Seite AC das gleichseitige Dreieck ACQ, Man ver- 
bindet F mit Q und F mit E, Die Hypotenuse J5(7 sei = a und 
man soll berechnen 1) die Seiten AB^ AC des Dreiecks ABC\ 

*) Geometrisch lautet die Aufgabe folgendermafsen: Aus dem 
Mittelpunkt M eines Ejreisquadranten AMB einen Strahl MXZT {X 
Hege auf dem Bogen AB, Z auf der Tangente in B und T auf der 
Tangente in A) so zu ziehen, dalE XY ^^ 2 XZ ist. Abtzt. 
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2) die Entfernung des Punktes G von der Geraden ÄF'^ 3) die 
Fläche des Vierecks EFGD. — In den gefundenen Formeln soll 
die Hypotenuse a = 5 m gesetzt werden. 

(5^) Nouv. Ann. X, 14. — 

6. Die drei Seiten a, 5, c {a'^h'^'c) eines Dreiecks sind 
gegeben; die Gröfse x zu bestimmen, welche man von jeder Seite 
abschneiden mufs, damit das Dreieck, welches a — flj, h — o;, 
c — a; zu Seiten haben würde, rechtwinklig ist. 

(^2) Nouv. Ann. X, 353. — 

ß, Konstruktionen. 

7. Ein rechtwinkliges Dreieck (Katheten a und &, a > 6, 
Hypotenuse c) zu konstruieren, dessen Inhalt sich nicht ändert, 
wenn man a und h durch ihre Summe und ihre Differenz ersetzt 
und wenn aufserdem 

a) die Höhe /t, 

c) 5, 

d) ein Hypoteuusenabschnitt gegeben ist. 

Lösung: (E); (G.). 

(363) Harmuth XV, 125. XV, 433. 

8. Ein rechtwinkliges Dreieck (Katheten a und &, a > &, 
Hypotenuse c, p und Qj p > q, die von der Höhe auf der Hypo- 
tenuse gebildeten Abschnitte) zu konstruieren, dessen Inhalt sich 
nicht ändert, wenn man p und q durch ihre Summe und ihre 
Differenz ersetzt, und wenn aufserdem 

a) die Höhe h^ 

b) c, 

c) a, . 

d) p gegeben ist. 

Lösung: (R. 2). 

(364) Harmüth XV, 125. XV, 434. 

9. Drei durch einen Punkt gehende Geraden Jl, B und C 
sind gegeben; man lege einen rechten Winkel so, dafs sein Scheitel 
auf einer der Geraden z. B. B liegt und seine Schenkel bis zu 
den beiden anderen Geraden gleiche Länge besitzen. 

Lösung: (G. 2); (T. R.). 

(1247) RuLF XXV, 48. XXV, 425. 

10. Gegeben Kreis E und innerhalb Punkt G\ man soll ein 
rechtwinkliges Dreieck ABC so konstruieren, dafs der Scheitel des 
rechten Winkels auf den Punkt C fällt und die Punkte Ä und B 
auf die Peripherie fallen, wenn gegeben 
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a) die Hypotenuse c [Lösung: (Gr.)], 

b) die Höhe h [Lösung: (G. 3); (R.)], 

c) das Verhältnis der Katheten oder ein spitzer Winkel ß, 
[Lösung: (G. 3)]. 

Vergl. Nr. 65, a — c. 

(392—394) v.Fischer-BenzonXV,290. XV, 608— 609. 

11. Ein bei G rechtwinkliges Dreieck ABC zn konstruieren, 
wenn gegeben die Höhe CD = h und das Stück CA' =* d^ welches 
durch die Halbierungslinie AA' des Winkels a auf BC ab- 
geschnitten wird. 

Lösung: (G. 5); (E.). 

(634) Mathesis. XXV, 51. 

12. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, wenn die 
Hypotenuse gegeben ist und die Differenz der Quadrate der 
Katheten dem Quadrate der doppelten Höhe gleich sein soll. 

Lösung: (G. 2). 

(71) Emsmann X, 119. X, 269. 

13. Ein rechtwinkliges Dreieck ABC (y = 90®) zu kon- 
struieren, wenn die gröfsere Kathete (&) gegeben ist und die 
Summe aus den Quadraten der kleineren Kathete und dem an ihr 
liegenden Höhenabschnitt gleich dem halben Quadrat über der 

Hypotenuse werden soll (a^ + jBD^ = Y c^j • 

Lösung: (ß. 2); (G. 2). 

(272) Emsmann XIV, 33. XIV, 354 

14. Ein rechtwinkliges Dreieck zu konstruieren, von welchem 
die Seiten e und f der beiden eingeschriebenen Quadrate gegeben 
sind (e Seite des Quadrats über der Hypotenuse). 

Lösung: (G. 3) 5 (P. G.), auch durch (R.) ausführbar. 
(193) Journ. ^16m. XH, 433. XHI, 281. 

b. Das gleichseitige und gleiohsohenklige Dreieok. 

a. Berechnung. 

15. In einen Kreis ist ein gleichseitiges Dreieck ABC ge- 
zeichnet. Eine Sehne CD = h teilt AB in zwei Abschnitte, 
welche sich wie 3 : 2 verhalten. Man soll den Badius r des 
Kreises durch h ausdrücken. 

Lösung: (B.). 

{68J2) Nyt Tidsskrift. XXV, 516. 

ß, Konstruktionen. 

16. In welcher Stellung zur Projektionsachse mufs ein gleich- 
seitiges Dreieck orthogonal projiziert werden, damit ein Dreieck 
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Ä^BiCi entsteht, dessen Schwerliniendreieck A^B^C^ ihm ähn- 
lich wird? 

Lösung: (R.). Vergl. B § 1 Nr. 99 und E § 4 Nr. 5 und 8. 
(830») Artzt XX, 32. XX, 426. 

17. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren aus der 
Grundlinie AB = c und der Halbierungslinie Wa eines Winkels 
an der Grundlinie. 

Lösung: (E.). 

(65J2) Mathesis. XXV, 198. 

18. Ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen aus der Basis 
c und der Halbierungslinie m des Basiswinkels. 

Lösung: (G. 2); (T. R.). 

(1292) Krüger XXV, 279. XXVI, 105. 

19. Ein gleichschenkliges Dreieck ^J^C zu konstruieren aus 
einem Schenkel CA = CB = a und der Summe s aus der Basis 
c und ihrer Projektion p auf , einen Schenkel. 

Lösung: (R.). 

(653) Educ. Times. XXV, 198. 

30. Ein gleichschenkliges Dreieck zu zeichnen aus dem Um- 
fange u und der Mittellinie t zum Schenkel. 

Lösung: (G.); (R.); (G. T. 2). 

(1278) Emmerich XXV, 192. XXVI, 19. 

31. In den gegebenen Kreis (0, r) ein gleichschenkliges 
Dreieck ABC so zu zeichnen, dafs die Summe der Entfernungen 
des Mittelpunktes von den drei Seiten gleich s ist. 

Lösung: (R.). 

{684) Mathesis. XXV, 516. 

33. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren aus der 
Höhe ha auf einen Schenkel und der Summe Qo -{^ Q der Radien 
des Ankreises zur Grundseite und des Inkreises.*) 

Lösung: (G. 5); (T. R.). 

(459) t XVI, 25. XVI, 348. 

33. Ein gleichschenkliges Dreieck zu konstruieren aus der 
Differenz a — c des Schenkels und der Basis, und der Summe 
Qa '{' Q <^6i' Radien des Ankreises zum Schenkel und des Inkreises. 

Lösung beruht auf Dreiteilung des Winkels. 

(498) Emmerich XVI, 273. XVI, 588. 



*) Ähnlich sind die Aufgaben: Ein gleichschenkliges Dreieck zu 
konstruieren aus h^, Q und Ä^, q^. XVI, 348 m. Lösung. Hülsen. 
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24. Ein gleichschenkliges Dreieck ABC (Spitze A) zu kon- 
struieren, dessen Höhenschnittpunkt H in der Mitte der Höhe AD 
liegt, wenn der Eadius a) des Inkreises, b) des Ankreises an ^(7 
gegeben ist. 

Lösung: (G. 4); (R.). 

(905) Salomon XX, 593. XXI, 346. 

25. Ein gleichschenkliges Dreieck ABC (AC = BC) zu 
konstruieren, von welchem der Eadius des um dasselbe beschrie- 
benen Kreises gegeben ist^ wenn an der Basis ^^ ein Dreieck 
ABB {p auf AÜ) ^0 abgeschnitten werden soll, dass der yon 
der Höhe GQ- des gleichschenkligen Dreiecks übrig bleibende 
Teil CF 

a) der gegebenen Höhe BE des abgeschnittenen Dreiecks 
gleich, 

b) gleich der Hälfte dieser Höhe, 

c) gleich — dieser Höhe sein soll, 

Lösung: (G. 2); (E.). 

(236) Emsmann Xm, 283. XIV, 183. 

26. Dieselbe Aufgabe wie No. 25 mit dem Unterschiede, dass 
ABB an AB angelegt werden soll. (Z) auf der Verlängerung 
Yon OB) 

Lösung: (E.). 

(237) Emsmann xm, 283. XIV, 184. 

27. Ein gleichschenkliges Dreieck von gegebener Höhe zu 
konstruieren, dessen Grundlinie auf einer gegebenen Geraden liegt 
und dessen Schenkel durch zwei gegebene Punkte gehen. 

Lösung: (G. 2). 

{221) Tidsskrift. XV, 525; 614 Berichtigung. 

28. Ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Basis AB 
zu zeichnen, wenn gegeben die beiden Brocard'schen Punkte Sl^ Sl' 
und auf dem Mittellot yon i^i^' 

a^ der Schwerpunkt G^ 

b) der Grebe'sche Punkt K. 

Lösung: a) (G. 2); b) (G.); (G. T.). 

(1004) Emmerich XXII, 25. XXII, 429. 

c. Das ungleichseitige Dreieck. 

er. Strecken oder Winkel sind der Gröfse nach gegeben. 

29. Ein Dreieck ABC zu konstruieren, von welchem man 
die beiden Seiten AB und AC kennt und die Halbierungslinie 
AD des Winkels A. 

(6^) NouY. Ann. X, 353. — 
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30. Ein Dreieck zu zeichnen aus den beiden Seiten a und 
h'^ die dritte Seite c soll gleich der zugehörigen Höhe hc sein. 

Lösung: (G. 2); (T. R. 2). 

{93) Joum. 616m. XIII, 35. 

31. Ein Dreieck, in welchem a<s2j3 ist, zn konstruieren 
aus c und hc. 

Lösung: (G.). 

{144) Joum. 616m. XIV, 102. 

32. Ein Dreieck zu konstruieren aus c^ u^ a -{- hc» 
Lösung: (G.). 

{145) JouiTi. 616m. XIV, 102. 

33. Ein Dreieck geometrisch zu konstruieren aus zwei Seiten 
a und h und der Linie CO =' m, welche die beiden Seiten gemein- 
schaftliche Ecke C mit d^n Mittelpunkt des eingeschriebenen 
Kreises verbindet. 

Lösung: (G. T.). 

(240) Joum. ^lem. Xm, 283. XIV, 185. 

34. Zur Konstruktion eines Dreiecks ABC ist gegeben AB, 
die Transversale CD = Wc, welche -«^ y halbiert; fällt man femer 
AI ± CD und BE ± AF, so soll 

1) BE = CD, 

2) BE^^ CD, 

3) BE=2CD, 

4) BE = nCD 

sein. 

Lösung: (G. 3); (E. 2). 

(238 und 239) Emsmann XIII, 283. XIV, 184. 

36. Ein Dreieck zu zeichneu aus einer Seite c und den 
Projektionen p und q der beiden anderen Seiten bezüglich auf- 
einander. 

Lösung: (G.); (P. G.); (R.); (G. T.). 

(1039) Krüger XXH, 274. XXIII, 44. 

36. Ein Dreieck ABC aus c und hc zu konstruieren, wenn 
(3 tg a — tg ßf = 3 (tg a + tg ßf werden soll und 1) die Höhe 
hc in das Dreieck fällt, 2) auf serhalb desselben liegt. 

Lösung: (G. T. 2). 

(533) Emsmann XVT, 430. XVII, 197, 195.*) 



*) Vergl. XVII, 278 Kopf d. Aufg.-Repert. 
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37. Ein Dreieck zu konstruieren aus fe + c, a + Ä«, -^ a. 
Lösung: (G. 2). 

(26) Binder VI, 159. (Aus Diesterweg: Geom. Aufgaben.) 

VIII, 216. 

38. Ein Dreieck zu konstruieren aus a + h -{' c f= 2s^ 
<^ a und der Mittellinie ta. 

Lösuner (G. T. 2). 

(633) ^End XVII, 525. XVHI, 272. 

39. Ein Dreieck zu konstruieren aus fc, ah, ^(cc — ß), 
Lösung: (G.). 

(17) Fuhrmann VI, 62. VI, 297. 

40. Ein Dreieck zu konstruieren aus U, Wc>, ah, 
Lösung: (G.). 

(18) Führmann IV, 62. VI, 297. 

41. Ein Dreieck zu konstruieren aus einer Seite, der Mittel- 
linie zu derselben und der Entfernung des Pols der gegebenen 
Seite in Bezug auf den mnbeschriebenen Ejreis von der der Seite 
gegenüberliegenden Ecke. 

Lösung: (G.). 

(19) Fuhrmann VI, 62. VI, 297. 

42. Ein Dreieck zu konstruieren ans c, ah, "^ (^ -~ j^). 
Lösung: (G.). 

(20) Binder VI, 62. VI, 298. 

43. Ein Dreieck zu konstruieren aus einer Seite c, der 
Differenz a — ß der anliegenden Winkel und dem Produkt ah 
der beiden anderen Seiten. 

Lösung: (G. 2); (G. T.); (T. R. 2). 

(1030) Fuhrmann XXII, 198. XXII, 592. 

44. Ein Dreieck zu konstruieren aus sednen Mittellinien. 
Hellmann II, 2 1 1 und Brockmann IV, 3 8. 11, 2 1 1 ; IV, 38. 

46. Ein Dreieck zu zeichnen aus einem Winkel y, der Hal- 
bierungslinie Wc desselben und der nach der Gegenseite gezogenen 
Mittellinie U* 

Lösung: (G.). 

{29) Journ. 616m. und (455) Mathesis. 

Xm, 35 und XXI, 196. 

46. Die Au%abe: „Ein Dreieck zu zeichnen aus hc, tc, r^^ 
kann zwei Lösungen ergeben; es sind die Bedingungen hierfür 
aufzustellen. 

Lösung: (R.). 

(532) Hülsen XVI, 430. XVII, 197. 



^Lösung (G.). 
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47. Ein Dreieck zu konstruieren aus 

a : &, Wej hc. Lösung: (G.). 
a : 5 = w : «, We^ Äj. Lösung: (G.). 
a : h = m : n^ Wc^ to, Lösung: (G.). 
a : & =B m : M, Wq^ ta- Lösung: (G.). 
(431-^434) Joum. Ö6m. XXI, 196—196. 

48. Ein Dreieck zu konstruieren aus ho = CD, te = GE 
und a — & : c = «w : «. 

Lösung: (G. 2). 

(5iö) Mathesis. XVm, 38. 

49« Ein Dreieck zu konstruieren aus 

a + u, h + v, ^ (a — /3). 
a — w, & — i;, ^(^—ß)' 

a — w, 5 — V? "^ y« 
{425—430) Mathesis. XXI, 43. 

60. Ein Dreieck zu konstruieren aus einem Winkel y, der 
von seinem Scheitel ausgehenden Mittellinie to und dem Eadius q 
des Likreises. 

Lösung: (R.); (6.). Vergl. F. § 1 Nr. 42. 

(860) Ritsert XX, 274. XXI, 24. 

61. Ein Dreieck aus dem Winkel y, dessen Halbierungs- 
linien gleich sind^ und einer diesem Winkel anliegenden Seite a 
zu konstruieren. 

Lösung: (G.). 

(45) Journ. 6l6m. XI, 368. 

53« Ein Dreieck, in welchem die Halbierungslinien des Win- 
kels y gleich sind, aus einer diesem Winkel anliegenden Seite a und 
dem Fufspunkte F der zugehörigen Höhe zu konstruieren. 

Lösung: (G.). 

(4^) Journ. 616m. XI, 368. 

53. Ein Dreieck zu konstruieren aus a — ß =^ d und den 
Teilen DE und D'E' der inneren und äusseren Halbierungslinien 
des Winkels y, welche zwischen ha und hb liegen. (Z) und D"^ auf 
ha, E und E' auf h.) 

Lösung: (G. T.). 

(2J20) Journ. 616m. XV, 526. 
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54, Ein Dreieck zu konstruieren aus dem Umfange a + 6 + c, 
der Halbierungslinie We des Winkels y und dem Verhältnis a : h 
der einschliefsenden Seiten. 

Lösung: (G.). 

(40) Lieber und v. Lühmann VII, 49. XIV, 696. 

55. Im AäBC sei CD die Halbierungslinie des Winkels 
ACB^ CE Mittellinie und femer sei durch E eine Parallele zu 
JDC gezogen, welche J5C in ^ und AC in. Q- trifft. Das Drei* 
eck ist zu konstruieren aus DE,^D CE = <p und CD : FG = m:n, 

Lösung: (G. 2); (R.). 

(391) Emsmann XV, 290. XV, 607. 

56« Ein Dreieck ABC zu zeichnen, wenn gegeben die Hal- 
bierungslinie w des Winkels A und die Abschnitte AD =^ q und 
BD = jp, in welche die Höhe CD die Seite AB = c =p + g 
zerlegt. 

Lösung: (R.); (G. T.). 

(684) Emmerich XVIII, 277. XIX, 27. 

57. Ein Dreieck ABC zu konstruieren aus der Winkel- 
halbierenden Wa und ihren Abständen m und n von den Ecken 
B und C. 

Lösung: (G. 3); (G. T.). 

(738) Weidenmüller XIX, 32. XIX, 422. 

58. Ein Dreieck zu konstruieren aus der Höhe CD = he<, 
•^ A CB = y und der Summe der von D auf B C und A C ge- 
föllten Senkrechten DE + DJP = 5. 

Lösung: (G. 2). 

(151) Joum. 616m. XIV, 104. 

59. Im Dreiecke ABC ist AD normal zu BC, Man soll 
das Dreieck konstruieren aus AD -{- BD ^= Sj AD '\- DC = $' 
und dem Winkel BAC*) 

Lösung: (G.). 

(41) Binder VII, 49. XIV, 597. 

60. /\ ABC zu konstruieren aus -^ y und den beiden 
Strecken CD = d und CE = e, welche von C ausgehend AB 
im Verhältnis m\nip teilen. 

Lösung: (G. 2). 

{309) Mathesis. XVHI, 38. 



*) Ähnlich ist die Aufgabe: Ein Dreieck zu konstruieren aus 
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61. Im A ABC sei CD eine Höhe. Das Dreieck soll nun 
konstruiert werden aus a, a und BD » BA ^^ qK 

Lösung: (G.). 

(440) Jonm. 616m. XXI, 366. 

62. AABG zu konstruieren aus a — ß = ö und den beiden 
Abschnitten CH und HD , in welche CD = hc durch den Höhen- 
schnittpunkt H geteilt wird. 

Lösung: (G. 2). 

(63J2) Nyt Tidsskrift. XXV, 60. 

63. Ein Dreieck zu konstruieren aus c, <^ ^ und dem Pro- 
dukt q^ der Projektionen yon h und c auf a, 

Lösung: (G.). 

(637) Nyt Tidsskrift. XXV, 62. 

64« Von einem Dreieck kennt man die Basis c, die zu- 
gehörige Höhe hc^ und der Höhenschnittponkt soll von der Basis 

— ho entfernt sein. Man soll das Dreieck zeichnen. 
n 

Lösung: (G. E. 6). 

(801) BuLP XIX, 430. XX, 267 (807 statt 801). 

65. (Im Anschlufs an Nr. 10 a — c). Gegeben Kreis K und 
in der Ebene desselben Punkt C; man soU AABC konstruieren, 
dessen Ecken A und B auf die Peripherie von K fallen, wenn 
gegeben der Winkel y bei G und 

a) Seite c Lösung: (G. 3). 

b) Winkel bei A = a Lösung: (G. 3). 

c) die Höhe h von C. (Lösung: (G.). 

(447—449) Emmerich XV, 613. XVI, 269—270. 

66. Der Inkreis (m, q) des Dreiecks ABC berühre AB in 
D; die Mittelpunkte der Inkreise von ACD und BCD seien m' 
und m' und ihre Eadien q und q\ Das Dreieck soll aus ^, q\ q" 
konstruiert werden. 

Lösung: (G.). 

{436) Mathesis. XXI, 196. 

67. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben zwei Seiten 
^^ = c, AC = h und zwei zum Winkel A gehörende Gegen- 
transversalen J[Z)=i>, AE = q, 

Lösung: (G. 3). 

(841) Emmerich XX, 115. XX, 605. 
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68. Ein Dreieck ABC zu zeichnen aus der Gegenmittel- 
linie AGr = ga und deren Abständen m und n von den Punkten 
B und a*) 

Lösung: (G. R.); (G. T.). 

(842) Emmerich XX, 115. XX, 505. 

69* Ein Dreieck zu konstruieren, wenn der Radius r des 
Umkreises, eine Seite.« und der Brocard'sche Winkel % ge- 
geben sind. 

Lösung: (G.); (T. R.). 

(861) Stegemann XX, 274. XXI, 24. 

70. Ein Dreieck zu zeichnen aus zwei Seiten AC = b, 
AB = c und dem Brocard'schen Winkel oo. 

Lösung: (G.); (T. R.). 

(930) Emmerich XXI, 115. XXI, 515. 

71. Ein Dreieck zu zeichnen aus der Grundlinie c, dem 
Brocard'schen Winkel w und dem Winkel «, unter welchem die 
Grundlinie vom Schwerpunkte G- aus erscheint. 

Lösung: (G.); (G. T.). 

(931) Emmerich XXI, 115. XXI, 515. 

72« Gesucht werden die Seiten eines Dreiecks, wenn der 
Umfang 2 5, der Inhalt A und der Brocard'sche Winkel w ge- 
geben sind. 

Lösung: (G. T.). Kubische Gleichung. 

(938) Emmerich XXI, 116. XXI, 583. 

ß. Die gegebenen Strecken sollen bestimmte 
Bedingungen erfüllen.**) 

73« Zwei Dreiecke OAB und Oah mit gemeinschaftlicher 
Ecke sind nach Gestalt und Grösse, OAB aufserdem der Lage 
nach gegeben. Man soll Oah durch Drehnug um in eine 
solche Lage bringen, dafs Aa und Bh einen gegebenen Winkel 
bilden. 

Lösung: (G.). 

(11) Nouv. Ann. V, 368. VI, 294—295. 

74:« A ABC zw konstruieren aus a und y , so dafs a^:u^ = c:v 
wird, wenn u und v die Strecken sind, in welche c durch die y 



*) Ein Dreieck zu konstruieren aus AG = g^ und den von G auf 

AB und AC gefällten Senkrechten GP => m und GQ = n ist ähnlich 
zn lösen. Emmebich. 

♦*) Vgl. Schlömilch: Lehrsätze, betreffend die Abstände eines 
Punktes von drei Geraden. XVII, 255-256. 
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halbierende Transversale geteilt wird und zwar u Q,n ß und v an 
cc liegt. 

Lösung: (R. 3); (G. T.). 

(153) Emsmann XII, 201. Xin, 26. 

76. J\ ABC zu konstruieren aus c und Wc^ wenn 
u^ + \n^ — (»* + 1)] v^ «== (3 « + 1) • (2 rhe — Wc^) werden soU. 

M > V5 Z. B. W = 1, = y, = 2 U. S. W. 

Lösung: (R. 2). 

(154) Emsmann XII, 201. Xm, 27. 

76« AäBC zu konstruieren aus c und der Halbierungslinie 
Wc des Auf sen winkeis vom Winkel y, wenn v^+ [n^ + (w — 1)]*** 
= (3 » — 1) (2 **Äc + Wo*) werden soll, u > v z. B. « = 1 ; 
= y; = 2; = -^ u. s. w. Wie ist es, wenn w = y? 

Lösung: (R. 2). 

(155) Emsmann XII, 201. XIIL 27. 

77« Gegeben ist AABC-, man soll ein anderes gegebenes 
Aä'B'C so mit seinem Eckpunkt C auf den Eckpunkt C des 
ersten Dreiecks legen, dafs sich A CÄA' : CBB' = m:n verhält. 

Lösung: (G.). 

(311) Tidsskrift. XVIII, 38. 

78« Ein Dreieck ABC za zeichnen, in welchem die Höhen AJE 
und BF den durch den Radius r gegebenen Umkreis berühren. 
Lösung: (G. 3). 
(812) Artzt XIX, 509. XX, 271. 

79. /\ABC zu konstruieren aus a, a und der Bedingung, 
dafs sich Wa<, h^ hc in einem Punkte schneiden. 

Lösung: (G.). 

(^57) Mathesis. XXI, 197. 

80. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn der Lage nach gegeben 
ist die Seite AB und wenn der dritte Eckpunkt C auf einer 
Geraden MN so liegen soll, dafs ^ ACM — BCN=ö ist 

Lösung: (G.). 

(633) Nyt Tidsskrift. XXV, 51. 

81.*) Gegeben sind zwei Punkte A und B und A CDJE, 
dessen Ecke C fest liegt; man soll ABCE um den Punkt C so 
drehen, dafs die Geraden DA und EB einen gegebenen Winkel 
y bilden. 

L'Ösung: (G.). 

(641) Joum. 616m. XXV, 194. 

*) Vergl. § 11 Nr. 6. 
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83. Fällt man im Dreieck ABC von A und B auf die 
Halbierungslinie des Winkels y die Senkrechten AP und BQ^ so 
soll das Dreieck konstruiert werden aus c, a und CF • CQ = Ä^ 

Lösung: (G. T.). 

{654) Educ. Times. XXV, 198. 

83« Ein Dreieck ABC zu konstruieren, wenn gegeben 
a — ß = ö; ferner der Lage nach JLJB = c und eine Gerade als 
Ort für C.*) 

Lösung: (G. 2); (P. G.); (R. K. 2). 

(1167) KüCKER XXIV, 23. XXIV, 446. 

y. Bestimmte Punkte sind gegeben.**) 

84« Ein Dreieck ABC zu konstruieren, von welchem man 
die der Lage nach gegebene Grundseite AB kennt, den Winkel 
C an der Spitze und einen Punkt P, welcher auf der Halbierungs- 
linie des bei C durch die Seite AC und die Verlängerung von 
BG gebildeten Winkels genommen ist 

(83) Nouv. Ann. X, 353. — 

86« Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die Mitten der Bogen 
des umgeschriebenen Kreises, welche über den Seiten des Dreiecks 
liegen, gegeben sind. 

Lösung: (G. 2). 

(89) Journ. 616m. XHI, 34. 

86« Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die drei Punkte gegeben 
sind, in welchen die Höhen des Dreiecks den umgeschriebenen 
Kreis treffen. 

Lösung: (G.). 

(90) Journ. 616m. XHI, 35. 

87* Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die drei Punkte D, JE 
und F gegeben sind, in welchen die von demselben Eckpunkt 
ausgehende Höhe, Winkelhalbierende und Mittellinie den um das 
Dreieck beschriebenen Kreis treffen. 

Lösung: (G.). 

(91) Journ. 616m. XIII, 35. 

88« Ein Dreieck za konstruieren aus 0, a und dem Punkt 
D von AB, durch welchen der von C gezogene Durchmesser des 
umgeschriebenen Kreises geht. 

Lösung: (G.). 

(143) Journ. 616m. XIV, 102. 

*) Ist CD die gegebene Gerade und -^ CDA = qp, so geht die 
Au%abe für -^ qp = über in: Ein Dreieck zu konstruieren aus c, 
■^ (a — j5) und he. 

**) Vergl. Schlömilch: Drei Aufgaben über ausgezeichnete Punkte 
des Dreiecks XXIV, 161—167. 

Aufgabeasammlung a. Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. 10 
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89. Dreieck ABC zu konstrnieren ans dem Radins des um- 
geschriebenen Kreises, den Punkten D und E^ in welchen die Winkel- 
halbierende Wo und die Mittellinie tc den Kreis treffen und dem 
Abschnitt GH von AB^ welcher zwischen Wo und tc liegt. 

Lösung: (G.). 

{J219) Tidsskrift. XV, 525; 614 Berichtigung. 

90. /\ ABC zu konstruieren aus AB ^ c und den Punkten 
D und E^ in denen dieselbe von den Geraden getroffen wird^ 
welche Winkel y in drei gleiche Theile teilen. . 

Lösung: (G.). 

{308) Mathesis. ' XVII, 528. 

91. /\ ABC zu konstruieren aus c und dem FuTspunkt F 
von ho<, wenn die beiden Halbierungslinien AB und AE des 
Winkels a gleich sind (^AE halbiere den Nebenwinkel). 

Lösung: (G.). 
. (439) Educ. Times. XXI, 197. 

92. A ABC zu konstruieren, wenn der Mittelpunkt m des 
Inkreises, der Mittelpunkt L von AB und der Fufspunkt P yon 
^c gegeben sind. 

Lösung: (G. 2). 

(438) Educ. Times. XXI, 197. 

93. Ein Dreieck ABC zn zeichnen, wenn gegeben ist, eine 
Ecke C, der Mittelpunkt Oq des gegenüberliegenden Ankreises und 
der Berührungspunkt F des Inkreises mit der Seite AB. 

Lösung: (G. 3). 

(1097) EiTGEN XIII, 125. XXIII, 503. 

94. Ein Dreieck zu zeichnen, von welchem zwei Ecken A 
und B auf zwei Gegenseiten MQ und NP eines Quadrates MNPQ 
gegeben sind, während die dritte Ecke C auf PQ und der Höhen- 
schnittpunkt D auf MN liegen. 

Lösung: (G. 2); (P. G.); auch durch (K. M.) und (E.) aus- 
führbar. 

(685) Sporer XVIII, 277. XIX, 27. 

96. Ein Dreieck ABC zu konstruieren, wenn gegeben zwei 
Ecken A und B und einer der Punkte X, welche die Eigenschaft 
haben, dafs die Fufspunkte der von ihm auf die Seiten gefällten 
Senkrechten Ecken eines gleichseitigen Dreiecks sind. (Vergl. E. 
§ 8 Nr. la.) 

Lösung: (G. 3). 

(810) Emmerich XIX, 509. XX, 270. 
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96. Zieht man durch einen der in der vorigen Aufgabe er- 
wähnten Punkte die Ecktransversalen, welche den Umkreis in ^', 
B\ C' treffen, so ist l\ A' B' 0' gleichseitig. 

Beweis: (G. 3). (Vgl. Nr. 95.) 

(811) V. LüHMANN XIX, 509. XX, 271. 

97. Von dem zu suchenden Dreieck ABC kennt man die 
Ecken A^^ B^^ C^ der über resp. BC, CA^ AB nach aufsen be- 
schriebenen gleichseitigen Dreiecke. 

Lösung: (G. 4); (G. I.). 

(586) Adami XVir, 200. XVÜ, 588. 

98. Über den Seiten eines Dreiecks ABC konstruiert man 
die Quadrate AB ED, ACGF, BCHJ-, ED und GF schneiden 
sich in A\ DE und HJ in B\ FG und JE in C\ Nun ist 
^ABC zu zeichnen, wenn A' B' C' gegeben sind. 

Lösung: (G.). 

(94) Journ. 6l6m. XIII, 36. 

99. Ein Dreieck ABC zu zeichnen, wenn die Mittelpunkte 
A\ B\ C' der über seinen Seiten nach aufsen errichteten Qua- 
drate gegeben sind. 

Lösung: (R.); (G. 3). 

(1303) Emmerich XXV,' 351. XXVI, 176; 280 Druck- 
fehlerverzeichnis. 

100. Ein Dreieck zu konstruieren aus 3 Punkten, die auf 
den oberen Abschnitten der Schwerpunkts-Transversalen liegen und 
dieselben nach gegebenen Verhältnissen teilen. (Für nichteukli^ 
dische Geometrie.) 

Lösung: (G. 2). 

(224) BÖKLBN Xm, 206. XIV, 91. 

101. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben eine Ecke A, 
der Grebe'sche Punkt K und 

a) der Mittelpunkt H des Umkreises, 

b) der Schwerpunkt E. 

Lösung: Progr. d. Eealgymn. i. Mülheim a. d. Ruhr 1887. 
(676) Emmerich XVm, 198. XVIH, 598. 

103. Zu jedem Dreieck ABC gebort ein Brocard'sches Drei- 
eck A^B^C^^ welches mit Zuhilfenahme des Grebe' sehen Punktes 
des Dreiecks ABC leicht zu konstruieren ist. Man sucht die 
Lösung der umgekehrten Aufgabe, die Konstruktion des Dreiecks 
ABC, wenn /\ A^B^C^ gegeben ist.*) 

Lösung: (G. 2); (G. T.). 

(698) Emmerich XVIII, 357. XIX, 94. 

*) Die Potenz eines Brocard'schen Punktes bezüglich des Umkreises 
ist gleich dem Quadrat über der Sehne, welche zum Peripheriewinkel %• 
gehört. Emmebich XIX, 95. 

10* 
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103. Von einer Ecke eines Dreiecks gehen sechs Transver- 
salen aus; vier von denselben bilden zwei Paare von Seiten- 
gegentransversalen, die übrigen zwei dagegen ein Paar Gegen- 
transversalen. Das Dreieck soll konstruiert werden, wenn die 
sechs Punkte gegeben sind, in welchen der Umkreis von jenen 
Transversalen geschnitten wird. 

Lösung: (G.). 

(836) Glaser XX, 33. XX, 433. 



104. Dreieck ABC zu zeichnen, wenn gegeben der Schwer- 
punkt E^ der Grebe'sche Punkt K und 
die Mitte T der Höhe ÄL] 
Ein Höhenfufspunkt L, 
Lösung: (G.). Besonderer Fall: Ey Z", T liegen in gerader 
Linie. 

(850) Emmerich XX, 195. XX, 686. 



a) die 

b) Ei] 



105. Ein Dreieck zu konstruieren, wenn gegeben die Fufs- 
punkte Ka^ Oc^ 0^' der Ecktransversalen AK, CO,BO\ (Ä"6rebe- 
scher Punkt, und 0' Brocard*sche Punkte). 

Lösung: (G.). 

(862) Emmerich XX,. 274. ' XXI, 25. 

106. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben -^ A der Lage 
nach und 

a) der Grebe'sche Punkt K*, 

b) der erste Brocard'sche Punkt Ä. 
Lösung: a) (G. 2); b) (G.). 

(917) Emmerich XX, 31. XXI, 421. 

107 • Ein Dreieck zu zeichnen, wenn gegeben eine Ecke A, 
der Schwerpunkt G- und der isogonische Punkt M^ von dem aus 
die drei Seiten unter gleichen Winkeln erscheinen. 

Lösung: <G. 2). 

(1018) Emmerich XXII, 106. XXII, 607. 

108. Ein Dreieck zu zeichnen, wenn die Lage der Grund- 
linie (aber nicht die der Endpunkte), sowie die Brocard'schen 
Punkte gegeben sind. 

Lösung: (G. T. 2). 

(1038) Fuhrmann XXII, 274. XXIII, 43. 

109, Ein Dreieck ABC zn zeichnen, wenn das Mittelpunkts- 
dreieck seiner M^ Cay'schen Kreise gegeben ist. 

Lösung: (G.). Vgl. Nr. 71. 

(1101) Emmerich XXIII, 125. XXIII, 508. 
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ö. Das Dreieck soll einem gegebenen Dreieck 

ähnlich sein. 

110« (Synthetisch zu lösen.) Über drei der Lage und Gröfse 
nach gegebenen Strecken ÄB^ ^i^n -^^2 ^^^^ unter sich ähn- 
liche Dreiecke ÄBX, Ä^B^X^^ A2B2X2 so zu konstruieren, dafs 
A XXj^X^ einem gegebenen Dreieck ähnlich wird. 

Lösung: (G. 2). 

(265) Petersen XIV, 33. XIV, 349. 

111. In einen gegebenen Kreis ein Dreieck zu konstruieren, 
welches dem gegebenen Dreieck aßy ähnlich ist und mit dem in 
denselben Kreis beschriebenen Dreieck A'B^C perspektivisch ist. 

Lösung: (G.). 

{312) Mathesis. XVIII, 39. 

112. ABC f^ aßy so zu konstruieren, dafs AB und AC 
zwei gegebene Kreise K^ und E^ bez. in B und C berühren. Wie- 
viel Auflösungen giebt es, wenn von den Kreisen K^ und K^ der 
eine aufserhalb des andern liegt? 

Lösung: (G.). 

{644) Nyt Tidsskrift. XXV, 195. 

€. Zerlegung eines Dreiecks in Teile, die bestimmte 

Bedingungen erfüllen. 

113. Gegeben ein gleichseitiges Dreieck ABC] durch die 
Mitte von BC eine Linie, welche -4^ in Jf und die Verlänge- 
rung von ^C in ^ trifft, so zu ziehen, dafs die Summe der 
Flächen der Dreiecke MB und ONC gleich ist der Fläche des 
Dreiecks ABC. (Stetige Teilung.) 

{4^) Nouv. Ann. X, 353. — 

114* Ein gegebenes Dreieck soll durch eine Transversale 
dergestalt in ein Dreieck und ein Viereck zerlegt werden, dafs 
letzteres sowohl ein Sehnen- als ein Tangentenviereck ist.*) 

Lösung: (G.). 

(55) ScHLÖMiLCH IX, 203. IX, 203. 

115. Bekanntlich lassen sich zwei symmetrische ungleich- 
seitige Dreiecke durch Bewegung in ihrer Ebene nicht zur Deckung 
bringen. Es soll nun das eine Dreieck in drei Teile zerschnitten 



*) Von einem Kreise sind drei Punkte gegeben; man sucht einen 
vierten Peripheriepunkt, welcher mit jenen zusammen ein Tangenten- 
viereck bildet. 

Von einem Kreise sind drei Tangenten gegeben; man sucht eine 
vierte Tangente, welche mit jenen zusammen ein Sehnenviereck bildet. 

SCHLÖMiLCH IX, 204. 
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werden und mit diesen das andere Dreieck durch Bewegung in 
derselben Ebene gedeckt werden. 

Lösung: (G.). 

(1199) Stbinert XXIV, 271. XXV, 46. 

i, Punkte zti bestimmen, die bestimmte Bedingungen 

erfüllen. 

116. Innerhalb eines gegebenen Dreiecks ABC soll der 
Punkt so bestimmt werden, dafs die Ecke A gleich weit ent- 
fernt ist von den Transversalen BO und 00, ebenso B von CO 
und AO, endüch C von AO und BO*) 

Lösung: (G.). 

(313) ScHLÖMiLOH XIV, 357. XV, 120. 

117. In der Ebene zweier Dreiecke ABC und A' B'C' einen 
Punkt T zu finden, welcher beide Dreiecke in demselben Ver- 
hältnis, d. h. so teüt, dafs TAB : TA'B' = TBC : TB' C — 
TCA : TC' A' und dafs je zwei entsprechende Teildreiecke zu den 
Grunddreiecken dieselbe (positive oder negative) Lage in Bezug 
auf die gemeinschaftliche Dreiecksseite haben. 

Lösung: (G.). 

(755) KiEHL XIX, 98. XIX, 505 

118. Im Innern eines gegebenen Dreiecks ABC soll der 
Punkt so bestimmt werden, dafs die Winkel BOC^ COA^ AOB 
mit den Supplementen der Dreieckswinkel übereinstimmen. Hier- 
bei sind die folgenden drei Fälle zu unterscheiden: 

<^-BOC=180^— a, ^ 00-4 = ISO« — ft ^-40^ = 180^ - y, 
= 180^-/5, „ =180<> — y, „ =180® — «, 
= 180^--y, „ =180® — «, „ =180® — 13. 

Lösung: Vergl. E. § 4 Nr. 1 und Artzt: Progr. Beckling- 
hausen 1886, p. 19. 

(624) ScHLÖMiLCH XVII, 447. XVIII, 195 u. XIX, 31. 

119. In einer Ebene befinden sich drei unbegrenzte feste 
Gerade, deren Durchschnitte das Dreieck ABC mit den Seiten 
a^ h, c bilden; in derselben Ebene liegt ein unbestimmter Punkt 
P, dessen Abstände von jenen Geraden x, y^ heifsen mögen; wie 
mufs nun P gewählt werden, wenn das aus x^ y^ konstruierte 
Dreieck dem Dreieck ABC ähnlich sein soll? 

Lösung: (G. R.). 

(634) ScHLÖMiLCH XVII, 525. XVHI, 273. 



V 



*) hat die Eigenschaft, dafs AO -\- BO -\- CO ein Minimum ist. 
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130. Auf der Seite AB eines Dreiecks ABC einen Punkt 

D so zu bestimmen, dafs CD^ = — AB ' BD ist. 

Lösung: (G.). 

(636) Mathesis. XXV, 62. 

131. Die Seite AB eines Dreiecks ABC im Verhältnis der 
Kuben der Quadratwurzeln der anliegenden Seiten zu teilen, 

Lösung: (G. 3); (R.). Vergl. E. § 66 Nr. 25. 

(832) Emmerich XX, 33. XX, 428. 

133. Die Seite AB eines Dreiecks ABC im Verhältnis 
a) der mten Potenzen der Quadratwurzeln, b) der 9nten Potenzen 
der ^ten Wurzeln der anliegenden Seiten zu teilen; m und n ganz 
und positiv und w = 2* vorausgesetzt. 

Lösung: (G.). 

(943) IvANOv XXI, 195. XXI, 586. 

133. Auf dem Umkreise des gegebenen Dreiecks ABC einen 
Punkt M so zu bestimmen, dafs seine Simsonsche Gerade der 
Geraden L parallel ist. 

Lösung: (G.). 

(646) Mathesis. XXIV, 196. 

1}. Gerade zu ziehen, welche bestimmte Eigenschaften 

haben. 

134. Gegeben ein rechtwinkliges Dreieck ABC und auf der 
Höhe CD Punkt P; durch P eine Gerade so zu ziehen, dafs der 
zwischen den Katheten liegende Teil derselben durch die Hypote- 
nuse halbiert wird. 

Lösung: (G. 2). 

(146) Joum. 616m. XIV, 102. 

135. In dem rechtwinkligen Dreieck ABC soll zu ^jB eine 
Antiparallele XY (X auf AC, T auf BC) so gezogen werden, 
dafs XY gleich der Summe der von X und Y auf AB gefällten 
Senkrechten XD und YE ist. 

Lösung: (G.). 

(304) Joum. 616m. XVII, 527. 

136. Gegeben AABC und auf AC Punkt D; man soll 
durch D eine Gerade, welche BC in E triflft, so ziehen, dafs DE 
gleich der Summe der von D und E auf AB gefällten Senk- 
rechten DF + EG ist. 

Lösung: (G.). 

(305) Joum. 616m. XVII, 527. 
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127. Im A ABC eine Transversale BEF, welche AC^ BG 
nnd AB resp. m B^ E^ F schneidet, so zu ziehen, dafs AB : BE 
= m: n und BE : EF = p : q ist. 

Lösung: (G.). 

(306) Educ. Times. XVII, 527. 

138. In dem gegebenen Dreieck ABC trifft die Höhe CD 
den Umkreis in ^; von E ist eine Gerade, welche AB in Z, 
AC in Y und den Kreis in Z triflPt, so zu ziehen, dafs XY= YZ ist. 

Lösung: (G. T.). 

(307) Joum. 616m. XVII, 528. 

139. Die Grundlinie eines Dreiecks im Verhältnis der 
Quadratwurzeln der anliegenden Seiten zu teilen, durch eine Ge- 
rade, welche mit letzteren gleiche Winkel bildet. 

Lösung: (G. R.).*) 

(579) Emmerich XVH, 111. XVII, 520. 

130. Diejenigen durch einen festen Punkt in der Dreiecks- 
ebene gezogenen Transversalen zu bestimmen, auf denen durch die 
Schnittpunkte mit den Seiten gleiche Abschnitte gebildet werden, 
wenn der Punkt 

auf einer Seite, 

innerhalb , 
c) aufserhalb des Dreiecks liegt. 
Lösung: (G.); (K. M.). 
(1138) STECKELBBRa XXIII, 430. XXIV, 186. 

131. Zeichne diejenige FuTspunktlinie /*, welche zu einer 
gegebenen Geraden g 

a) senkrecht, 

b) parallel ist. 

Lösung: (E. K.); (G.). Vergl. Nr. 123; ferner E. § 7 Nr. 16 
und 17. 

(1332) BüOKiNG XXV, 514. XXVI, 346. 

133. Zeichne die drei durch einen Punkt G des Feuerbach- 
schen Kreises F des /\ABC gehenden Fufspunktlinien. 

133. Ziehe die durch den gegebenen Punkt P des Feuer« 
bach'schen Kreises möglichen Fufspunktlinien des /\ ABC. 
Lösung: (R. K.); (G.). 
(1333—1334) BüCKma XXV, 514. XXVI, 347. 

*) In der angegebenen Analysis mufs es in der vorletzten Zeile 
X — h statt h -\- X heifsen. Die XVIII, 188 angegebene Berichtigung 
beruht auf einem Mifsverständnis (auf der Annahme, dafs die Transversale 
die Verlängerung von AC — statt von CA — treffe). Emmebich. 



a) a 

b) ii 
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§ 10. Das Parallelogramni nnd das Trapez, sowie bestimnite 

Gerade in demselben. 

a. Das Quadrat. 

1. Ein Beckteck in ein flächengleiches Quadrat zu ver- 
wandeln ohne Anwendung der Lehrsätze über Proportionalität der 
Linien. 

(164) Hoch XH, 266. XII, 266. 

3. Ein Punkt P ist mit den drei Eckpunkten eines Quadrates 
AB CD verbunden; man soll das Quadrat der Gröfse nach kon- 
struieren, wenn FA^ PB, PC gegeben sind. 

Lösung: (G. 2); (G. T.). 

(644) V. Fischer-Benzon XVH, 598. XVIII, 353. 

3. Man soll von der Ecke A des durch die Seite a ge- 
gebenen Quadrates AB CD eine Gerade, welche CD in E und die 
Verlängerung von BC m F trifft, so ziehen, dafs EF=h ist. 

Lösung: (R.). 

(645) Nyt Tidsskrift. XXV, 196. 

b. Das Rechteck. 

4r. Ein Eechteck mit gegebenem umfang oder gegebener 
Differenz zweier Seiten, oder mit gegebener Diagonale zu zeichnen 

1. in einen gegebenen Kreissektor und zwar 
a^ so, dafs zwei Ecken auf dem Bogen, 

b) so, dafs zwei Ecken auf einem Halbmesser liegen. 

2. in ein gegebenes Kreissegment. 

Lösung: (G.). 

(1—9) Binder V, 287. V, 470—471; VI, 61. 

6« Gegeben sind zwei gleiche Rechtecke AB CD, A'B'C'B\ 

1) Geometrisch einen Punkt so zu bestimmen, dafs, indem 
das Rechteck AB CD seine Lage beibehält, das Rechteck A'B'C'D' 
um diesen Punkt so weit gedreht wird, dafs die grofse Seite 
A'B\ welche ursprünglich mit AB zusammenfiel, senkrecht zu 
AB steht, während sich die Mitte von A'B' im Durchschnitts- 
pnnkte der Diagonalen des Rechtecks AB CD befindet. 

2) Die Entfernungen des Punktes von beiden Seiten AB 
und ^D zu berechnen, wenn man die Längen der Seiten AB 
und AD resp. =» 2 a und 2 h setzt. 

(5,) Nouv. Ann. X, 364. — 
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c. Das allgemeine Farallelogramnt 

6. Ein Parallelogramm zu zeichnen aus Umfang, Inhalt und 
Diagonalsumme. 

(42) Binder Vm, 219. — 

7* Ein Parallelogramm zn zeichnen aus der Summe der 
Seiten, der Summe der Diagonalen und einem Winkel. 
Lösung: (G.). 

(27) Binder VI, 159. (Aus Schellbach: Vm, 217. 

Samml. math. Aufg^) 

8. Ein Parallelogramm AB CD zu konstruieren, wenn zwei 
Ecken gegeben sind und zwei Kreise K und K\ auf welchen die 
beiden andern Ecken liegen. 

Lösung: (G,), 

{224) Mathesis. XV, 626. 

9. Ein Parallelogramm AB CD zu konstruieren, von welchem 
man die Entfernungen des innerhalb gelegenen Punktes M von 
den Ecken kennt und 

a) <^ AMB + BMG. 

b) ^ AMB + BMJ), also <^ AMD. 

c) <^ AMB + CMD. 

Lösungen: (G.). 

{449^-451) Mathesis. XXI, 357. 

d. Das Trapez.*) 

10. In ein gegebenes Viereck AB CD ein gleichschenkliges 
Trapez MNFQ zu zeichnen, dessen Ecke M auf AB gegeben 
ist und dessen beide parallele Seiten MN und FQ parallel 
AC sind. 

Lösung: (G.). 

{95) Nouv. Ann. XIH, 36. 

11. Ein Trapez AB CD durch eine Parallele XY zu den 
parallelen Seiten AB und CD in zwei ähnliche Trapeze zu teilen. 

Lösung: (G.). 

{149) Journ. 61im. XIV, 103. 



^) Vgl. Niseteo: Bestimmung des Schwerpunktes eines Trapezes. 
XXIII, 251. 
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§ 11. Das Viereck nnd Sechseck. 

a. Das beliebige Viereck. 

1. Ein Viereck zu zeichnen aus den Seitenwinkeln, dem 
Diagonalenwinkel und einer Länge (Seite oder Diagonale). 
Lösung: (G.). 
(28) Binder VI, 159. VIH, 218. 

3. Ein Viereck AB CD zu konstruieren, wenn die vier 
Seiten a, &, c, d gegeben sind und die Länge jp der Strecke, 
welche AC und BD \m Verhältnis m\n teilt. 

Lösung: (G. E.). 

{638) Joum. 616m. XXV, 194. 

3. Ein Viereck AB CD aus den vier Seiten zu konstruieren, 
wenn -^ jS = ^ ist. 
Lösung: (G.). 

(639) Joum. 616m. XXV, 194. 

4« Ein Viereck zu zeichnen 

a) aus den Seiten und der Summe zweier gegenüberliegenden 
Winkel; 

b) aus den Winkeln und den Summen der Gegenseiten. 
Lösung: (G); (P. G.). 

(82Ö) Emmerich XIX, 590. XX, 347. 

6. Ein Viereck AB CD zu konstruieren, wenn die vier 
Seiten a, 5, c, d gegeben sind und -^ a + y = <y. 
Lösung: (G.). 

(640) Joum. 616m. XXV, 194. 

6, Auf Nr. 4 beruht die Lösung der Aufgabe: 
Gegeben sind zwei Punkte Ä und B und A ODE, dessen 
Ecke C ein fester Punkt ist; man soll A GJDE um den Punkt C 

so drehen, dafs ^^ = n ist. 

Lösung: (G.). 

(64J2) Journ. 616m. XXV, 195. 

7« Ein Viereck zu konstmieren aus drei Seiten a^ h^ c und 
der Differenz je zweier Gegenwinkel a — y und d — ß. 
Lösung: (G.). 
(473) Ackermann XVI, 124. XVI, 421. 

8. Ein Viereck, dessen Diagonalen aufeinander senkrecht 
stehen, zu zeichnen, wenn man von demselben eine Seite und die 
Winkel kennt. 

Lösung: (G. 2); (T. R. 2). 

(1016) EuLF xxir, 106. xxn, 504. 
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9. Ein Viereck zu zeichnen, wenn die beiden Geraden FH 
und GJ {F auf AB, G auf 5C, J3" auf OB und J auf BÄ) 
gegeben sind, welche die Mitten der gegenüberliegenden Seiten 
verbinden, der von ihnen gebildete Winkel FEG und 

zwei benachbarte Winkel a uAd j3, 

zwei gegenüberliegende Winkel a und y. 
Lösung: (G.). 

(141) Aufnahmeprüfung i. d. dänische XIV, 101. 

Polytechnikum XIV, 101. 

10. Ein Viereck zu konstruieren, wenn man die Abstände 
des Durchschnittspunktes der Diagonalen von den vier Seiten und 
einen Winkel des Vierecks kennt. 

Lösung: (G.). 

{J2^9) Tidsskrift. XV, 528. 

11« Innerhalb des Vierecks AB OB ist der Punkt K ge- 
geben; derselbe ist mit den Mittelpunkten M, Ny P, Q von bzw. 
AB, BC, CB, BA verbunden. Man soll die vier Vierecke, aus 
welchen AB OB besteht, in anderer Weise zusammenlegen, sodaüs 
wieder ein Viereck entsteht. 

Lösung: (G.). 

(447) Mathesis. XXI, 366. 

13. Ein Viereck zu konstruieren aus den Längen der beiden 
Diagonalen, den Mittelpunkten derselben und dem Schwerpunkt. 
Lösung: (G. 4). 
(136) Glaser XH, 36. XII, 358. 

13. Ein Viereck wird durch jede der Diagonalen in zwei 
Dreiecke geteilt. Das Viereck soll konstruiert werden, wenn die 
Lage der Schwerpunkte jener vier Dreiecke gegeben ist. 

14. Zieht man in einem Viereck die beiden Diagonalen, so 
wird es in vier Dreiecke zerlegt. Das Viereck soll konstruiert 
werden, wenn sein Schwerpunkt und die Schwerpunkte jener vier 
Dreiecke bekannt sind. 

15. Von einem Viereck sind drei Eckpunkte (JL, J5, (7) und 
der Schwerpunkt gegeben; zugleich ist bekannt, welche der Seiten 
AB, BCy AC, Diagonale des Vierecks sein soll. Das Viereck zu 
konstruieren. 

16. Ein Viereck zu konstruieren, wenn die vier Seiten mittel- 
punkte und der Schwerpunkt gegeben sind. 

17. Von einem Viereck sind der Schwerpunkt, die Endpunkte 
einer Seite und der Mittelpunkt der bezüglichen Gegenseite ge- 
geben; das Viereck ist zu konstruieren. 

Lösung folgt aus § 3. 1. 

(217—221) Glaser Xm, 125. — 
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18. Ein Viereck AB CD zu konstruieren aas den Projektionen 
My JV, P, Q des Diagonalenschnittpunktes E auf die Seiten AB, 
BC, CD, DA. 

Lösung: (G.). 

{313) Mathesis. XVHI, 39. 

19. Ein Viereck AB CD zu konstruieren, wenn man die 
Mittelpunkte M, JV, P der Seiten AB, BC, CD kennt und die 
Winkel a und j3. 

Lösung: (G.). 

{446) Mathesis. XXI, 356. 

30. Ein Viereck mit gleichen Diagonalen zu konstruieren, 
von dem gegeben ist der Diagonalenschnittpunkt E^ die Schnitt- 
punkte F und tr der Gegenseiten, endlich die Eichtung der durch 
JE und den Schwerpunkt S gehenden Geraden. 

Lösung: (G.). 

(927) Glaser XXI, 114. XXI, 510. 

21. Innerhalb eines Vierecks AB CD einen Punkt so zu 
bestimmen, dafs, wenn man ihn mit den Mitten E, F, G, H der 
Seiten {E auf AB, F auf BC vl. s, w.) verbindet, das Viereck in 
vier gleiche Teile geteilt wird. 

Lösung: (G. 3). 

{150) Math. Visitor. XIV, 103. 

32. In dem beliebigen Viereck AB CD mit dem Diagonalen- 
schnittpunkt E soll auf CD ein Punkt N so gefunden werden, 
dafs AN und BN auf den Diagonalen gleiche Stücke von E aus 
gerechnet abschneiden. 

Lösung: (K. M.); (P. G.). 

(920) RuLF XXI, 31. XXI, 424. 

23. Besonderer Fall hiervon ist die Aufgabe: 
In dem einen Schenkel eines gleichschenkligen Trapezes ist 
ein Punkt zu finden, sodaTs seine Verbindungslinien mit den Enden 
des zweiten Schenkels die Diagonalen in Punkten treffen, die in 
einer Senkrechten zu beiden Parallelen liegen. 
Lösung: (G.); (P. G.). 

(921) EüLF XXI, 31. XXI, 425. 

b. Das Sehnenviereok. 

24r. Gegeben die Geraden L und L' und der Punkt Q. 
Durch Q zwei Gerade so zu ziehen, dafs die vier Schnittpunkte 
mit L und L' ein Sehnenviereck bilden, dessen Badius gegeben ist. 

Lösung: (G. 2). 

{J2J28) Tidsskrift. XV, 527. 
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26. Ein SehnenYiereck zu konstruieren, wenn die Abstände 
des Durchschnittspunktes der Diagonalen von den Seiten ge- 
geben sind. 

Lösung: (G. 2). 

{230) Tidsskrift. XV, 528. 

36. In einen gegebenen Kreis K ein Viereck AB CD zu 
konstruieren, wenn gegeben der Schnittpunkt der Diagonalen JE und 

a) zwei gegenüberliegende Seiten a und c. Lösung: (G. 2). 

b) Das Verhältnis zweier gegenüberliegender Seiten a : c und 
eine andere Seite &. Lösung: (G.). 

c) Die Verhältnisse je zweier gegenüberliegender Seiten a : c 
und h : d. Lösung: (G.). 

(534—636) Emmerich XVI, 430. XVH, 198—199. 

27. Ein Kreisviereck zu konstruieren aus dem Radius des 
Umkreises, den Winkeln, welche die G^genseitenpaare bilden, und 
dem Verhältnis der Längen eines dieser Paare. 

Lösung: (G. 2). 

(696) Fuhrmann XVHI, 357. XIX, 93. 

28. In einen gegebenen Kreis K ein Viereck AB CD zu 
konstruieren, dessen eine Diagonale 'AC ein Durchmesser ist, 
wenn gegeben das Verhältnis der Summen der Gegenseiten 
{AB + CD) : {BC + DA) « w : « und 

a) Seite AB = a\ 

b) die andere Diagonale BD =» f; 

c) der Umfang u. 

Lösung: (G. 2); (T. E.); (R.). 

(569) Emmerich XVH, 34. XVH, 443. 

29. Ein Sehnenviereck AB CD zu konstruieren, in welchem 
man die vom Mittelpunkt K auf die Seiten gefällten Senkrechten 
KM, KN, KP, KQ kennt. 

Lösung: (G.). 

{448) Mathesis. XXI, 357. 

30. Gegeben ein Kreis und innerhalb desselben zwei Punkte 
M und N] man soll in den Kreis l\ABG so zeichnen, dafs AG 
durch My BC durch N geht und AM NB ein Sehnenviereck wird. 

Lösung: (G.). 

{643) Nyt Tidsskrift. XXV, 195. 
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c. Das Tangentenviereok.*) 

31. Ein Tangentenviereck AB CD zu zeichnen aus a — &, 
y — a und den Verhältnissen MB : MD und MÄ : MO (M Mittel- 
punkt des eingeschriebenen Kreises). 

Lösung: (G.). 

{139) Aufg. b. d.* Aufnahmeprüfung i. d. dänische Polytechn. 

XIV, 101. 

32. Ein Tangentenviereck zu konstruieren, dessen Winkel 
und zwei Gegenecken gegeben sind. 

Lösung: (G. 3). 

(739) Wächter XIX, 32. XIX, 422. 

33. Ein Tangentenviereck zu zeichnen aus einer Seite 
AB =^ a^ den anliegenden Winkeln JL = a, B => ß und 

a) dem Diagonalenwinkel 6, 

b) dem Inhalt F. 

Lösung: a) (G.); (P. G.). b) (G.) auch trigonometrisch lösbar. 
(824) Emmerich XIX, 690. XX, 347. 

d. Das Sehnen-Tangentenviereok. 

34. Aus drei gegebenen Eckpunkten Aj B^ C eines Sehnen- 
Tangentenvierecks den vierten Eckpunkt D zu finden oder „Ein 
Sehnen-Tangentenviereck zu konstruieren, wenn zwei anstofsende 
Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind. 

Lösung: (G. 2). 

(48) ScHLÖMiLCH Vnr, 502. IX, 126—127. 

36. Es soll ein bicentrisches Viereck AB CD konstruiert 
werden, wenn gegeben ist**) 

a) r, Q, ^(tq). Lösung: (R.). 

b) r, &, ^ABC=^ß, Lösung: (G.). 

(1270) ScHLÖMiLCH XXV, 116. XXV, 585. 

36. Die beiden Kreise eines bicentrischen Viereckskomplexes 
zu finden, wenn der ümkreismittelpunkt Jf , der Inkreismittelpunkt 
und der Diagonalenschnittpunkt P gegeben sind. 

Lösung: (G. 2); (G. T.); (ß.> 

(1322) Junker XXV, 513. XXVI, 274. 



*) Vergl. Bosse: Einfache Art, ein Tangentenviereck zu zeichnen. 
XXV, 578. 

**) Diese Aufgabe ist in der Form, wie sie XXV, 116 gestellt ist, 
unbestimmt. 
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e. Das Seohseck. 

37. In ein Eechteck AB CD (AB = a, AD = h) ein 

gleichseitiges Sechseck zu zeichnen und das Verhältnis von a und 
h zu bestinmien, wenn das Sechseck gleichwinklig sein soll. 

Lösung: (6.). 

(314) Educ. Times. • XVIII, 198. 

38. Ein Sechseck ABCBEF aus den Seiten zu konstruieren, 
wenn die gegenüberliegenden Seiten parallel sind, also ^.^11 JED, 
BC II FE, CD I AF. 

Lösung: (G.). 

{45J2) Tidsskrift. XXI, 367. 



§ 12. Konstruktion von Punkten nnd Geraden, 
die zn einem Kreise in irgend welcher Beziehung stehen, 

und Konstruktion von Kreisen.*) 

a. Bestimmung von Funkten. 

1. In einer Ebene ist ein Kreis gegeben, ein Punkt A 
auf dem Umfange dieses Kreises und eine beliebige Gerade 2>; 
auf dieser Geraden einen Punkt so zu bestimmen, dafs, wenn man 
von diesem Punkte die beiden Tangenten an den Kreis zieht 
und die Berührungspunkte mit dem Punkte A verbindet, die Ver- 
bindungslinien untereinander einen gegebenen Winkel ce bilden. 

(J23^) Nouv. Ann. XI, 209. — 

3. Auf der Verlängerung einer Sehne AB einen Punkt P 
so zu bestimmen, dafs, wenn man die Tangente PE zieht und auf 
PE die Senkrechten AC und BD fällt, AO .BD = g* ist. 

Lösung: (G.). 

(148) Journ. 616m. XIV, 103. 

3. Gegeben Kreis 0, Sehne AB und Mitte C des zu- 
gehörigen Bogens. Es ist auf AB Punkt X so zu bestinunen, 
dafs, wenn die verlängerte CX die Peripherie in Y schneidet, 
AC^ = CYCX ist. 

Lösung: (G.). 

(377) Ackermann XV, 194. XV, 194. 

4. Gegeben sind drei Punkte A, B^ C und eine Gerade 
XY in derselben Ebene. Es sollen die Schnittpunkte F und G 



*) Vergl. Böttcher: Zwei alte und zwei neue Konstruktionen von n, 
XVI, 412 — 416. Beyel: Eine weitere Näherungskonstruktion für die 
Zahl 7t. XVII, 95 — 96. Hermes: Wissenschafblich praktische Lösung 
der Winkeldrittelung auf Grund der Kreislehre. XXII, 401—409. 
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der Geraden mit dem Kreise ABC konstruiert werden, ohne den 
Kreis zn zeichnen. 

Lösung: (G.). 

{650) Educ. Times. XXV, 197. 

5. Gegeben sind zwei Kreise K und K' und auf ihnen die 
Punkte A und A\ Man soll auf der Potenzlinie L den Punkt M 
80 bestimmen, dafs, wenn man MA und MA', welche die Kreise 
noch in B und B' treffen, zieht, BB' \L L ist. 

Lösung: ("G.). 

{443) Joum. 616m. XXI, 355. 

6. Gegeben Kreis K mit dem Durchmesser -ä. J5 = 2 r. Auf 
dem Kreise den Punkt X so zu bestimmen, dafs, wenn man an 
den Kreis in X eine Tangente legt, welche die Verlängerung von 
AB m C trifft, AX=CX ist. 

Lösung: (G). 

{98) Joum. 616m. Xm, 36. 

7. Auf der Sehne AB des Kreises K (Eadius = r) ist der 
Punkt C gegeben. Auf dem Bogen AB soll der Punkt X so be- 
stimmt werden, dafs AX' BX= CX^, 

Lösung: (G. 4); (R.); (G. T. 3). 

(321) Weidbnmüllbr XIV, 525. , XV, 188. 

8« Innerhalb oder aufserhalb eines Kreises sind zwei Punkte 
P und Q gegeben. Es soll auf dem Kreise ein Punkt C so be- 
stimmt werden, dafs -^ PCQ einen grölsten oder kleinsten Wert 
annimmt. 

Lösung: (G). 

(675) Sporer XVIII, 198, ^ XVm, 597. 

9. Gegeben sind zwei Punkte A und B auf der Peripherie 
des Kreises M und Durchmesser CMD. Es soll ein Punkt X auf 
der Peripherie so bestimmt werden, dafs AX und BX gleiche 
Strecken auf dem Durchmesser CMD von dessen Endpunkten aus 
abschneiden. 

Lösung: (G. 2); auch durch (P. G.) und (G. T.) ausführbar. 
(823) LiBBETRUTH XIX, 590. XX, 346. 

10. Innerhalb eines Kreises ist eine Strecke AB gegeben; 
man bestimme in seinem Umfange einen Punkt P so, dafs dieser 
mit A und B verbunden einen Peripherie winkel liefert, dessen 
Sehne gleich AB ist. 

Lösung: (G.); (P. G.). 

(982) ßüLP XXI, 519. XXII, 265. 

Anfgabangammlgng a. Zeitschr. f. math. u. nat. Unten. 11 
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b. Gerade Linien zu ziehen, die den Ereis schneiden. 

11, Gegeben zwei Kreise K und K\ welche sich in C und 
J) schneiden; durch D eine Gerade, welche die beiden Ejreise in 
A und B trifft, so zu ziehen, dafs der Inhalt des Dreiecks ABC 
ein gegebener werde. Ohne Nebenkonstruktion. 

Lösung in § 5 Nr. 23 enthalten. 

(21) Lieber und v. Lühmann VI,^62. VI, 298. 

13« Gegeben ein Halbkreis über AB und eine auf AB 
senkrechte Halbsehne GD\ in B ist die Tangente BF gezogen. 
Man soll durch A eine Gerade legen, welche CD in X, BF m 
Z und den Halbkreis in Y schneide, so dafs irgend zwei der 
unbekannten Strecken AX^ ZT, TZ, AY^ ZZ, XC, BY, BZy 
AZ ein gegebenes Verhältnis haben. 

Von diesen Aufgaben sind vier unmöglich, die übrigen 32 
möglich, und zwar sämtlich mit Kreis und gerader Linie auflösbar. 

(43) Badorfp Vni, 219. — 

13, Gegeben Kreis K und zwei Gerade L und L' \ man soll 
eine Gerade von gegebener Richtung, welche den JIreis in A nnd 
J5, die Geraden L und L' resp. in A' nnd B' trifft, so ziehen, 
dass AA' ^=^ BB' ist. 

liösnng: (G. 2). 

{14:2) Aufg. b. d. ^ufnahmeprüf. i. d. dänische Polytechn. 

XIV, 102, 606. 

14:. Gegeben Kreis K und die Punkte A und B, In dem 
Kreise soll eine Sehne CB von gegebener Länge so konstruiert 
werden, dafs sich DA und CB unter einem gegebenen Winkel 
schneiden. 

Lösung: (G.). 

{226) Tidsskrift. XV, 627. 

15« Gegeben ein Kreis (Mittelpunkt 0) und zwei gerade 
Linien L und L', welche sich in A schneiden; man soll durch 
eine Gerade, welche L \n X nnd L' m Y schneidet, so ziehen, 
dafs der vierte Eckpunkt des durch die drei Eckpunkte -4, X 
und Y bestimmten Parallelogramms auf der Peripherie des 
Kreises liegt. 
' Lösung: (G.); (R. K.). 

(450) Haag XV, 613. XVI, 270. 

16, Gegeben sind drei Kreise K^ K\ K'\ welche, durch 
denselben Pankt gehen; man soll durch eine Gerade ziehen, 
welche die drei Kreise resp. in -4, A\ A'' trifft, so dafs 
AA' : AA" =jp : ö' ist. 

Lösung: (G.). 

(5i5.) Journ. 61em. XVIII, 199. 
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17» Durch den Endpunkt F eines Ereisdurcbmessers FG die 
Sehne FX so zu ziehen, dafs sie zu ihrem Abstände BL von 
einem auf FG gelegenen Punkte B im Verhältnis p : q steht. 

Lösung: (ß. 3); (R.) 

(730) Weidenmüller XVin, 601. XIX, 342. 

18. Auf einem mit dem Radius CA = GB = r beschrie- 
benen Kreisbogen AB ist ein Punkt D gegeben; durch D soll 
eine Gerade, welche CA in E und CB in F schneidet, so gelegt 
werden, dafs die Flächen ADE und BDF gleich sind. — Wenn 
D auf AB fortrückt, so bleibt EF immer Tangente an einer 
Hyperbel, deren Asymptoten CA und CB sind. Die Halbachsen 
a und h dieser Hyperbel sind zu bestimmen. 

Lösung: (G. T.). 

(731) ScHLÖMiLCH XYIII, 601. XIX, 342. 

19. Gegeben sind zwei Kreise K und -K^' und Punkt P auf 
keinem derselben; man soll durch P eine Sekante, welche ^ in ^ 
und K' in -4.' trifft, so ziehen, dafs PA - PA' =p^ ist. 

Lösung: Lieber und v. Ltihmann: Geom. Konstr.-Aufg. HI. 
Anh. Nr. 31. 

{441) Joum. 61em. XXI, 355. 

20. Gegeben ist ein Kreis Ä, eine Gerade L und auf K der 
Punkt P; man soll von P eine Gerade, welche K ia B und L in 
C schneidet, so ziehen, dafs PB ' PC = p^ ist. 

Lösung: Lieber und v. Lühmann: Geom. Konstr.-Aufg. III. 
Anh. Nr. 28. 

(44^) Joum. 616m. XXI, 355. 

31. Auf der Peripherie eines gegebenen Kreises eine Sehne 
X Y von bestimmter Länge so zu verschieben, dafs ihre Endpunkte 
X und T bezüglich von zwei gegebenen Punkten A und B Ent- 
fernungen mit vorgeschriebenem Verhältnis haben: AX:B T=m'n, 

Lösung: (G.); (T. E.). 

(1063) Krügbb XXII, 436. XXHI, 191. 

23. In einem gegebenen Kreise sind die Sehnen AM und 
AN gezogen; man soll die mittlere Proportionale AP zwischen 
AM und AN als eine von A aus gezogene Sehne konstruieren. 

Lösung: (G.). 

(647) Joum. 616m. XXV, 196. 

c. Tangenten sind zu ziehen. 

23. An zwei gegebene Kreise zwei Tangenten zu ziehen, die 
einen gegebenen Winkel mit einander bilden, so dafs die Verbin- 
dungslinie der Berührungspunkte durch einen gegebenen Punkt gehe. 

Lösung: (G.). 

(12) Nouv. Ann. V, 368. VI, 295. 

11* 
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34:, An einen gegebenen Kreis eine Tangente zn ziehen, die 
durch den Schnittpunkt zweier gegebenen Geraden L^ und ig fif^ht, 
wenn dieser Schnittpunkt nicht erreichbar ist. 

Lösung; (G.). 

{445) Educ. Times. XXI, 356. 

25, Gegeben sind zwei Kreise und 0' (0 < O'); Kreis 0> 
gehe durch den Mittelpunkt 0. Mit dem Lineal allein sind die 
Mittelpunkte der Kreise, ihre Ahnlichkeitsp unkte, die gemeinschaft- 
lichen Tangenten und ihre Berührungspunkte zu konstruieren.^) 

Lösung: (G.). 

{651) Joum. 616m. XXV, 197. 

d. Ein Kreis ist zu zeiobnen. 

36. Mit gegebenem Eadius r einen Kreis zu konstruieren, 
dessen Peripherie von drei gegebenen Punkten P^, P^^ Pj gleich 
weit entfernt ist, so dafs P^ innerhalb, Pg und P3 auTserhalb 
liegen, oder umgekehrt. 

Lösung: (G. 2). 

(137) Bauer XII, 36. XII, 359. 

37. Gegeben Winkel ^OjB und auf seinen Schenkeln die Punkte 
A und B\ es sollen zwei gleiche Kreise gezeichnet werden, welche 
die Schenkel in A und J?, und sich gegenseitig berühren. 

Lösung: (G.). 

{97) Joum. 616m. Xm, 36. 

38. In einen Kreissektor ABC {0 Mittelpunkt) einen ähn- 
lichen Sektor A' B'C {A' auf BC^ B' auf AC) so einzuschreiben, 
dafs C in einen gegebenen Punkt des Bogens AB fUlIt. 

Lösung: (G.). 

{liO) Aufg. b. d. Aufnahmeprüf. 1. d. dänische Polytechn. 

XIV, 101. 

39. Zwei sich von aufsen berührende Kreise A' und B' zn 
konstruieren, von denen jeder eine gegebene Gerade in einem ge- 
gebenen Punkte berührt {A' berühre 0-ä. in JL, und B' berühre 
OB in B) und deren Eadien sich wie m : n verhalten. 

Lösung: (G. 2). 

{225) Mathesis. XV, 526. 



*) Bei der Konstruktion ist zu benutzen der Lehrsatz: Berühren 
die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden Kreise (0, r) und 0\r\ 
von denen 0' durch den Mittelpunkt geht und 0' > ist, den Kreis 
0' in il und JB, so ist AB Tangente am Kreise 0, 

Joum. äl^m. XXV, 198. 
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30, Gegeben die Kreise K und K\ femer A auf K und B 
auf K\ Durch A und B einen Kreis, welcher -K^ in C7 und E' 
in D schneidet, so zu legen, dafs CB durch K' geht. 

Lösung: (G.). 

{227) Tidsskrift. XV, 527. 

31, Vier Punkte -4, 5, C, D sind gegeben. Durch A, B 
und durch (7, D sollen zwei Kreise so gelegt werden, dafs sich 
dieselben in einem Punkte von BC berühren. 

Lösung: (G. 2). 
(680) Sporer XVII, 111. XVH, 520. 

32« Durch die Punkte B und C einen Kreis M so zu legen, 
dafs die von A an ihn gezogenen Tangenten AF und AG sich 
unter dem Winkel (p schneiden. 

Lösung: (G. 2). 

(472) Weidenmüller XVI, 123. XVI, 421. 

- 33« Man soll einen Kreis zeichnen^ der zwei sich schneidende 
Ejreise rechtwinklig schneidet, so dafs die Tangenten von einem 
gegebenen Punkt einen gegebenen Winkel einschlief sen. 
Lösung: (G.). 

(570) Fuhrmann XVII, 34. XVII, 444. 

34. Gegeben zwei Gerade und ein Punkt; man soll einen 
Kreis zeichnen, der die beiden Geraden berührt, während der Winkel 
der Tangenten von dem Punkte an den Kreis ein gegebener ist. 

Lösung: (G. T. 2). 

(571) Führmann XVH, 34. XVII, 444. 

35« Einen Kreis zu konstruieren, der durch einen gegebenen 
Punkt geht, während die Tangenten von zwei gegebenen Punkten 
gegebene Winkel bilden. 

Lösung: (G. T.). 

(572) Führmann XVII, 34. XVII, 445. 

36. Einen Kreis zu konstruieren, so dafs die Tangenten von 
drei gegebenen Punkten gegebene Winkel bilden. 
Lösung: (G. T.). Vergl. Nr. 45. 

(573) Fuhrmann XVII, 34. XVII, 445. 

37« Gegeben sind zwei sich schneidende Gerade; mau soll 
einen Kreis zeichnen, der von ihnen gleiche gegebene Stücke ab- 
schneidet, während die Tangenten vom Schnittpunkte der Geraden 
aus einen gegebenen Winkel bilden. 

Lösung: (G.); (T. R.). 

(645) Emmerich XVII, 598. XVIH, 354. 
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3S« Einen Kreis zn zeichnen, so dafs die Tangenten von 
zwei gegebenen Punkten P und Q ein Viereck AB CD um- 
schlieDsen, dessen Winkel denen eines gegebenen Vierecks ah cd 
gleich sind. 

Lösung: (G.); (G. T.). 

(657) Emmerich XVin, 37. XVm, 445. 

39. Gegeben zwei Punkte P und Q, eine Strecke a und zwei 
Winkel l und fi. Man soll einen Kreis zeichnen, der anf PQ die 
Sehne a abschneidet und der ferner von P ans unter dem -^ i 
und von Q aus unter dem ^ fi erscheint. 

Lösung: (G. T.). 

(740) Emmerich XIX, 32. XIX, 423. 

40« Gegeben sind zwei sich in S schneidende Geraden Z 
und X', welche den Winkel 2 a bilden; man soll einen Kreis M 
zeichnen, der von L die Sehne 2 a und von L' die Sehne 2 a' 
abschneidet, während die von S gezogenen Tangenten den Winkel 
2ß bilden. 

Lösung: (G.); (R. K.); (T. R.). 

(838) Emmerich XX, 115. XX, 502. 

4:1« (Rosette am Kölner Dom.) Gegeben ist der gleich- 
seitige Dreibogen ji^C, mit dem 
Mittelpunkt M] man soll an A, 
B und C je einen neuen Drei- 
bogen AA' A!' u. s. w., femer um 
X, Y, Z drei gleiche Kreise 
zeichnen, von welchen z. B. der 
um X die Bögen BB\ BC und 
CC" berührt; die Radien der 
neuen Dreibogen imd Kreise sind 
so zu wählen, dafs sie von einem 
Kreise um M in den Punkten P, 
Q^ R und D, E, F berührt werden. 

Lösung: (R. 3). 

(829) X. N. XX, 32 

XX, 424. 

42. Durch zwei Punkte A und B einen Kreis JH^ welcher 
den gegebenen Kreis K in C und D trifft, so zu konstruieren, 
dafs CD durch den gegebenen Punkt P geht 

Lösimg: (G.). 

(444) Educ. Times. XXI, 356. 

43« Gegeben die Strecke AB^ auf ihr Punkt C und eine 
durch C gehende Gerade X. Man soll einen Kreis seichnen. 
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welcher durch A und B geht und von L die kleinste Sehne ab- 
schneidet. 

Lösung: (G.). 

{64:8) Nyt Tidsskrift. XXV, 197. 

4:4, Durch zwei Punkte A und 5, deren Abstand a ist, 
einen Kreis zu legen, dessen Durchmesser GH \ AB und in 
welchem BH ^=h ist. 

Lösung: (G.). 

{656) Educ. Times. XXV, 199. 

45« Einen Kreis zu zeichnen, der von drei gegebenen Punkten 
A, B^ C aus bezüglich unter drei gegebenen Winkeln erscheint. 
Lösung: (G. T.). 
(1240) Krüger XXIV, 609. XXV, 347. 

€• Begnläre Vielecke um und in einen Kreis zu zeichnen.^) 

46, Beschreibe um einen gegebenen Kreis (üf , r) ein gleich- 
seitiges Tangentendreieck, ohne mehr als einen Hülfskreis zu ge- 
brauchen. 

Lösung: (G.). 

(849) Artzt XX, 195. XX, 585. 

47, In einen gegebenen Kreis (ilf, r) zu zeichnen: 

a) die Seite eines regulären 12ecks, 24ecks, 48ecks u. s. w., 
ohne mehr als einen Hülfskreis zu zeichnen; 

b) unter denselben Bedingungen die Seite des regulären 
Secks, 16ecks, 32ecks u. s. w.; 

c) Um den gröfseren Teil des nach dem goldenen Schnitt 
geteilten Eadius zu zeichnen^ bedarf es aufser eines Hülfskreises, 
der mit dem Radius r um einen beliebigen Punkt N des gegebenen 
Kreises (üf, r) konstruiert ist, nur noch eines zweiten Hülfskreises. 

d) den vierten, achten, sechzehnten u. s. w. Teil eines ge- 
gebenen Winkels mit nur zwei, aber nicht konzentrischen Hülfs- 
kreisen zu zeichnen. 

Lösung: (G.). 

(1003) Artzt XXI, 592. XXH, 428. 

f. Die E!reisfläche zu teilen. 

48, Durch zwei parallele Sehnen ein Stück der Kreisfläche 
abzuschneiden, welches einem gegebenen Sektor des Kreises 
gleich ist. 

Lösung: (G. 4); (G. T.). 

(499) Sievbrs XVI, 273. XVI, 588. 

*) Vergl. Tafelmacher: Konstruktion der Seiten eines regulären 
Fünf- und Zehnecks XXII, 95. 
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49« Man soll einen Sektor eines Kreises so bestimmen, dafs 
der Inkreis des zum Sektor gehörenden Dreiecks gleich dem 
gröfsten Berührungskreise des betreffenden Segmentes wird. 

Lösung: (R.); (T. E.). 

(1209) Fuhrmann XXIV, 343. XXV, 113. 

50, Von der Fläche eines Kreises soll durch einen zweiten 
Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Peripherie des ersten Kreises 

liegt, — abgeschnitten werden. (Spec.-Pall n «= 2.) 

Lösung: (T. E.). 

(1215) Steokelbekg XXIV, 457. XXV, 186. 

51« Eine Kreisfläche durch die Peripherie eines zweiten 
Ejreises zu halbieren, dessen Mittelpunkt vom Mittelpunkt des ge- 
gebenen Kreises die Entfernung c hat. (Spec.-Fall c = 2 r.) 

Lösung: (T. R.). 

(1216) Steckelberg XXIV, 457. XXV, 186. 



§ 13. Maxima- und Minima -Aufgaben ans der Planimetrie/) 

1. Punkt nnd Gerade XY sind der Lage nach gegeben. 
Von wird nach der Geraden gezogen: OÄ beliebig, OB senk- 
recht 0-4, OC als Halbierungslinie des rechten Winkels AOB^ 
OB senkrecht OC. Das Minimum AB -\- CD der beiden Hypo- 
tenusen ist zu bestimmen. 

{6^ Nouv. Ann. X, iß. — 

3. Gegeben Punkt A auf einem festen Durchmesser eines 
Kreises. Welches ist das gröfste gleichschenklige Dreieck, dessen 
Spitze in A liegt und dessen Basis eine zum Durchmesser senk- 
rechte Sehne ist? 

{10^ Nouv. Ann. X, 15. — 

3. um ein gegebenes ungleichseitiges Dreieck ABC soll 
das gröfste gleichseitige Dreieck PQB beschrieben werden. 
Lösung: (G.). 

(44) ScHLÖMiLCH Vm, 501. IX, 123, 125, 204 Be- 

richtigung. 370. 

In ein gegebenes ungleichseitiges Dreieck ABC soll das 
kleinste gleichseitige Dreieck beschrieben werden. 
Lösung: (G.). 

(45) ScHLÖMiLCH VIII, 501. IX, 123, 125, 370^ 

*) Vergl. § 5 Nr. 6, 18 und § 12 Nr. 8, sowie Edler: Über Maxima 
und Minima bei ebenen Figuren. X, 245 — 259. 
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4« Auf dem Durchmesser eines Kreises mit dem Mittelpunkt 
K und Eadius r sind zu beiden Seiten des Mittelpunktes zwei 
Punkte P und P' gegeben, so dafs Ä'P = KV^ = a. Von P und 
P' sind bis zum Kreise zwei Parallelen PQ und P'ö' so zu ziehen, 
dafs das Trapez PP'Q'Q ein Maximum ist. 

Lösung: (G.). 

{40) Joum. 6l5m. XI, 367. 

5, Von dem Punkte C sind an den gegebenen Kreis K, 
dessen Radius r, zwei Tangenten €E und CD gezogen, welche 
sich unter rechtem Winkel schneiden; man soll eine dritte Tan- 
gente, welche CE in Ä und CD in B trifft, so ziehen, dafs 
IS. ABC einen gegebenen Inhalt A hat. Wann ist A ein 
Minimum? 

Lösung: (G.); (T. R.). 

(4i) Journ. 616m. XE, 367. 

6, Gegeben ist tiABC mit der Höhe -45" =ä; man soll 
von PL zwei Gerade "ED und B-E nach AC und ^^ so ziehen, 
dafs <^ ABD = ABE = a? und A DEK ein Maximum ist. 

a) Wie grofs wird ^ x für diesen Fall? 

b) Wie grofs ist <9, den DE mit CB bildet? 

Lösung: (T. R.). 

(458) Joum. 616m. XXI, 523. 

7, Von einem Punkt treten zwei Strecken OB = ^, 
OC ^=*' h unter einem gegebenen Winkel d aus. Eine dritte Strecke 
0A = fiBixJLmO in der Ebene BOC drehbar. Welche Winkel 
mufs OA mit OB und mit OC einschliefsen, damit die Fläche des 
Dreiecks ABC ein Maximum erreiche? 

Lösung: (G. T. 2). 

(559) V. Jbttmar XVI, 594. XVII, 360. 

8. Drei Strecken OA = f, OB ==^ OC = g sind um eine 
gemeinschaftliche, durch gehende Achse drehbar. Welche Winkel 
müssen die drei Strecken paarweise bilden ,. damit die Fläche des 
Dreiecks ABC einen gröfsten Wert erreiche? 

Lösung: (G. T.). 

(560) V. Jettmar XVI, 594. XVII, 361. 

9. Über den Seiten eines Recktecks, dessen Umfang = 2 5, 
konstruiert man nach aufsen gleichseitige Dreiecke. Wie grofs 
sind die Seiten, wenn die Gesamtfläche ein Maximum sein soll? 

Lösung: (R.). 

{188) Joum. 616m. XV, 40. 

10. Auf einer Geraden AB rollen zwei gleiche Kreise mit 
den Mittelpunkten K und K\ welche AB resp. in A und B be- 
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rühren: eiz irliier ebezLyj^roiser Kreis mit dem Mittelpunkt 
fcenljir^ iie ror^wiirend. Fir welche Lage der drei Kreise wird 
cie Fliehe ies Fünfecki AKOK'B ein Marimnin sein? 
L-Tioag: i'T. R. . 
I>."" Joim- elrm. XV, 41. 

11« (j^zto^JL sind zwei Ton einem Punkt ausgehende 
S:r:i':il-=n. sowie zwei Llngen i und h (> s). Han soll eine die 
Sirallen in V und V treäfenie krumme Linie Ton der LSnge t 
£0 legen, d^ sie mit U und Y eine möglichst gro&e FlSche 
einaohlieLs:, wenn auiseniem die gerade Yerbindungslinie U V'^s IsL 

Ljaunj-: (G. t. 

^764» WETSTßiisriiR MX. 188. AiX, 585. 

12. Man soll in ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der 
H*:he CD einen Kreis zeichnen, welcher die Schenkel berührt und 
die Basis AB schneidet, so dals das im Dreieck liegende Segment 
ein Maiimrim ist. 'Beispiel: Gleichseitiges Dreieck). 

L'scng: t T. B.^ 

(12Ö7) Stzcselberg XXFT, 343. XXV, 112, 

13« Gegeben ist ein Kreis (0, r) und ein fester Durch- 
messer AGB desselben. Vom beweglichen Peripheriepunkt P ffllt 
man auf OB eine Senkrechte, welche den Kreis in Q schneidet, 
und dann wird von Q auf OP die Senkrechte QB gefällt. Bei 
welcher La^re von P wird A PQB ein Maximum? 

Lösung: (T. R\- (G.) 

(1042) KÖBKE XXn, 275. XXTTT, 47. 

14:« Welches unter allen Dreiecken mit denselben Radien 
des Um- und Inkreises hat den gröfsten, welches den kleinsten 
Inhalt? 

Losung: Vergl. die folgende Aufgabe. 

^1250) Steckelberg XXV, 49. XXV, 427. 

15. Aus dem Mittelponkt M ist ein Kreis mit dem Badius r 
konstruiert, ebenso aus ^i ein zweiter Kreis mit ^ *< y r, und die 

Centrale sei mu = e ^^Yr (r — 2 ^); bekanntlich giebt es dann 
unendlich viel Dreiecke XYZ^ welche in den ersten und zugleich 
um den zweiten Kreis beschrieben sind. (Der Punkt X bleibt hier 
willkürlieh auf dem Umkreise, und das Dreieck schliefst sich von 
selbst bei dem successiven Ziehen der Tangenten an den Inkreis). 
Man sucht nun dasjenige der Dreiecke XFZ, von welchem 
der Umfang, 

der Inhalt ein Maximum oder Minimum ist; die BetrSge 
der Maxima und Minima sollen durch r und q ausgedrückt werden 

Lösung: (T. E.). 

(819) ScHLÖMiLCH XIX, 589. XX, 343. 



'^ 



§ 13. Maxima- und Minima-Aufgaben ans der Planimetrie. 171 

16, Gegeben A ABC und auf der Verlängerung von AB 
über B Punkt P; man soll durch P eine gerade Linie, welche 
BC m D und AC m E schneidet, so ziehen, dafs CE - BD oder 
AE ' CD ein Maximum wird. 

Lösung: (R.). 

(187) Educ. Times. XV, 40. 

17. Gegeben ist ein Punkt (7, welcher Mittelpunkt eines 
Kjreises mit veränderlichem Radius sein soll und ein Punkt A^ von 
welchem die Tangenten AB und ^D an den Kreis gezogen sind. 
Für welchen Wert des Radius hat die Berührungssebne BD ein 
Maximum? 

Lösung: (G. T.). 

(189) Journ. 616m. XV, 40. 

18, Gegeben sind zwei unbegrenzte Gerade AA\ BB' und 
ein fester Punkt C; durch letzteren soll eine Gerade, welche AA' 
in P und BB' in Q schneidet, so gelegt werden, dafs das geome- 
trische Mittel zwischen CP und CQ seinen Minimalwert erhält. — 
Unter denselben Voraussetzungen soll das harmonische Mittel 
zwischen CP und CQ zu einem Minimum werden. (Die nahe- 
liegende Aufgabe, das Minimum des arithmetischen Mittels zwi- 
schen CP und CQ zu bestimmen, tibersteigt die Kräfte der 
Elementargeometrie.) 

Lösung: (T. R.). 

(582) ScHLÖMiLCH XVII, 111. XVII, 521. 

19. Ist in dem Dreieck ABC kein Winkel gröfser als 120^ 
so ist für einen Punkt P innerhalb des Dreiecks PA -f- PB -|- PC 
ein Minimum, wenn ^ APB = APC = BPC = 120'^ ist. 

Lösung: Vergl. Steiners Werke II, 729. 

(762) Sporer XIX, 188. XIX, 584. 

20« Die Fläche eines gegebenen Dreiecks durch die kürzeste 
Linie zu halbieren. 

Lösung: (G.) für gerade und krumme Linie (Kreisbogen) aus- 
geführt. 

(765) Weinmeister XIX, 188. XIX, 586. 

21. Zwei gegebene Kreise K^ und K2 schneiden sich in den 
Punkten A und J5; durch A soll eine Gerade, welche den ersten 
Kreis in P und den zweiten in Q trifft, so gelegt werden, dafs 

a) das arithmetische, 

b) das geometrische Mittel der Sehnen AP und AQ ein 
Maximum erreicht. 

Lösung: a) (G. 2); (T. R.). b) (G.); (T. R.). 

(881) ScHLÖMiLCH XX, 433. XXI. 184. 



172 . B- Planimetrie. U. Aufgaben. 

33. Gegeben ist die Strecke AB und auf derselben der 
Punkt C, femer die Gerade L, welche AB unter <^a in C schneidet. 
Man soll einen Kreis konstruieren, welcher durch A und B geht 
und L unter der kleinsten Sehne schneidet. 

Lösung: (G.); (G. T.). 

(459) Educ. Times. XXII, 27. 

33. Durch welchen Funkt müssen die zu den Seiten eines 
Dreiecks gezogenen Antiparallelen gehen, damit die Summe ihrer 
Quadrate ein Minimum sei? 

Lösung: (K. M.). 

(1195) Stoll XXIV, 271. XXV, 43. 

34. (Im Anschlüsse an § 12 Nr. 49.) Man soll einen Kreis- 
sektor so bestimmen, dafs das Verhältnis der beiden Kreise, von 
denen der eine der die Sehne berührende Ankreis des zugehörigen 
Dreiecks, der andere der gröfste Berührungskreis des zugehörigen 
Kreissegmentes ist, ein Minimum sei, 

Lösung: (T. R. 2). 

(1318) Stoll XXV, 432. XXVI, 271. 

35. Im A ABO BQi M der Mittelpunkt des Umkreises, 8 
der Schwerpunkt, H der Höhenschnittpunkt. Zu untersuchen ist, 
ob es ein Minimum der Strecke M8H (Eulersche Gerade) giebt? 

Lösung: (R. K.); (T. R.). Vergl. B. § 7 Nr. 2, 3. 
(1134) ScHLÖMiLCH XXIII, 352. XXIV, 183. 
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Trigonometrie. 

L Goniometrie. 

§ 1. Entwicklung goniometrischer Formeln. 

a. Formeln zwisohen beliebigen Winkeln. 

Analogieen zwischen algebraischen und goniometrischen iden- 
tischen Gleichungen. 

1. (a + J))(a — i) = a^ — 5^; 

sin (« + ß) sin (cc — |3) = sin a^ — sin ß^. 

2. a(fe — c) + & (c — a) + c (a — &) = O5 

sin a sin (jJ — y) + sin jS sin (y — «) + sin y sin (a — ft) = 0. 

3. a^(h ^c) + h^(c- a) + c\a — l) 

+ (a + fe + c) (a — &) (6 — c) (c — a) = 0; 

S (sin a» sin {ß — y)) 
+ sin (a + ]3 + y) sin (a — jS) sin (jS — y) sin (y — a) = 0. 

4. 2a{l + cf + 2l{c + af + 2c{a + lY — 8a6c 

= 2(a + fe)(6 + c)(c + a); 

^ (sin 2 a sin (/5 + y)^) — sin 2 a sin 2 j3 sin 2 y 

^ 2 sin (oc + jS) sin (jS + y) -sin (y + a). 

5. (a — 5) (c— ei) + (a — c) (d — 6) + (a — c?) (6 — c) = 0; 
sin (« — j3) sin (y — ^) + sin (a — y) sin (^ — ß) 

-J7 sin (a — S) sin {ß — y) = 0. 
(iöö) Mathesis XIV, 602. — 

6. 2al{a — h) = '-{a — h) {b — c) (c — a) 

2^ sin a sin jS sin (a — j3) = — sin (a — ß) sin (ß — y) sin (y — a). 
(55p) Mathesis. XVII, 203. 



174 C. Trigonometrie. L Goniometrie. 

7. i:(a — hy(a + l) — 2c) = 

-S sin(a — ßf sin (a + jS — 2y) = 0. 
(J290) Mathesis. XVII, 203. 

8. -S a^ (6 — cf = 3 abc (a — 5)(fe — c)(c — a) 

2 sin c? sin (ß — y)^ = 3 JI siny sin (a — jS). 
{291) Mathesis. XVn, 203. 

9. 2; a^ (6 — c) -= — JI c (a — 6) für a + 5 + c = O 

2? sina*sin(jS — y) = — JIsinysin(a — 13) für a + jS + y = Ä;jr 

2? cos a^ sin (|3 — y) = — IT cos y sin (a — |3) 

für a + jS + y = Y (2 Ä + 1) TT. 

(^P^) Mathesis. XVII, 204. 

Zu beweisen sind folgende Formeln: 

10. sin cfi sin {ß — y) + sin ß^ sin (y — «) + sin y' sin (a — ß) 
= sin (a + (5 + y) sin (a — jS) sin (|S — y) sin (a — y)«*) 

{178) Mathesis. XIV, 600. 

!!• cos2acos(jS+y)^ + cos2jScos(y + a)*+cos2yco8(a + /J)* 
= 2 cos (a + ß) cos (jS + y) cos (y + «) + cos 2a cos 2/5 cos 2 y. 

12. sin2asin(iS + y)2 + sin2iSsin(y+a)*+sin2y8in («+/?)» - 
= 2 sin (a + jS) sin (/5 + y) sin (y + a) + sin 2 oc sin 2 |S sin 2y. 

{179) Mathesis. XIV, 601—602. 

13, a) sin asin(& — c)sin(6 + c — a)+ sin6 sin(c — a)sin(c+ a — &) 
+ sincsin(a — &)sin(a + 6 — c) = 2 sin (6 — c)sin(c — a)sin(a — h\ 

b)cosasin(fe — c)cos(&+c — a)+cos6sin(c — a)cos(c+a — fe) 
+ cos c sin (a — &) cos (a + fe — c) = 2 sin (5 — c) sin (c — a) 
sin {a — &).**) 

(631 a,b) Emmerich XVII, 525. XVIII, 270. 



*) Ähnlich wird bewiesen 
cos a^ sin (^ — y) + cos ^^ sin (y — a) + cos y^ sin (a — §) 
= cos (a + P + y) Bin (a — P) sin (y — a) sin (^ — y). 
XIV, 601. Anmerkung zu 178. 

**) cos a sin (6 — c) sin (6 + c — a) + cos 6 sin (c — a) sin (c + « — ^y 
+ cos c sin (a — 6) sin (a + 6 — c) = 0, 
sin a sin (6 — c) cos (6 + c — a) + sin 6 sin (c — a) cos (c + « — ^) 

+ sin c sin (a — 6) cos (a + 6 — c) = 0. 
Emmerich. XVIII, 271. 
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14, a) cos c^ sin (6 — c) + cos h^ sin (c — «) + cos (? sin (a — 5) 
= sin(Z) — c) sin(c — a) sin(a — fe)[cos(a + & + c)(cos a^+ cos 5^+ cos c^ 

— cos a cos fe cos c]. 
b) [sin a^ sin (6 — c) + •• •] = sin (fe — c) sin (c — a) sin (a — &) 
• [sin (a + 6 + c)(^^^ ^^ "I" ^^° ^^ "4" '^^^ ^^) "h sin a sin 5 sin c]. 
(994a,b) Fuhrmann XXI, 591. XXII, 344. 

16, a) l+cosa+cos&+cosc+cos(6+c)-|-cos(a+^)+cos(a4-Z>) 
-}- cos (a + 6 + c) = 8 cos Y a cos y & cos ^ c cos y (a + 2> + c), 

b) sina + sinft + sine + sin (6 + c) + sin (a + c) + sin (a + 5) 
-^- sin (a + 5 + c) == 8 cos y a cos Y & cos Y c sin Y (a + 6 + 0- 
(955a, b) Fuhrmann XXI, 591. XXH, 345. 

16. a) sin (a — jS) cos (y — ^) + sin (jS — y) cos (a — ^) 

+ sin (y — a) cos (|3 — d) = , 

b) sin (a — |3) sin (y — ^) + sin (jS — y) sin (a — 5) 

+ sin (y — a) sin (/3 — d) = 0. 
(894) Krause XX, 511. XXI, 271. 

17, cos Y « (2 cos a — l) (2 cos a + cos 2 a) 

+ sin Y « (2 cos a + 1) (2 sin a + sin 2 a) = 3 cos y <^« 
{580) Mathesis. XXIV, 193. 

- ^ 8 — (2 cos a — 1) (2 cos a + cos 2 a) . i 
^^* (2cosa + 1) (2 sin a + sin 2 a) =*^Y*^- 

{68i) Mathesis. XXIV, 194. 

Für jeden Wert der Winkelsnmme a + fe + c==25 ist 

^ iv sin (& + c) , sin (c + ^) i ^i^ (<* + &) 

sm a ' sin ' sin c 

— BJP (^ + c) sin (c + g) sin (g + &) = _ 2 cos 2 5 
sin g sin h sin c 

20 sin (6 4- c) 1 ein (c + g) , sin (g + &) 

* cos g ' cos 6 "*" cos c 

sin (6 + c) sin (c + g) sin (g + &) , _ . ^ 

^ — ! ^^ — \r-^ ^= — - — - = + 2 sm 2 s 

cos g cos cos c ' 

o^ sin (& — c) , sin (c — g) , sin (g — &) 

sm g ' sin ' sm c 

, sin (& — c) sin (c — g) sin (g — 6) ^ 
"• ein g sin 6 sin c 
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^^ sin (b — c) I ^^^ (^ ~" ^) I sin (g — ^) 

cos a * cos b ' cos c 
, sin {b — c) sin (c — o) sin (g — b) ^ 
"•" cos a cos ft cos c 

23 tg (& — c) , tg (c — g) , tg (g — h) 

tgg "* tg6 ' tgc 
• tg (& — c) tg (c — g) tg (g — 6) ^ 
"T" tg g tg ft tg c °^ 

24^ tg (& — c) I tg (c — g) , tg (g — b) 

cotg ' cotft * cotc 
, tg(& — c) tg( c — g) tg(g — b) ^ ^ 
' cot g cot b cot c 

(512—514) Stoll XVI, 356. XVII, 24—27. 

25« Zu beweisen, dafs die Determinante 

sin a sin ß sin ^ 

cos a cos /J cos y 

sin a cos a sin ß cos j3 sin ^r cos y 

den Faktor sin (jS + y) + sin (y + a) + sin (a + j3) enthält.*) 

(856) Fuhrmann XX, 196. XX, 590. 

26. Wenn cosy «cos y /3cos yy = c und sin ycifsin y j38injy=5 

gesetzt wird,. so ist 

a) sin a sin /3 sin y = 8 C5, 
b) cos a cos /3 cos y = 4 c* — (2 5 + 1)*. 

(291) FüHRMAira XlVg, 192. XIV, 591. 

27. Wird ein Winkel a durch einen Strahl in die Teil- 
winkel co und a — x zerlegt, so ist stets 

cos a^ + cos x^ + cos (a — a?)* = 1 4- 2 cos a cos x cos (cc — x), 

(1307) JuNKEE XXV, 362. XXVI, 180. 

28. Die Formel cotga; — tga; = 2cot2a; geometrisch zu 
beweisen. 

(586) Mathesis. XXIV, 196. 

b. Beziehungen Ewisehen Winkeln, welche gewisse 

Bedingungen erfüllen. 

a. Die Winkelsumme beträgt 180®. 

Für a + /3 + y = 180® sind folgende Relationen zu be- 
weisen: 



* 



) Die Aufgabe ist XX, 196 ungenau gestellt. 



§ 1. Entwicklung goniometrischer Formeln. 177 

^q cot a + cot ß j_ cot ß + cot y , cot y + cot a 

• tgcc + tgß + tgp + tgy "*■ tgy + tga "" "^ ' 

(^55) Math. Magazine. XVII, 204. 

Q^ cot a + cot p . cot p + cot y j^ cot y + cot a 

0\9m O -T 2» ~f" = 1 . 

cc p p y y cc ' 

cot ■— + cot -^ cot ■£■ + cot ^ cot ^ + cot — 
2^2 2' 2 2^2 

(294) Math. Magazine. XVII, 204. 

31. siD 2 wa + sin 2 wj3 + sin 2 wy 
= ( — l)'*+^4sinwasin»j3sinwy.*) 

32. sin(2w+ l)a + sin(2w+ l)j3 + 8in(2n+ l)y 

/ t\nA 2w+l 2w+l^ 2w+l 

= ( — 1J~ 4 cos — ^ — cc cos — r^ — p cos — ^ — y . 

33. tgncc + tgwj3 + tg»y = tgwa tg»j3 tgwy. 

oi , I . /, I . cosnacosnßcosny +(— l)**"^^ 

o*. cot wa + cot wp + cot ny = ; ^ — s-—^ — • 

' "^ ' ' sin na smwp sin «y 

(348—351) Sebveks XV, 38—39. XV, 349—352. 

35. sin a^ cos (j3 — y) + sin ß^ cos (y — «) + sin y^ cos (a — j3) 

= 3 sin a sin j3 sin y. 

36. sin a cos «^ + sin j3 cos j3^ + sin y cos y* 
= sin a sin j3 sin y (l — 4 cos a cos j3 cos y). 

(292a, b) Fuhrmann XTV, 192. XIV, 591. 

37. sin a sin j3 sin y ^^ cos «^ = cos a cos j3 cos y ^^ 

(55^) Journ. 616m. XXIV, 345. 

38. Ist cot-^ = cot« + cot/3 + coty, so ist auch 
5ot^= cot l cot I cot |- + cot I tg I tg 1 + cot I tg I tg l^ 

+ cot|-i^|tg|. 
(421) Fuhrmann XV, 441. XVI, 120, 

39. Unter welcher Bedingung ist a eine Wurzel der Gleichling 

^ sin a cos (a — a;) = 4 sin a sin j3 sin y , 
inn a, j5, y die Winkel eines Dreiecks sind? 

(1110) Emmerich XXm, 194. XXIH, 586. 



*) cos 2na + cos 2np + cos 2 wy = ( — 1)** 4 cos na cos nß cos ny — 1. 
Sautbb XV, 360. Anmerk. zu 349. 
AnfgabeuMmmliuig a. Zeitgchr. f. math. u. nat. Unterr. 12 
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40. Für « + j3 + y c= 180^ ist 

1) cos a + cos j3 + cos y < Y j 

2) tga + tgj3 + tgy>l/27; 

im letzteren Falle mufs jeder Winkel kleiner als 90^ sein. 
(431) ScHLÖMiLOH XV, 524. XVI, 197. 

VergL anch Ebene Trigonometrie § 4 b. 



ß. Die Winkelsnmme beträgt 360^, ein Vielfaches von n, 
oder es bestehen irgend welche andere Beziehungen 

zwischen den Winkeln. 

41. Ist « + l3 + y + d= 360®, so ist sina+ sin /5 + siny 

+ sm = 4 sm — ^ — sm ^-—z — sm ^— ^ — Aus dieser Gleichung 
sind als spezielle Fälle die folgenden herzuleiten: 

1) sin2wa + sin2nj3 + sin2wy + sin2«d= — 4 sinn (a-)-') 
sin w (j3 + d) sin w (y + ^)> 

2} sin a + sm j3 + sm y — sm o = 4 sm — - — sm . ^ sm — ^ ; 

3) cos a + cos j3 + cos y + cos (a + j8 + y) = 4 cos ^"I cos ^^4^ 



cos 2 



2 2 

ß + Y 



Für 1) soll a + j3 + y + tf = 360^ für 2) a + /5 + y = tf und 
für 3) sollen a, j3, y ganz beliebige Winkel sein. 

(194) Glaser XII, 433. Xu, 433. 

42. Dafs folgende Ausdrücke sämtlich einander gleich sind, 
soll unter der Bedingung a + j3 + y + ^ = (2 n + 1) » ^ö- 
wiesen werden: 

1) il = (sin a sin /3 + sin y sin d) (sin a sin y + sin ß sin d) 
(sin a sin d + sin ^ sin y) ; 

2) J? = (cos a cos /5 + cos y cos d) (cos a cos y + cos ß cos d) 
(cos a cos d + cos ß cos y); 

3) C = -j- (— sin a + sin /5 + sin y + sin d) 

X (sina — sinj3 + siny + sind) (• • •)•(• • •) 

4) D ^^ -^(^ cosce -{- cos /5 + cos y + cos d) •(•••)•(•••)•(• • •); 

5) ^ = ^(sin2a+ sin2/5 + sin2y + 2d)»5 

6) F = sin(a + ßf sm(cc + y)^ sin(a + öf, 

{584) Mathesis. XXIV, 194. 
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43. D= 



— siii(a + i^) sina sin/5 

ßina — sin(jS + y) sin/5 

sinj3 sin(a + j3) sin« 

sinjS sina sin(j3 + y) 

zu berechnen, wenn a^ ß^ y drei aufeinander folgende Winkel 
eines Sebnenyierecks sind. 

(583) Joum. 616m. XXTV, 194. 

44. Sind a und a', ß und j3', y und y' die drei Paar Gegen- 
winkel eines vollständigen Vierseits, so ist: sin« sina' + sinj3sinj3' 
+ siny siny'= 0, m. a. W.: Schneidet eine Gerade G die Seiten 
BCj CA, AB eines Dreiecks der Eeihe nach unter den Winkeln 
a\ ß% y\ so gilt die obige Relation. Dabei ist aber zu bemerken: 

a) Man wähle die Winkel «', ß\ y' an derselben Seite von 6r. 

b) Unter den Dreiecken AB 0\ BC'A\ CA' B' ist eins, welches 
einen Aufsenwinkel des Dreiecks ABC zum Innenwinkel hat; ist 
BC'A' dieses Dreieck, so ist ß' positiv zu nehmen, u und y' 
negativ oder die beiden letzten Winkel sind positiv, ß' negativ 
zu nehmen. 

(900) Artzt XX, 511. XXI, 276. 



45. Wenn a + a + & + /5 + ö + y = ö» is* 
tg(a + a) tg(a + j3) tg(a + y) 

tg(ö + ^) 
tg(c+i5) 



tg(5 + a) 
tg(c + Of) 

{582) Mathesis. 



tg(5+y) 
tg(c +y) 



0. 



XXIV, 194. 



46. Wenn w sin ('9' + 9?) == cos ('9^ — q>) ist, so ist zu be- 

1 »n o,r. Q A + 1 ^ ' o ^ von Q' und q> unab- 

1 — wi sm 2 <r ' 1 — m sm 29 ^ 

2 



weisen, dafs 



hängig ist, und zwar ist z . ^o. + ; — 

^ ® ' 1 — m8in2^'l — 



{181) Educ. Tim. 



fn sin 2 9 1 — m} 
XIV, 602. 



47. sin a + sin /5 + 8^ y + si'* ^ '^^ -P ^^st sich in ein Pro- 
dukt verwandeln, wenn 

1) a + /5 + y + * = 2 ÄTT , 

2) a + /5 — y — rf = 2 ÄTU, 

3) a + j5 + y — d = (2Ä;+ l)7t, 

4) a-\- ß^2Tc%, 

ö) of — j3 = (2Ä;+ l)7r. 

(689) SiBVERS XVIII, 278. XIX, 30. 



12' 
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48. Sind a, £, 0) drei positive Winkel, die nicht alle drei 
einander gleich sind, und ist a + a + © ^ 360®, so ist 

sm a + sm 6 + sin © < 3 sin — — • 

(502) Bbbüer XVI, 274. XVI, 591. 

49. Sind a, 8, 0) drei positive Winkel, die nicht alle drei 
einander gleich sind und deren Summe nicht gröfser als 180® ist, 
so ist 

cos a + cos « + cos 00 < 3 cos — — • 

(503) Breuer XVI, 274. XVI, 591. 

50. Wenn «, j3, y drei positive Winkel sind und « + /5 + y 
= 5 < 90® ist, so ist 

(588) Stoll XVII, 200. XVII, 590. 

51. Wenn a, j5, y drei positive Winkel sind und « + /5 + y 
= s < 90® ist, so ist 

1) cot a + cot j8 + cot y > 3 cot y 5 , 

2) cot a cot j8 cot y > cot y s*, 

3) tgatgj3tgy<tg45S, 

(589) Stoll XVH, 200. XVII, 591. 

52. Wenn x, y, <, 180® sind, so ist 

sin X siny sin^e? < sin j (y + ;ef) sin y (z + x) sin -5- (o? + y)- 
Wenn x, y^ e < 90® sind, so ist 

cosa; cosy cos^e? < cos -i- (y + ;ef) cos 7 (^ + a?) cos j (^ + y)« 
(789 a, b) Stoll XIX, 347. XX, 186. 

53. Sind v^^ V2J V2 die nach derselben Eichtung genommenen 
Winkel der nach den Seiten a^ h^ c eines Dreiecks gezogenen 
Mittellinien ta, t^y fe, so ist cotv^ -|- cotvg + cctvj «»= 0. 

II, 218. Vergl. Grunerts Archiv 51. Heft 4. p, 506 

und Fafsbender Archiv 49 u. 51. p. 46. 
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§ 2. Trigonometrisclie Gleicliniigeii. 

a. Gleiohnngen, in denen ein Winkel zu bestimmen ist. 

(x. Die Lösung ergiebt sich in sehr einfacher Weise oder 
führt auf eine quadratische Gleichung. 

!• tg Y Ä' = 2 — yS ; X ohne Logarithmen zu berechnen. 
(69) Journ. 616m. XII, 203. 

2. sinco+yScosx=y2, 

(168) Journ. 61em. XIV, 599. 

3. sin X + cos X = • 

I cos «17 

(^171) Journ. 616m. XIV, 599. 

4. cota? — tgo? = sinaj + cosa?. 

(173) Journ. 616m. XIV, 599. 

5. tg flj* + 4 sin x^ = S. 

(170) Journ. 616m. XIV, 599. 

6. 6tgaj+ 12cota; = ^^• 

^ ' cosa; 

(6^) Journ. 616m. XII, 203. 

7. sinaj + cosflj + tga? + ^ota; + seca? + coseca; = k. 
(46) ScHLÖMiLCH Vni, 501. IX, 431. 

8. sin x^ + cos x^ + tg flj^ 4" cö^ ^^ 4" 86C x^ + cosec x^ = 8. 
(399) Mathesis. XX, 435. 

9. sin x^ + cos x^ + tg oj^ + cot x^ + sec x^ + cosec x^ = a. 

Zwischen welchen Grenzen mufs a liegen, wenn der gesuchte 
Winkel reell ausfallen soll? Beispiel: a^y 

(1317) ScHLÖMiLCH XXV, 432. XXVI, 270. 

10. sin 2 ic* — sin aj2 = sin 30^1 

(66) Journ. 616m. XII, 203. 

11. tg a: == . a . 

® am 2 a? 

(61) Journ. 616m. XII, 203. 

12. 4 cos 2 a? + 3 cos a: — 1 =?= 0. 

(169) Journ. ä6m. XIV, 599. 
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13. 1 4" 2 8^9^ =" 2 <^9 2 9>. 

Wie kann man den absolut kleinsten Winkel g> konstruieren? 
(30) Baueb. vi, 159. — 

14. tff -5- a? = -: sin X. 

(7^) Joum. 616m. XII, 204. 

15. tg2ÄCota?= — 1. 

(^5) Joum. 6l6m. XII, 203. 

16. tgx cot22; «a tg2a; cota;. 

(17^) Joum. 616m. XIV, 599. 

17. tg(flj + 45^) + tg(a? — 45^) = |- 

{^87) Journ. 6l6m. XVII, 202. 

18. 2 tgi» + tg (a — a?) = tg (/5 + x). 

{73) Joum. 6l6m. XII, 204. 

19. cos (a — ß) sin (y — a;) = cos (a + /5) sin (y + x)* 
(74) Joum. el6m. XÜ, 204. 

20. Aus tg & cos a; — sin a sin a; =» tg & cos a soll tg y a; als 

Funktion von tg y a und tg y 6 abgeleitet werden. 

(579) Mathesis. XXIV, 193. 

(400) Educ. Times. XX, 435. 

ß. Die Gleichungen lassen sieb nach der Umformung 

in Faktoren zerlegen. 

ÄÄ. COSaJ«=r— 7-T 5* 

1 + tgaj* 
(65) Journ. 6l6m. XII, 203. 

23. Lr-Jif = 2cos2a?. 

1 + tga: 

(59) Journ. 6l6m. XII, 202. 

24. 3 + cos 4 a; = 4 cos 2 a: + 2 cos a?^ sin a:. 

(71) Journ. 6lem. XII, 204. 

25. sin 2 a? + sin 3 a? «= sin a?. 

(^4) Journ. 6l6m. XII, 203. 

26. sin a? + sin 2 a; + siu 3 a; = 1 + cos a? + <5os 2 x. 
(91) Journ. elem. X, 421. 
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27. sin2aj = cosSoj. 

{60) Journ. el^m. XII, 203. — 

28. sin a? + sin 2 ÄJ + sin 3 a? = 4 cos g- cos a? cos -g- • 
(i74) Journ. 6lem. XIV, 600. 

29. sin a? + sin 2 a? + 2 si^ 3 a; + sin 4 a? + sin 5 a; = . 
(175) Journ. 616m. XIV, 600. 

30. cosa; — cos 2 a? — cos4a; = 0. 

(590) Sporbr XVn, 200. XVII, 592. 

31. tg a? + tg 2 a? = tg 3 a;. 

{92) Journ. 616m. X, 421. — 

82. tga; + 2tg3aj + tg5a; = 0. 

33. tga; + 2 tg 3 a? + 2 tg 5 a; + tg 7 a? = 0. 

34. tga; + atg2aj + atg3a? + tg4a;«=s0. 
(394—396) Journ. 616m. XX, 351—352. 

35. sin (450 + y) = Ä sin (450 - I) . 

(288) Educ. Times. XVII, 202. 

36. 7346 7^®®* -I- yl+Beo« 7010.7^^®®* — 73+2 aeca? 

+ 3.72 + 8Beca: = ^47^ 

(401) Educ. Times. XX, 436. 

Vergl. auch Ebene Trigonometrie § 5 Nr. 18. 

y. Die Theorie der Gleichungen ist zu benutzen. 

37. Welche Bedingungen müssen a^ h, c erfüllen, damit 

asina; + ^si^2a; + csin3aj = 
lösbar ist? 

(347) V. ScHÄWEN XV, 38. XV, 349. 

38. a) Die Summe der Winkel zu bestimmen, deren Tan- 
genten die Wurzeln der Gleichung x^^ — 3 a;* + 7x^ — a;^+ 3aj^ 
— 4a;^+lla?*+2aj® + 6a;* — aj + l=0 sind, b) Dieselbe 
Aufgabe ist für die allgemeine Gleichung nten Grades in Bezug 
auf X zu lösen. 

(585) Nyt Tidsskrift. XXIV, 196. 
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b. Gleiehiingen, in denen zwei oder drei Winkel oder 
Unbekannte zn bestimmen sind. 

39. X und y zu berechnen aus 
a? (1 + sin 9>* — cos q>) — y sin 9? (1 + cos 9?) = c (1 + cos 9), 
y (1 + <508 9>^ — a? sin 9> cos 9> = c sin 9>. 

(177) Journ. ^16m. XIV, 600. 

40* q> und ip zu berechnen aus 

sin (9 + i(;) «»= a + &, 

(398) Educ. Times. XX, 435. 

41. w = 3f;; tgw=»j»+l; tgv = x — 1. x zu be- 
rechnen. 

(70) Journ. 616m. XII, 203. 

42. o:;, ^, £? zu berechnen aus 

x + y + 0=1^ 

xigcc +yigß +0tgy =tgS, 

xtgc^ + y tgß^ + z tgy^ = tgd*. 

(578) Nyt Tidsskrift. XXIV, 193. 

43. sina; = cos^5 siny = tgjer; sin£? = cotaj. 
(67) Journ. 616m. XQ, 203. 

44. a, |3, y zu berechnen, wenn 

« + 13 + y = 180^ 

cos of + cos /3 + cos y == 5, 

cos a cos /3 cos y = jp 
gegeben ist. 

(432) ScHLÖMiLOH XV, 524. XVI, 199. 

45. a, ßy y zu berechnen, wenn 

« + 13 + y = 180^ 
tga + tg(S + tgy = a, 

cot a + cot j3 + cot y = 5 
gegeben ist. 

(433) ScHLÖMiLCH XV, 524. XVI, 200. 
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46. a, /?, y zu berechnen aus 

sin a + sin /3 + sin y = a, 

cos 2 a + cos 2 j3 + cos 2 y = &, 

sin 3 a + sin 3 /5 + sin 3 y = 3 (l — a — a^ + afe — 1) + 2a^ 

{897) Journ. 616m. XX, 362. 

Vergl. Ebene Trigonometrie § 5 b. 



§ 3. Goniometrische Reihen. 

1. Zu summieren 

sin 9^ 4" sin 2 9^ + sin 3 9* + • • • + sin w 9^ = Ä. 
{286) Math. Magazine. XVII, 202. 

^ ^ 008« j^ cos 3a , cos 3'a j^ cos 3**« 



sind« * 8in3'a ' sin 8'a * 8in3'*'^^a 
ist zu berechnen. 

(4^1) Journ. 616m. XXI, 32. 

sin — sm "2 81° -r 

3, S = 1 f- . . . zu berechnen. 

cos « ' a * a 
cos -- cos 

{422) Journ. 616m. XXI, 33. 

4. S = ^^ 1 ^ 1 ^ h 



COS X cos 2/ ' cos y cos ;s; ' cos i cos i« ' cos i« cos v 

zu berechnen, wenn x, y^ e > • ' t^u^v eine arithmetische Progression 
mit der Differenz q bilden. 

{418) Educ. Times. XX, 515. 

5. S'=cosaj'* + cosflj*~^cosa; + cos a?**""* cos 2a? + ••• coswa? 
zu berechnen. 

(424) Educ. Times. XXI, 33. 

6. Setzt man ^71; = ^, so ist bei ganzen positiven n 

9' I 2 9" , , (n — 1) Q* 2/2 1 \ 
sec — + sec -^ + • • • + see ^^ -^ = t (** — ^) 

and folglich 
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Die rechten Seiten dieser Gleichungen werden zu ganzen Zahlen, 
sobald n unter der Form 3 Ä + 1 enthalten ist. 

(156) SoHLÖMiLCH XII, 201. Xni, 27—28. 

7. Die Reihen Ä^ = 1 + (j) cos a + (2) cos 2 a + • • • und 

82 = (j) sin a + ( 2) sin 2 a + (3) sin 3 a + • • • sind zu sum- 
mieren. Femer ist zu zeigen, dafs S^ für na =» tt, S^ für 
na «= 2 Jt verschwindet. 

(631) Educ. Times. XXV, 60. 

8. Es ist der dem sogen. Moivre'schen Theorem analoge Satz 
für (sin 9 + i cos 9)** zu finden. 

(72) V. ScHÄwEN X, 196. X, 346. 

9« Zu beweisen, dafs 

n—l n— 1 

N ^7 , . kn 2 n — 1 ^7 



Jen 

1 1 sm 




2n — 1 



n n — 1 

b) 2(2Ä-l)tg^^« = 2n >I-\^ + fiist. 

(691) Simon XVin, 356. Nicht gelöst. 

10« Verbindet man irgend eine Ecke eines in einen Kreis 
vom Radius r beschriebenen regulären Polygons mit allen übrigen 
Ecken, so entstehen (» — 2) Dreiecke, für welche die Summe der 
Quadrate der Eadien der ihnen eingeschriebenen Kreise zu be- 
rechnen ist. n kann gerade und ungerade sein und zwar ist die 

Summe (2 rY sin ^r- ( w — 2 — -zr cos — ) • 

(528) Schuhmacher XVI, 429. XVII, 193. 

11. Sind Äi^ A2^ - ' ' An die Ecken eines regelm&fsigen 
Vielecks von ungerader Seitenzahl und ist 

a) ein beliebiger Punkt auf dem Bogen ÄtÄ» des Um- 
kreises, so ist 

OÄi + OÄs -] OÄn = OA2 + OJ4 H 0^n-l(Äl= i%), 

*) Analog findet man 

Q* 2 Q* (w — 1) o" n 

cos — cos — ^ • • • cos i ^-^ «=« -TT 77 , 

n n n 2*^"""^^ 

cos — + cos — ^ + . • • cos ^^ ^-^ = -r- (3 n — 4) • 

n n n ^ 
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b) P ein Punkt im Innern oder auf der Peripherie des Um- 
kreises, seine Entfernung vom Mittelpunkt MF ^= a und r der 

n_ 

2 



Radius des Umkreises, so ist ^nPA^ = ^(r* + öt*)«*) 

1 
(944) Tafelmacher XXI, 195. XXI, 587. 



n. Ebene Trigonometrie. 

§ 4. Aufgaben über besondere Formen des Dreiecks. 

1« Ist der Badius r des Umkreises doppelt so grofs wie der 
Badius q des Inkreises, so ist das Dreieck gleichseitig. 

{596) Educ. Times. XXIV, 347. 

2. Sind die Winkel eines Dreiecks durch die Belation 
cos c? + cos j3* + cos y^ = 4- verbunden, so ist das Dreieck gleich- 
seitig. (Umkehrung einfach.) 

{299) Educ. Times. XVII, 367. 

3« Sind Uj /?, y die Winkel eines Dreiecks und ist 

^ sin a cos (j8 + 30^) cos (y -f- 30®) =0, so ist das Dreieck 

gleichseitig. 

(1108) Emmerich XXni, 194. XXHI, 585. 

4. Wenn zwischen den Winkeln a und ß eines Dreiecks die 

Belation sin — cos ~ = sin -^ cos -^ besteht, so ist das Dreieck 

gleichschenklig. 

{406) Journ. 616m. XX, 437. 

5. Sind a, j3, y die Winkel eines Dreiecks und ist 

«in(P-y) Bin(y-c.) 8m(a-P) _ so ist das Dreieck 
810 a ' sin p ' sin y ' 

gleichschenklig. 

(1074) Emmerich XXII, 512. XXHI, 267. 

6. Über derselben Grundlinie AB^='2a konstruiert man drei 
gleichschenklige Dreiecke ABC, ABC' und ABC'\ deren Höhen 



*) Zusatz: Verbindet man einen beliebigen Punkt des Kreisumfangs 
mit den Ecken eines regelmäXsigen Vielecks, so ist die Summe der Ver- 
bindungslinien ein Maximum oder Minimum, je nachdem der Punkt in 
einer Bogenmitte oder in einer Ecke liegt. Gli-seb. Kückeb. 
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resp. Y AB^ AB und y AB sind. Man soll die Summe der 

Winkel ACB = 2y, AC'B = 2q> und AC'B •=» 2i(; berechnen. 

(405) Mathesis. XX, 437. 

7. Wenn die Seiten eines Dreiecks eine arithmetische Pro- 
gression bilden (a + c = 2 fe), so ist 4 (l — cosa) (1 — cosy) 
= cos a + cos y. 

(597) Educ. Times. XXIV, 347. 

8« Die Bedingung dafdr au£sustellen, dafs sich im A ^^C 
die Höhe AA\ die Winkelhalbierende BB' und die Mittellinie 
CC in einem Punkte schneiden. 

(600) Mathesis. XXIV, 348. 

9« Die Beziehungen zwischen den Winkeln eines Dreiecks 
aufzustellen, wenn der Höhenschnittpnnkt H auf dem Inkreise 
(m, q) liegen soll. 

(598) Mathesis. XXIV, 347. 



§ 5. Aufgaben fiber das allgemeine Dreieck. 

a. Beziehungen zwischen den Winkeln nnd Selten 
oder irgend welchen Strecken.*) 

In jedem Dreieck bestehen folgende Relationen: 

1 a sin a -}" ^ sin p + c sin y r (a^ -{' 6' +_0 

acoBa -}- b cos ^ + c cos y abc 

(295) Math. Magazine. XVH, 366. 

2. 008« cosp . cosy ^ 1 ^4A ^^. 
c sin p "^ a ein y "^ ft sin a r abc ' 

(296) Educ. Times. XVII, 366. 

3. a sin a = c sin y + 5 sin (a — y), 

4. a sin (ß — y) + ^ sin (y — «) + c sin (et — ß) = 0. 
Ferner ist a* sin(j3 — y) + 2>* sin (y — «) + c^ sin(a — ß = 0. 
(466 a,b) Weber XVI, 26. XVI, 26. 



*) Vergl. Pietzkeh: Über einige trigonometrische Formeln. XYII, 
13—14. 

**) Die in der Zeitschrift angegebene Formel ist fehlerhaft. 
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5. 



D = 



8 — a 

1 
8 — b 

1 

8 — C 



COS a 
cos ß 
cos y 



1 
1 
1 



(591) Jonrn. ölöm. 



= 0. 



XXIV, 345. 



6. J. =a a* (cot |S + cot y) + h^ (cot a + cot y) + c* (cot a + cot ß) 
= 4:J (cot-^ — 1), wo ^ der Brocard'sche Winkel ist. 

(403) Joum. 61öm. XX, 436. 

7 . & (tg I a + tg I /3) + c (tg i. a + tg I y) = 4 r . 
(5SP) Mathesis. XXIV, 344. 

a»cot |a + t«coty p + c«cot|y y^^ 

aHg I a + 6Hg I p + c» tg 1 y "" ^ - ^ ' 
(4Ö7) Mathesis. XX, 438. 

9. 4r — 2^ = atg Y« + & tg y j3 + ctg yy- 
(588) Joum. ölöm. XXTV, 196. 

10- 7 = i(*gT^ + tg|y) + |(tgiy + tg|«) 

(5PÖ) Joum. 616m. XXIV, 344. 

11. (a tg j3 — 2 ^) (5 tgy — 2 ^) (c tga — 2 ^) 
= (atgy — 2^)(&tga — 2^)(c tg j3 — 2 ^). 

12. (atgj3**)-2^c)(6tgy — 2^a)(ctga- 2^,) 
= — (a tgy — 2Qi,)(htga — 2 Qc) (cigß— 2 Qa) . 

(593) Mathesis und Nyt Tidsskrift. XXFV, 345. 

b. Bereohnung von Winkeln und Beziehungen zwischen 

denselben. 

13. Die Winkel eines Dreiecks zu berechnen, wenn y = 60^ 
und j = 2 + ys ist. 

1^98) Joum. 616m. 



XVII, 367. 



*)a*cotYa + ^'cotYP+c'cotYy=16rcoBYacos YPco8Yy(r + 9), 

«' tg "2 a + ft' tg Y Z' + c' tg Y y =- 16 »• coß j a cos i /5 cos y y (r — q), 

{407) XX, 438. 
*'*') In der Zeitschrift o tg a statt a tg ß. 
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14« Die Winkel eines Dreiecks seien a, ß, y; gegeben ist y 
nnd die Bedingung tga <== ^Sß^» ^tm soll die Winkel berechnen. 
(309) Fuhrmann XIV, 357. XV, 117. 

15« Man kennt von den Winkeln o;, /3, y eines Dreiecks 
cos a cos |3 cos ^ = jp, sin a sinß siay ^^ g; dieselben sind zu be- 
rechnen. (Kubische Gleichung.) 

(290) Fuhrmann XIV, 192. XIV, 590. 

16. Die drei Winkel eines Dreiecks sind zu berechnen, wenn 
dieselben in arithmetischer Progression stehen und die Summe der 
Quadrate ihrer Sinus = 2 ist. 

(J297) Joum. 616m. XVII, 367. 

17. Wenn in einem Dreieck die Tangenten der Winkel in 
arithmetischer Progression stehen, so stehen auch die Sinus der 
doppelten Winkel in arithmetischer Progression. 

{40J2) Journ. 6l6m. XX, 436. 

18. Die Gleichung sin (cc + x) sin (j3 + o?) sin (y + a?) + sin ^' 
= 2 sin a sin j3 sin y aufzulösen, wenn a, ßy y die Winkel eines 
Dreiecks sind. 

(1109) Emmerich XXm, 194. XXm, 585. 

19. Wie grofs ist der Winkel 9, welcher der Seite o:^ + a? + ^ 
eines Dreiecks gegenüberliegt, wenn die beiden andern Seiten 
2 flj + 1 und x^ — 1 sind? 

(176) Joum. 616m. XIV, 600. 

20. Ist 09 der Winkel, welchen die Mittellinie AD = fa eines 
Dreiecks mit ihrer Gegentransversale AE bildet und ß — y = 3y 

so ist tg Y 0) = tg Y 9> tg Y , wenn cos a = j — • 

1 + tg Y^' 
(367) Fuhrmann XV, 125. XV, 436. 

21. Im Dreieck ABC ist die Seite AB in drei gleiche 
Teile AD, DE, EB geteilt. Die Winkel ACD = q>' und 
BCE =9" sind zu berechnen, wenn man '^ y und «^ DCE ■= 9 
kennt. 

{408) Mathesis. XX, 438. 

22. Die Winkel eines Dreiecks zu berechnen, wenn man den 
Brocard'schen Winkel Q- kennt und wenn aufserdem 

sin 2 a + sin 2 /5 + sin 2 y = . a. _^ i ist. 
{404) Joum. 616m. XX, 437. 
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23. Welche Beziehung besteht zwischen zwei Winkeln eines 
Dreiecks, wenn deren Differenz gleich dem Brocard'schen Winkel ist? 

(1091) Emmerich XXIIT, 49. XXIII, 426. 

24. Bezeichnet d irgend einen der Winkel eines Dreiecks, 
(0 seinen Brocard'schen Winkel, so ist w < 60® — y tf . 

(1090) Emmerich XXm, 49. XXIII, 424. 

25. Werden die Winkel a, j5, y eines Dreiecks durch die 
Mittellinien geteilt in resp. a^ und ag, ßi und ß^^ y^ und y^, sa 

ist Ä= ^ 1- . o ' Q + ^ — ■= 6 (cot a + cot ß + cot y) 

= 6 cot-^. 

(720) Fuhrmann XVIII, 504. XIX, 269. 

26. Auf einer Geraden trägt man von A aus gleiche Strecken 
A'B = JBO «= CD = • . . ab, errichtet in A eine Senkrechte A'X, 
und verbindet X mit den verschiedenen Teilpunkten. Eine Rela- 
tion zwischen den verschiedenen Winkeln 4X^ = a, J?XC7 = cri^ 
CXD = cTg u. s. w. zu finden. 

{300) Journ. 616m. XVII, 367. 

Vergl. Goniometrie § 1 Nr. 30—42. 

c. Bereohnxing von Dreieoken und einzelne Berechnungen 

von Entfernungen und Höhen. ^) 

27. Aus zwei Seiten a und & eines Dreiecks und dem ein- 
geschlossenen Winkel C ist zu berechnen Seite c, die Winkel A 
und B, und der Inhalt, a = 3676=^,351; 5 = 2154™,742f 
(7=103<*46'27". 

(ilj Nouv. Ann. X, 16. — 

28. Aus den drei Seiten eines Dreiecks a ■= 4376,76"; 
6 = 3564,37°^; c = 2754,82°^ die Winkel und den Inhalt zu be- 
rechnen. 

{12^ Nouv. Ann. X 16. — _ 

29. Die Seiten eines Dreiechs sind a = ^ , ^ *= "ö" r 

c B=s l. — ^tiL . die Winkel des Dreiecks ohne Hilfe der Logarithmen 

ZU berechnen. 

{6S) Journ. k\km. XII, 203. 

30. Ein Dreieck zu berechnen aus a, — = g; und ^ (Radius 

c 

des eingeschriebenen Kreises). 

(443) Bermann XV, 613. XVI, 267. 

*) Vergl. auch B. § 9 Nr. 68—70. 
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31. Ein Dreieck zu berechnen ans a, r, -^ (afe) = 72- 
(420) V. ScHÄWEN XV, 441. XVI, 119. 

32. Ein Dreieck zu berechnen aus a + 6 + c«= 2«, ah^^m^ 

nnd ^ (tJö) = 90®. 

{183) Journ. 616m. XIV, 603. 

33. Ein Dreieck zu berechnen ans c, a6, -^(cc — ß). 
(1030) Fuhrmann XXII, 198. XXII, 593. 

34. Ein Dreieck zu berechnen, aus zwei Seiten a nnd h und 
der Linie CO ^= m^ welche die beiden gemeinschaftliche Ecke C 
mit dem Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises verbindet 

(240) Journ. 616m. XDI, 283. XIV, 185. 

35* Von einem Dreieck kennt man die Basis c, die zu- 
gehörige Höhe hc und der Höhenschnittpunkt soll von der Basis 

— hc entfernt sein. Man soll das Dreieck berechnen. 

(801) ßuLP XIX, 430. XX, 268 (807 statt 801). . 

36. Ein Dreieck trigonometrisch zu berechnen, wenn gegeben 
sind eine Seite, der Gegenwinkel und der Winkel, den die von 
den Endpunkten der Seite ausgehenden Mittellinien bilden. 

(225) Fuhrmann XIII, 206. XIV, 92. 

37. Ein Dreieck trigonometrisch zu berechnen^ wenn gegeben 
sind eine Seite, der Gegenwinkel und das Verhältnis der von den 
Endpunkten der Seite ausgehenden Mittellinien. 

(226) Fuhrmann XIII, 206. XIV, 93. 

38. Ist in einem Dreieck ha die Höhe auf Seite a, ^a die 
Mittellinie nach a und Va ihre Gegentransyersale (von der Ecke 
bis zur Gegenseite), so ist das Dreieck zu berechnen aus 

^J hat ^aj ^a'i 
b) a, Vat ta\ 

c) Vay ta und dem Inhalt A. 

(515—517) Führmann XVI, 356. XVH, 27—30. 

39. Der Mittelpunkt des um A XYZ beschriebenen Kreises 
sei von den Seiten FZ, ZX, XF um bez. a, h^ c entfernt; man 
sucht die Seiten und Winkel des Dreiecks. 

(441) SoHLÖMiLCH XV, 612. XVI, 265. 

40. Der Mittelpunkt des in A XTZ beschriebenen Kreises 
sei von den Ecken X, F, Z um bez. a, 5, c entfernt; das Drei- 
eck soll hiemach berechnet werden. 

(442) SoHLÖMiLCH XV, 612. XVI, 266. 
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41. Ein Punkt und ein gleichseitiges Dreieck liegen in der- 
selben Ebene; man soll die Seite des Dreiecks aus den Entfernungen 
des Punktes von den Ecken des Dreiecks berechnen. 

(612) Fuhrmann XVII, 366. XYIII, 129. 

42. Von den drei Eckpunkten eines gegebenen Dreiecks sieht 
man die Höhe eines Turmes unter den Seh winkeln a\ ß\ y\ Wie 
hoch ist der Turm und wie grofs sind die Entfernungen seines 
Fufspunktes von den Ecken des Dreiecks? 

(799) Stoll XIX, 430. XX, 266 (805 statt 799.) 

43. An den drei Ecken eines gegebenen Dreiecks ABC 
stehen drei Türme, deren Spitzen von einem Punkt in der 
Ebene des Dreiecks gleich weit entfernt sind. Die Höhen Ä^, Äg, \ 
der Türme und ihre Entfernungen von sind zu berechneo, 

(800) Stoll XIX, 430. XX, 267 (806 statt 800). 

44. Auf einer Geraden sind zwei gleich lange Strecken ab- 
gesteckt und gemessen, AB =^ CD == ^, und zwischen beiden ist 
ein Punkt M festgelegt. Von einem Punkte aufserhalb der 
Linie mifst man durch Visieren ^J.O^«=g?^, ^-40i[f=if;i, 
^2)0C=g)2, ^DOM = 'if;^. Man soll den Inhalt der Drei- 
ecke AOB und DOC berechnen. 

(984) Züge XXI, 520. XXII, 267. 



d. Sätze über das Dreieck, deren Beweis durch Einführung 
trigonometrischer Funktionen geführt ist.*) 

45. Sind x^ y^ z die Entfernungen der Ecken eines Dreiecks 
vom Mittelpunkt des Inkreises, so ist Sa^x^ + (ö^ + ^ + cfx^y^z^ 
= 2 8a^h^xY. 

(594) Mathesis. XXIV, 346. 

46. Sind X, yj die Entfernungen der Ecken eines Dreiecks 
von dem Höhenschnittpunkt, so ist xyz{ßaxY -{• ahcSx^^SaxY 

(595) Mathesis. XXIV, 346. 

47. Teilt man irgend einen der drei Winkel eines ebenen 
Dreiecks so in zwei Teile, daCs sich die Sinusse der Teile wie 
die nien Potenzen der anliegenden Dreiecksseiten verhalten, so wird 
dadurch die gegenüberliegende Dreiecksseite in zwei Abschnitte 
geteilt, welche sich wie die (n + l)ten Potenzen der anliegenden 
Dreiecksseiten verhalten. 

(168) Anschütz Xn, 266. XIII, 121. 

*) Vergl. B. § 1 Nr. 18. 19. 44. 50. 65. 60—62. 64. 65. 70. 81. 82. 
AofgabenBammlnng a. Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. IS 
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48. Teilt man jeden der drei Winkel eines Dreiecks wie in 
dem vorigen Satz, so schneiden sich die drei Transversalen in 
einem Punkte und es verhält sich der untere Abschnitt einer 
jeden Transversale zur ganzen Transversale, wie die (n + l)te 
Potenz der geschnittenen Seite zur Summe der (n -j- l)ten Potenzen 
aller Seiten. 

(169) Anschütz Xn, 266. XIH, 121, 206. 



§ 6. Bereclmnng von Vierecken nnd Bezieliimgeii 

an denselben.*) 

1* Von einem ebenen Viereck kennt man die Seiten und die 
Fläche; es sollen die Winkel desselben berechnet werden. 
(487) ScHLÖMiLCH XVI, 205. XVI, 497. 

2. Von einem Viereck ÄBCD, dessen Diagonalen AC und 
BD sich in E schneiden, seien gegeben AB = a, AC <= e^ 
•^-4 = a, -^2) = ^, -^ AEB = e. Man sucht die andere 
Diagonale f. 

(806) Emmerich XIX, 509. XX, 193 (795 statt 806). 

3* a) Den Diagonalenwinkel b eines Vierecks zu berechnen, 
wenn gegeben die Winkel GAB = ß\ GAB = /', BGA = «", 
AGB = d\ welche eine Diagonale mit den Seiten bildet, b) Welche 
Beziehung besteht zwischen ß\ y\ a\ ö\ wenn das Viereck ein 
Tangentenviereck ist? 

(807) Emmerich XIX, 509. XX, 193 (796 statt 807). 

4. Ein Kreisviereck zu berechnen, wenn gegeben zwei Gegen- 
seiten AB *= a, GD «= c, ein Winkel -4 = a und die Diagonale 
AG = e. 

(953) Emmerich XXI, 280. XXTT, 23. 

5. Die Winkel des Sehnen Vierecks ABGD zu bestimmen, 
wenn das Verhältnis der Diagonalen BD \ AG ^=m \n gegeben 
ist und a) ^ a = 2 |S; b) a «= 3 |S; c) a = 4 13; d) a = 5 /J ist. 

(1093) Ritgen XXHI, 49. XXIII, 426. 

6. Fällt man im A^-BC die Höhen AHa, BHf,^ GHc, 
welche sich in H schneiden und bezeichnet die ümkreisradien der 
Vierecke AHc HHf,^ BHa HHc^ GHa HHi, bezw. mit r«, r*, r^, 

ab * ca * oc * 

(599) Nyt Tidsskrift. XXIV, 347. 

*) Vergl. Bindeb: Zur Theorie des ebenen Tangentenvierecks. 
XXIV, 410-417. 



§ 7. Aufgaben verschiedenen Inhalts. 195 

§ 7. Aufgaben verschiedenen Inhalts. 

1. Wenn von zwei durch Eisenbahnspurweite getrennten 
Punkten Ä und B der Erdbahn nach einem diametral entgegen- 
gesetzten Punkte C derselben zwei (konvergente) Gerade gezogen 
werden und man sich statf derselben Schienen dächte, wie weit 
würde eine Lokomotive auf denselben fahren können, bis sie durch 
die Konvergenz der Schienen merklich gehindert würde, d. h. bis 
zu welchem Punkte darf man die Linien ÄC und CB als parallel 
ansehen? 

Spurweite im Lichten = 1,485 m (nach der VII. Eisenbahn- 
techniker-Yersammlung zu Eonstanz), der Spielraum für die Spur- 
kränze (d. h. die zulässige Querverschiebung der Achse mit den 
Rädern) darf (nicht unter 10 mm und) nicht über 25 mm betragen. 

Nebenfragen: 

a) Wie weit darf man also Sonnenstrahlen, die von einem 
Punkte der Sonne kommen, von einem Orte der Erde aus 
gerechnet, als parallel ansehen? 

b) Wie weit reicht der Parallelismus der Schienen obiger 
Eisenbahn, wenn der Anfangspunkt der Bahn (1. Station) 
der Mittelpunkt der Erdbahn, die Endstation aber 

a) der Sirius, 

ß) der Fixstern a Centauri ist? 
(Entfernung des Fixsternes cc Centauri von der Erde nach 
Henderson und Maclear angenommen zu 223000 Erdweiten.) 
(82) Hoffmann X, 199. — 

2. Die durch die Formel 5=2 ytR^ (cos g) — sin g?) ge- 
gebene Fläche zu berechnen, in welcher JB «= 79,575 m und 
(p = 23^ 27' 22" ist. — Anm. Der Wert von 8 stellt die Fläche 
der gemässigten Zone im Mafsstabe der Karte von Frankreich dar. 

(Ijj) Nouv. Ann. X, 352. — 

3. Auf einem Kreise sind zwei Punkte M und M' gegeben, 
von denen auf den Eadius OÄ die Senkrechten MP und Jf'P' 
gefällt sind. Zu beweisen, dafs das Verhältnis des Dreiecks MOM' 

und des Trapezes MPF' M' = z— - — j ist, wo a der Winkel ist, 

a COß CK 

welchen MM' und OA bilden; oder wenn man M' Q senkrecht 
MP fällt, so ist ^ MM'Q == a. 

{184) Mathesis. XIV, 603. 

4. Gegeben sind zwei gleiche Kreise mit den Radien r; ihre 
Centrale sei = c; der eine Kreis ist durch n Punkte in n gleiche 
Teile geteilt. Man soll beweisen, dafs die Summe der Potenzen 
dieser Teilungspunkte in Bezug auf den anderen Kreis nc? ist. 

{587) Nyt Tidsskrift. XXIV, 196. 

13* 
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5« In dem gegebenen Punkt P eines kreisfSrmigen Billards 
mit dem Mittelpunkt befindet sich ein Ball; welchen Weg mnfs 
er beschreiben, um wieder durch P zu gehen, nachdem er die 
Bande zweimal berührt hat? 

{185) Math. Visitor. XIV, 604. 



= — ist. 



6. Zu beweisen, dafs ä' = arc tg ^ + arc tg -g- + arc tg y 

4 
{393) Joum. ^16m. XX, 351. 

IIL Spliärisclie Trigonometrie. 

§ 8. Rechtwinklige sphärische Dreiecke. 

1. In einem rechtwinklig-sphärischen Dreieck, dessen Katheten 
a und h mit den gegenüberliegenden Winkeln a und ß sind und 
dessen Hypotenuse c ist, ist gegeben a) sin er sin a = j? und 
sin|3sin& = g_\ b) der Umfang und der Inhalt. Man soll die 
Seiten und Winkel finden. 

(788) Fuhrmann XIX, 347. XX, 186. 

2. Die Elemente eines rechtwinklig sphärischen Dreiecks 
ABC mit der Hjrpotenuse c und den Katheten a und }> sollen 
berechnet werden, wenn gegeben 2 a + c «= w und 2 & + c = n. 

(1186) Fuhrmann XXIV, 190. XXIV, 605. 

3. Dem ebenen rechtwinkligen Dreieck entspricht nicht nur 
das rechtwinklig sphärische Dreieck, sondern auch ein solches, in 
welchem ein Winkel gleich der Summe der beiden anderen ist. 
Ist in einem solchen Dreieck c die Seite, welche dem gröfsten 
Winkel gegenüberliegt, q der Eadius des Inkreises, Qc der des zu 
c gehörenden Ankreises, h die Höbe, welche auf c die Segmente 
m und n bildet, so gelten folgende Eelationen: 

a) 2 tg 9 «= sin a + sin 5 — sin c; 

b) 2 tg 9c = sin a + sin 5 + sin c; 

c) sin m sin w = tg h^ cos y c^; 

j\ X X . T.« cos a + cos 5 

d) tg m tg w = sin rr • -z ■ — • 

^ ° ° 2 coB a cos b 

(890) Fuhrmann XX, 435. XXT, 192. 

4. Bekanntlich gelten für das ebene rechtwinklige Dreieck 
die Sätze c = ^a + ^ö = ^c — 9, ö^ + 6 = ^c + 9» « — 2> = ^a — Qb^ 
^ = QaQb=QcQ* Wie heifsen die entsprechenden Sätze für die Kugel ? 

(922) V. ScHÄwEN XXI, 31. XXI, 425. 
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§ 9. Gleichseitige sphärische Dreiecke. 

1. Im gleichseitigen sphärischen Dreieck bestehen zwischen 
r nnd ^, ^c und ^, h und ^q folgende Relationen 

1) tg r = 2 tg 9 oder sin (2 9 — r) = sin r sin ^^ oder 

sin (r 4" ^) = 3 sin (r — ^), 

2) tg (^c + (») = 4 tg ^ oder sin ^c = 3 sin 9 cos (^c + ()) 

oder 3 cot ^c = cot ^ + 4 tg (), 

3) sin Ä sin ((»c + Ä) == 2 sin ^q tg (»c oder 

(cot qc — cot H) (cot (>c + 2 cot ä) =* 2. 

(243) V. ScHÄwEN XIII, 283. XIV, 189. 



§ 10. Schiefivinklige sphärische Dreiecke.*) 

1. ABC ist ein sphärisches Dreieck; der BC (in üf) normal 
halbierende Hauptkreis schneidet die den Winkel A und dessen 
Nebenwinkel halbierenden Hauptkreise in D und D' , Von diesen 
Punkten fälle man auf AG und AB die normalen Hauptkreisbögen 
DB und B'B\ BF und JD'JP'. Man soll ohne Hinzufügung 
weiterer Punkte an dieser Figur 

a) die Keper'schen Analogieen, 

b) die Gaufs'schen Gleichungen (sämtliche vier direkt), 

c) den Satz beweisen: „Wenn ein Winkel eines sphärischen 
Dreiecks festliegt, und die Summe oder Differenz der einschlief sen- 
den Seiten konstant bleibt, so liegen die Mitten der drei Seiten 
je anf einem bestimmten Hauptkreis.^^ 

(39) Lieber und v. Lühmann VII. 49. Vergl. Baltze^: Ele- 
mente, Trig. § 5, 10. 

2. Wenn in einem sphärischen Dreieck ^ y = 60® ist, so 

... . ^ sin s sin (s — c) 1 , 1 r 1 \ • . 

ist sm a sm p = ^-^ , wo 5 = y (a + & + c) ist. 

{461) Mathesis. XXII, 28. 

3. Gegeben sind zwei Seiten h und c eines sphärischen 
Dreiecks ABC^ dessen Winkel a gleich der Summe der Winkel ß 
nnd y ist. Zu beweisen, dafs diese Winkel bestimmt sind durch 

cos a = — tg y ^ ^g Y c ^^^^^ sin y 6 cot ß 

= sin Y c ]/cos y (& + c) cos -j (h — c). 
{186) Educ. Times. XIV, 604. 



*) ^ergl. Günther: Die merkwürdigen Linien im sphärischen Drei- 
eck XI, 421—427 und Günther: Versuch einer schalgemäfsen Behandlung 
von den Kreisen des sphärischen Dreiecks XVII, 241 — 294. 
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4. Im sphärischen Dreieck ist 

tg Y a sin (|3 — y) = tg y 5 sin j5 — tg y c sin y; also 

tg Y^sinO? — y)+ tg Y&sin(y — a) + tg y c sin(a — /J)= 0. 

(566) KoBER XVI, 593. XVII, 358. 

5. ABC sei ein sphärisches Dreieck mit den Winkeln a, ß 
y] sei der Mittelpunkt des Umkreises von ABC, AD der Bogen, 
welcher diesen kleinen Kreis in A berührt. Dann ist zn beweisen, 
dafs ^ BAD gleich ist dem Winkel y im entgegengesetzten Ab- 
schnitt weniger dem halben sphärischen Excefs des Dreiecks. 

(301) Educ. Times. XVII, 368. 

6. In einem sphärischen Dreieck, dessen Winkelsamme gleich 
vier Rechten ist, seien A\ B\ C die Mittelpunkte der Seiten 
und 8 sei der Schnittpunkt von AA\ BB\ CC'\ dann ist 

a) SA = 180® — a und SA' = y a. 

b) <^ J? SO = a und die Summe der Winkel des Dreiecks 
BSC = 2 a, so dafs ^ SBC + SCB = BSC. 

c) Das B.n Bö anliegende Nebendreieck von BSC ist kon- 
gruent ABC und das sn BC anliegende Nebendreieck von ABC 
ist kongruent BSC. 

(1007) Stoll XXII, 26. XXII, 432. 

7. Sind A\ B\ C die Seitenmitten des sphärischen Dreiecks 
ABC und ist S der Schnittpunkt von AA\ BB\ CC\ so hat man: 

a) ao^SA + cos/S^ -f-cos)8'(7=]/3 + 2(cosa + cosfe -f- coso); 

b) ^in SA' : sinAA' = sin SB' : sin BB' = siniS^C : sm CC 

«= 1 : ]/3 + 2 (cos a + cos 6 -f- cos c). 

(1006) Stoll XXII, 26. XXn, 430. 

8. In einem beliebigen sphärischen Dreieck ABC werde die 
Transversale AA' gezogen, welche die Fläche in zwei gleiche 
Teile teilt; dieselbe soll berechnet werden. Es ergiebt sich z. B. 

cos -4-4' == 

cos — a(4C0a-r-5'C0S — C* — 008 — 5* — C08-5-c') + 2C08 — 5C08— C(C08-5-6*4-C08-r-C* — 1 

008 y a (cos y 5* + cos Y c' + 2 cos y a cos y 6 cos y c) 

9. Auch gilt die Formel: 

sin a cos J.-4' = cos h sin BA' + cos e sin A' C 
(293—294) Fuhrmann XIV, 192. XIV, 592. 

10. Wenn die Mittellinien AL = ta, BM = h und CN^te 
eines sphärischen Dreiecks mit den Seiten a^ h^ c die Winkel X, 
ft, V büden, so ist zu beweisen, dafs 
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cot X cot fi cot V 



cos — (cos b — cos c) cos — (cos c — cos a) cos — (cos a — cos b) 

A u i 

ist. 

{802) Mathesis. XVII, 526. 

11. Ist Ä' der Darchschnittspunkt der Mittellinien J.J.' u. s. w. 
des sphärischen Dreiecks ABC, P ein beliebiger Punkt der Kugel, 

^^ ^^* cos PA + cos PB + cos PC 

_ cosP/gsinCa' cos PS sin A A' cos P/g bIuBB' 
~ sinC'S ^ sin^'Ä "^ sin B'S 

{462) Mathesis. XXII, 28. 

12. Schneiden sich die Höhen AA\ BB\ CC des sphäri- 
schen Dreiecks J.J5(7 in IT, so ist 

tg AH • tg HA' = tg BH 'tgHB' =tgCH> ig HC'; 

der konstante Wert dieser Produkte ist ffleich — ^ -M^^ 

^ cos a cos cos c ' 

wo mit M = -. — = -. — 5 = — — der Modul des Dreiecks be- 

sin a sm ß sin y 

zeichnet wird. 

(996) Stoll XXI, 591. XXII, 346. 

13. a) In einem sphärischen Dreieck, dessen Modul 

^ sin a sin b sin c 

sin a sin ß sin y 

ist, sind zwei Winkel ß und y bzw. gleich den gegenüberliegen- 
den Seiten b und c, der dritte Winkel a aber ist das Supplement 
der gegenüberliegenden Seite a; ist cc stumpf, so sind ß und / 
entweder zugleich spitz oder zugleich stumpf; ist aber a spitz, so 
ist entweder ß spitz und y stumpf oder umgekehrt, b) In einem 
solchen Dreieck ist der obere Abschnitt einer jeden Höhe gleich 
dem Komplement des unteren Abschnitts. 

(997) Stoll XXI, 591. XXII, 347. 

14. Zu beweisen, dafs, wenn r und q die Eadien der einem 
sphärischen Dreieck um- und eingeschriebenen Elreise und 8 
die Entfernung der Mittelpunkte dieser Kreise bezeichnen, die 
Belation gilt: sin d^ = sin r^ cos ^* + 2 sin r cos q cos r sin ^, wo 
das obere Zeichen für den Inkreis, das untere für den Ankreis zu 
nehmen ist. Diese Relation entspricht der bekannten für das 
ebene Dreieck von Euler gefundenen: ö^ = r^^^ 2rQ, in welche 
sie übergeht, wenn man den Eadius der Kugel unendlich grofs 
werden läfst. 

(302) Stoll XIV, 271. XV, 34—36. 
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15. In jedem sphärischen Dreieck, dessen Seiten nicht alle 
einander gleich sind, ist 2tg^<tgr, wo q der Eadius des In- 
kreises, r der des Umkreises ist. 

(670) Emmerich XVm, 197. XVÜI, 594. 



§ 11. SpMrisclie Vierecke. 

1. In dem sphärischen Viereck ABA'B' schneiden sicli 
AB' und BA' verlängert in C^ AB nnd A'B' verlängert in G'. 
Werden nun die Winkel hei A^ B, C^ A\ B\ C' bew. mit a, |3, y, 
a', ß\ y und AA\ BB\ CC\ mit a, 5, c bezeichnet, so ist 
sin a sin a cos a + sin j5 sin |3' cos & + sin y sin y' cos c «= 0. 

(465) Mathesis. XXII, 29. 

2, Die Seiten eines sphärischen Vierecks AB CD seien a, ^ 
c, d, die Diagonalen AC und BD bzw. e und /*, und der Diago- 
nalenwinkel A EB = €. Dann ist sin e sin /* cos b = cos a cos c 
— cos & cos d. 

{466) Mathesis. XXII, 29. 



§ 12. Anwendungen. 

1. Sind a und 8 Bektascension nnd Deklination, l nnd A 

Länge und Breite eines Sterns, so ist die Schiefe e der Ekliptik 

1- j \. A' n^ ' \. sinX tgZ + sin* tga 

gegeben durch die Gleichung cos b = gin ;t tg a + sin <? tg f * 

{460) Educ. Times. XXII, 27. 

2. Zwei Orte A und B an den Küsten des paeifiischen 
Ozeans haben dieselbe Breite und die gegebene Längendifferenz A. 
Unter welcher Breite müssen dieselben liegen, damit der Unter- 
schied zwischen den beiden verbindenden Bogen eines gröfsten 
Kreises und ihres Parallelkreises ein Maximum werde? Beispiel: 
X = 120®. 

(1148) Stoll XXIII, 511. XXIV, 26Ö. 

3. Auf dem pacifischen Ozean fährt ein Schiff von einem 
Orte A auf dem kürzesten Wege nach einem Orte B von der- 
selben geographischen Breite (Nordhalbkugel). Wenn nun die 
Längendifferenz beider Orte X beträgt, wie weit wird sich das 
Schiff auf seinem Kurs von dem Parallelkreise beider Orte nach 
Norden zu entfernen und wie grofs mufs die geographische Breite 
von A und B sein, damit diese Abweichung ein Maximum er- 
reiche? Beispiel: l = 120®. 

(1149) Stoll XXIII, 511. XXIV, 266. 
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4. Auf einer Kugelfläche sind zwei kleine Kreise mit den 
Badien r und r konstruiert, welche sich von aufsen berühren; t 
sei die Länge des Bogens eines gröfsten Kreises, welcher beide 

berührt; dann ist sin y t = ^tg r • tg r , 

(463) Mathesis. XXII, 28. 

5. Sind r nnd r' die Badien zweier kleinen Kugelkreise, 
welche sich äufserlich berühren und noch einen gröfsten Kugel- 
kreis in Ä und Ä\ und ist x der Eadius eines Kreises, welcher 
die drei Kreise berührt und zwar den gröfsten Kugelkreis in B, 

so ist cot X = )/cot oj • cot r — 1 -{" ]/cot x • cot r ' — 1 . 

(464) Mathesis. XXH, 29. 



D. 

Stereometrie. 



I. Lelirsätze. 

§ 1. Die Lage einer Geraden zn einer Ebene. 

Die dreiseitige Ecke. 

1. Gegeben ist ein Quadrat AB CD mit der Seite a, dessen 
Diagonalen sich in E schneiden; auf der Ebene desselben errichtet 
man die Senkrechten AK und CL^ und bestimmt auf diesen resp. 
die Punkte A' und C so, dafs A'E «= a und 4'C' «== 2 a ist. Es 
soll bewiesen werden, dafs -<4.'0' J_ Ebene BBA' ist. 

Beweis: (R.). 

{243) Journ. ^16m. XVI, 31. 

2. Die Projektionen zweier Geraden auf die XF- Ebene 
bilden mit der X-Achse die Winkel q> bez. q>\ die auf die XZ- 
Ebene mit derselben Achse die Winkel of; und af;^ Damit die 
Geraden einen rechten Winkel mit einander biMen, mufs zwischen 
den Tangenten die Beziehung 1 + tgg) tgg?' + tga(; tgtf;' «» 
bestehen. 

Beweis: (K. M.); (G. T.). 

(1323) Steinert XXV, 513. XXVI, 276. 



3. Jede Ebene senkrecht zu einer Kante einer dreikantigen 
Ecke SABO^ deren einer Plächenwinkel SC ein rechter ist, schneidet 
die Ecke in einem rechtwinkligen Dreieck. 

Beweis: (G.). 

(118) Journ. 616m. XIH, 288. 

4. Wird eine dreiseitige Ecke 0, deren Seiten rechte Winkel 
sind, durch eine schräge Ebene geschnitten, so ist der Schnitt ein 
spitzwinkliges Dreieck. 

Beweis: (G. T.) 

(661) Nyt Tidsskrift. XXV, 354. 
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§ 2. Von den Polyedern*), dem Kegel und der Engel. 

a. Der WürfeL 

1. Von einem Punkt M der Inkugel eines Würfels mit der 
Kante 2 a sieht man die vier Diagonalen AA\ BB\ CC\ DB' 
desselben unter den Winkeln a, |3, y, ö\ dann ist tga^-f-tg|3* 
+ tgy^ + tg^2 = 8.**) 

Beweis: (G. T.) mit Hilfe (B. K.) 

(477) Mathesis. XXII, 202. 

2. Die Horizontalprojektion eines Würfels, von welchem eine 
Seitenfläche horizontal liegt, ist ein Quadrat ABCB\ stellt man 
dagegen eine Diagonale desselben Würfels vertikal, so besteht der 
Contonr der Horizontalprojektion des Körpers aas einem regel- 
mäfsigen Sechseck EFGHIK^ dessen Inkreis gleich ist dem Um- 
kreise des vorigen Quadrats. Demzufolge läfst sich das Quadrat 
so in das Sechseck einsetzen, dafs die Umfange beider Figuren 
keinen gemeinschaftlichen Punkt besitzen, dafs mithin die Differenz 
beider Flächen eine ringförmig geschlossene Fläche ist. Denkt 
man sich den Würfel in seiner zweiten Lage vertikal so durch- 
bohrt, dafs ABCB die Horizontalprojektion der Öffnung ist, so 
hat man den Satz: „Ein Würfel kann durch einen ihm kon- 
gruenten Würfel so hindurch gesteckt werden, dafs der von 
letzteren übrig bleibende Best einen allseitig zusammenhängenden 
ringförmigen Körper bildet. Es fragt sich nun, ob die genannte 
Eigenschaft des Würfels nur diesem oder auch anderen regulären 
bezw. unregelmäfsigen Körpern zukommt. (Müttrich: Sammlung 
stereom. Aufg.) 

(672) ScHLÖMiLCH XVin, 197. — 



*) Vergl. Heilebmann: Die fünf regelmäfsigen Vielkante, deren Seiten 
Winkel eines regulären Vielecks sind. IX, 186—188. 

**) Ist der Mittelpunkt des Würfels und werden ^ MO A^ 
MO Bf MOC, MOB, resp. mit o^, j?i, y^, d^ bezeichnet, so ist 

4 8 

OBaj«-)-co8j?i'+c03yi*+cos^i*=-ö-und sinai*+8inj?i*-f sinyi*4"Sl°^i'=*y 
Der entsprechende planimetrische Satz lautet: 

Sind 9>^9 9>2 ' ' ' ^n ^^^ Winkel, unter welchen man von irgend 

. einem Punkt M eines Kreises (Radius a) die Durchmesser A A^i^^^ 

A^A^t^i • • • • A^A^^ sieht, welche durch die gegenüberliegenden 

Ecken eines in einen koncentrischen Kreis (0, r) beschriebenen regu- 

lären Polygons ui^-ig ' ' ' '^»n gßben, so ist 2?tg qp^' = — -^ — , wo 

a 

Beweis: (G. T.). XXII, 203. 
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b. Das Tetraeder, die Pyramide und das Oktaeder. 

3. Die mittelsenkrechten Ebenen der Kanten eines Tetraeders 
bilden die Ebenen eines vollständigen Vierkants. Die Diagonalen 
des Vierkants stehen 

a) auf den Verbindungslinien der Mitten der Oegenkanten des 
Tetraeders senkrecht, 

b) bilden sie den Ort der Punkte, für welche die Smnme 
der Quadrate der Entfernungen von zwei Ecken des Tetraeders 
gleich der Summe der Quadrate der Entfernungen von den beiden 
anderen ist. 

Beweis: (G.), zum Teil (ß.). 

(879) Thieme XX, 350. XXI, 113. 

4. Wenn man auf den Kanten OA, OB, OC des Tetraeders 
OÄBC die Puukte A\ B\ C so wählt, dafs OA' : OB' : OC 
= OA : OB : OG ist, daun aus den Kanten 0A\ OB^ 00 einen 
Spat konstruiert, desgleichen aus 0B\ 00, OA und OC', OA, 
OB, und die Gegenecken von in diesen Spaten mit A, bezw. 
B und G verbindet, so schneiden sich diese drei Verbindungslinien 
in einem Punkte, der auf der von der Ecke ausgehenden Schwer- 
punktstransversale liegt. 

Beweis: (G. 2) und (K. M.). 

(880) Hahn XX, 350. XXI, 113. 

6. Wenn man die Kanten OA, OB, 00 des Tetraeders 
OABC in den Punkten A\ B', G' nach demselben Verhältnis 
X = OA' : OA teilt und diese Teilpunkte mit den Mitten der 
gegenüberliegenden Kanten verbindet, so schneiden sich diese Ver- 
binduDgslinien in einem Punkt, der auf der von ausgehenden 
Schw erpunk strausv er sale liegt. 

Beweis: (G. 2). 

(891) Hahn XX, 435. XXT, 193. 

6. Wenn man die oberen Abschnitte von vier durch einen 
Punkt gezogenen Ecktransversalen eines Tetraeders AB CD 
nach demselben Verhältnis teilt und die erhaltenen Teilpunkte A\ 
B', G\ B' mit den Schwerpunkten Sa^ So, So, Sd der gegenüber- 
liegenden Tetraederflächen verbindet, so gehen diese vier Ver- 
bindungslinien durch einen Punkt, der auf der Verbindungslinie 
des Schwerpunktes und des Schnittpunktes der Ecktransversalen 
liegt.*) 

*) Besonderer Fall: Man suche auf der ümkugel um M eines 
Tetraeders den jedem Punkt diametral gegenüberliegenden Punkt und 
verbinde ihn mit dem Schwerpunkt der entsprechenden Tetraederfläche; 
dann gehen diese vier Geraden durch einen Punkt P von MS (Schwer- 
punkt des Tetraeders) und P teilt MS äufserlich im Verhältnis 1 ; 8. 

BüCKIRG. 
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Beweis: (G.); (P. L.); (K. M.) und durch Bestimmung des 
Schwerpunktes eines Massensystems. 

(892) Hahn XX, 510. XXI, 270. 

7. Konstruiert man aus einem Tetraeder einen Spat, so 
trifft die Diagonale des Spats, welche vom Scheitel der gemein- 
samen dreiseitigen Ecke beider Körper ausgeht, die der Ecke 
gegenüberliegende Seite des Tetraeders in ihrem Schwerpunkte. 

Beweis: (G.) und (K. M.). 

(972) Thieme XXI, 428. XXH, 191. 

8. Wenn sich in einem Tetraeder AB CD zwei gegenüber- 
liegende Kanten ÄC und BD rechtwinklig kreuzen, so ist 
AB^ + CD^ = AD^ + BG^ und umgekehrt.*) 

Beweis: (G.). 

{117) Journ. 6l6m. ' XHI, 287. 

9. Zieht man von den Ecken eines gleichflächigen Tetraeders 
AB CD durch einen Punkt P desselben Gerade, welche die gegen- 
überliegenden Seitenflächen in A\ B\ C\ D' schneiden, so ist 
P^ P5; j_PC;_t PD' _ 

AA' "•" BB' "•" CG' "•" DD' ~ ^ ' 
Beweis: (G.). Vergl. Nr. 10. 
{468) Educ. Times. XXII, 30. 

10. Zieht man von den Ecken eines Tetraeders ABCD^ 
dessen Seitenflächen kongruent sind, durch einen innerhalb des- 
selben liegenden Punkt P Gerade, welche die gegenüberliegenden 
Seitenflächen in A', B\ C\ D' treffen, so ist 

FA' , PB^ , pg;_ , P^' _ 

AA' "^ BB: + CG' "*■ DD' ~ ^ • 

Beweis: (G.). 

{660) Nyt Tidsskrift. XXV, 354. 

11. Wenn man durch die Ecken eines Tetraeders AB CD 
vier parallele Gerade zieht, welche die den Ecken gegenüberliegen- 
den Flächen in A\ B\ C\ D' treffen, so ist der Inhalt des 
Tetraeders A'B'C'D' gleich dem dreifachen Inhalt von AB CD. 

Beweis: (G.). 

{469) Educ. Times. XXII, 198. 

12. Im Tetraeder AB CD sind die beiden gegenüberliegen- 
den Kanten AB und CD = a; jede der anderen Kanten ist = h. 
Ist nun E der Mittelpunkt von AB und F der von OD, so soll 

a) bewiesen werden, dafs der Mittelpunkt der Umkugel 
EF halbiert; 

•) Wenn sich AG und BD, sowie AB und DG rechtwinklig 
kreuzen, so than dies auch AD und BC, 
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b) die Radien r und q der Um- bezw. Inkngel und das 
Volumen v des Tetraeders sind zu berechnen. 

Beweis: a) (G.); b) (R.) r = |l/2^M=^; ? = ^^^=; 

(470) Nyt Tidsskrift. XXH, 199. 

13. Enthält eine Ecke eines Tetraeders drei rechte Winkelf 
so trifft der Radius der Umkugel, welcher nach dem Scheitel 
dieser Ecke geht, die der Ecke gegenüberliegende Seite des 
Tetraeders in ihrem Schwerpunkt. 

Beweis: (G.) und (K. M.). 

(971) TniEME XXI, 428. XXH, 190. 

14. Ist das Centrum der einem Tetraeder eingeschriebene: 
Kugel identisch mit demjenigen der umgeschriebenen, so sind dii 
yier Begrenzungsdreiecke des Tetraeders einander kongruent.*) 

Beweis: (G. 4). 

(475) Schmidt XVI, 124. XVI, 422. 

15. Dasselbe gilt von einem Tetraeder, dessen Monge'scher 
Punkt (in welchem sich die durch die Halbienmgspnnkte der 
Kanten senkrecht zu den Gegenkanten gelegten Ebenen schneiden)^ 
mit dem Centrum der eingeschriebenen Kugel zosammenfölli 
(Vergl. vor. Satz.)*) 

Beweis: (G.). 

(476) Schmidt XVI, 124. XVI, 423. 

16. (Im Anschlufs an die beiden vorigen Sätze.) Wenn 
man durch je zwei gegenüberliegende Kanten eines Tetraeders mit 
kongruenten Grenzflächen parallele Ebenen legt, so entsteht ein 
rechtwinkliges Parallelepipedon, von dem diejenigen Ecken, welche 
nicht zugleich Ecken des Tetraeders sind, die Mittelpunkte der 
vier Ankugeln des Tetraeders sind. 

Beweis: (G. 3). 

(664) Stoll XVI, 664. XVII, 364. 



*) Die GegenkaDten des Tetraeders sind paarweise gleich, die vier 
Höhen sind gleich und jedes das Vierfache vom Radius der Inkugel. 

Der Schwerpunkt, der Mittelpunkt der Um- und Inkugel und der 
Monge'sche Pankt des Tetraeders fallen zusammen. 

Konstruiert man ein Tetraedemetz mit dem Dreieck ÄBO in der 
Mitte und den Ecken D^, D^, D^ und ist H^ der Höhenschnittpunkt 

des Dreiecks D^D^^D^, so ist H^ der Fufspnnkt der Tetraederhöhe aus 

D. Ist H der Höhenschnittpunkt, S der Schwerpunkt von ABO^ so ist 
HSD'H^ (D' Berührungspunkt der Inkugel mit der D gegenüber- 
liegenden Tetraederfläche) eine harmonische Reihe und D' halbiert SH^ 
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17. Zu beweisen, dafs, wenn man in einem regulären 
Tetraeder BCBE durch eine Kante BC = a und die Mitte A 
der gegenüberliegenden Kante DE eine Ebene legt, der entstan- 
dene Schnitt das Salomonische Dreieck (ein gleichschenkliges 
Dreieck, dessen Höhe4schnittpankt H in der Mitte der Höhe AF 
auf die Grundlinie liegt,) ist und dafs der untere Höhenabschnitt 
der anderen Höhe Eadius der Inkugel ist. 

Beweis: (G. T.). 

(1173) HÖTTEKMANN XXIV, 103. XXIV, 451. 

18. Projiziert man ein Tetraeder AB CD von einem Punkt 
P der Verbindungslinie MN der Mitten M und N zweier Gegen- 
kanten AD und BC auf eine Ebene, welche diesen Gegenkanten 
parallel ist, so erhält man ein Parallelogramm. 

Beweis: (G.). 

(804) Thieme XIX, 609. XX, 192 (793 statt 804). 

19. Legt man durch eine Gerade, welche ein Gegenkanten- 
paar eines Tetraeders trifft, ein Büschel von Ebenen, so schneiden 
diese das Tetraeder in Vierseiten mit einer gemeinsamen Diagonale, 
welche zwei Diagonalpunkte der Vierseite enthält; der geometrische 
Ort für den dritten Diagonalpunkt ist eine Gerade, welche eben- 
falls jenes Gegenkantenpaar trifft. 

Beweis: (G.) und (K. M.). 

(803) Thieme XIX, 430. XX, 269 (809 statt 803). 

20. Die vier Ebenen eines Tetraeders und die vier Ebenen, 
welche die Ecken des Tetraeders mit einer beliebigen Geraden cc 
des Baumes verbinden, treffen alle Geraden |3, die von den Ebenen 
des Tetraeders in demselben Doppelverhältnis wie a geschnitten 
werden, in vier Paaren einer Involution. (Analogon des Satzes: 
Die Seiten eines vollständigen Vierecks schneiden eine beliebige 
Gerade der Ebene in drei Paaren einer Involution.) Ein elementarer 
Beweis wird gewünscht. 

(1139) Thieme XXIII, 430. — 

21. In einer dreiseitigen Pyramide, deren Grundfläche ein 
spitzwinkliges Dreieck ABC ist, während die Seitenflächen recht- 
winklige Dreiecke sind und die Scheitelpunkte der rechten Winkel 
an der Spitze zusammenstofsen, ist das Quadrat der Grundfläche 
gleich der Summe der Quadrate der Seitenflächen. 

Beweis: (R. 3) und (G. T.). 

(910) Sievers XX, 694. XXI, 349. 



22. a) Es sei AB CD ein Viereck, E der Durchschnitt von AG 
und J?D, F der von AB und CD, G der von BC und DA, mit- 
hin FQ die dritte Diagonale. Wird nun AB CD zur Basis einer 



/ 
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Pyramide genommen und letztere von einer Ebene geschnitten, 
welche FQ- in sich enthält, wobei den Punkten Ay B^ C, 2) die 
Schnittpunkte A\ B\ C\ B' entsprechen, so gehen die vier Gegen- 
Diagonalen des entstandenen Pyramidenstompfes, nämlich AC'^ 
BB\ CA\ BB' durch einen und denselben Punkt P. 

b) Dreht sich die Schnittebene um FG^ so durchläuft P die 
Gerade J570, wo die Spitze der Pyramide ist 

c) Insofern A\ B\ C\ B' als die perspektivischen Projek- 
tionen von A^ B^ (7, B betrachtet werden können, läCst sich dieser 
Satz als eine Eigenschaft projektivischer Gebilde auffassen; es ent- 
spricht ihm dann ein reciproker Satz^ welcher formuliert werden soll 

Beweis: (G.). 

(266—258) ScHLÖMiLCH Xm, 365. XIV, 268. 

23. Schneiden sich in einem (durch vier von einem Punkt 
S ausgehenden Geraden SA\ SB\ SC\ SB' und deren Ver- 
bindungslinien gebildeten) Vierkant zwei Gegenebenen rechtwinklig, 
so liegen die Fufspnnkte der Lote, welche man von einem Punkte 
M der Schnittlinie anf die vier übrigen Vierkantsebenen fällen 
kann, auf einem E^reise. 

Beweis: (G. 2). 

(708) Thieme XVm, 446. XIX, 183. 



24. Schneiden sich die drei Diagonalen eines Polyeders von 
oktaedrischer Form in einem Punkte B und unter rechten Winkeln, 
so liegen die acht Fufspunkte der yon B auf die Seitenflächen 
gefällten Perpendikel auf einer Eugelfläche. (Steiner.)*) 

Beweis: (P. L.). 

(709) TmEME XVm, 446. XIX, 184. 

25. Verbindet man in einem Oktaeder die Schwerpunkte von 
je zwei einander gegenüberliegenden Dreiecksflächen miteinander, 
so gehen die vier Verbindungslinien darch einen Punkt i2, welcher 
mit dem Schnittpunkt der drei Achsen nnd dem Schwerponkt 8 
des Oktaeders in einer Geraden liegt, so dafs OB : RS = 2 : 1 ist. 

Beweis: (G. und P. L.); (B. 2). 

(846) Hahn XX, 116. XX, 509. 

c. Der Kegel und die KugeL 

26. Die folgende Konstruktion für den Schwerpunjct 8 eines 
geraden Ereiskegels (Achsenschnitt ABC) zu beweisen: JMan teOe 

*) Zusätze: 1) Die Lote treffen auch die Gegenebenen m Punkten 
derselben Kugel. 2) Läfst sich um das Oktaeder eine Kugel IneschieibeiL, 
BD liegen aufner den acht Fufapunkten der Lote auch die Scthwerpimkte 
der Seiten auf einer Kugel, ViTHmis. 
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die Seiten CA und GB in P und Q im Verhältnis 3:2, also 
CF i FA = CQ i QB = ^ \ 2, so schneiden sich AQ und BP 
in &*) 

Beweis: (R.). 

{245) Educ. Times. XVI, 32. 

27. Die Lote, welche man von einem Punkte der Höhe eines 
schiefen Kreiskegels auf die Geraden des Kegels fällen kann^ haben 
ihre Fufspunkte in einem Kreise. (Wechselschnitt.) 

Beweis: (G.) und (K. M.). 

(671) Thiemb XVIII, 197. XVIII, 594. 

28. Im Polarsystem der Kugeln sind je zwei konjugierte 
Strahlen rechtwinklig zu einander gerichtet. 

Beweis: (G.). 

(935) KoBER XXI, 116. XXI, 518. 



n. Aufgaben. 

§ 3. Konstrnktioiisanfgabeii.^*) 

1. Gegeben sind drei beliebige Kreise im Baum; man soll 
«inen vierten Kreis konstruieren, der mit jedem der gegebenen 
zwei Punkte gemeinsam hat. 

Lösung: (G.). 

{316) Mathesis. XVHI, 199. 

2. Gegeben ist ein Punkt P^ in einer Ebene E^ und ein 
Punkt Pg in einer Ebene E^, Man suche den kürzesten auf E^ 
und E^ verlaufenden Weg von Pj nach Pg. 

Lösung: (G.). 

(1187) TmEMB XXIV, 190. XXIV, 605. 

3. Gegeben n Ebenen ^i, E%^ • • • JEo»? ein Pnnkt P^ in E^ 
und ein Punkt P» in J^„. Man suche den kürzesten der Beihe 
nach in JE7i, E%^ • • • En verlaufenden Weg von Pi nach P„. 

Lösung: (G.). 

(1188) Thieme XXIV, 190. XXIV, 606. 



4. Ein senkrechtes dreiseitiges Prisma, dessen Grundfläche 
auf der Horizontalebene liegen mag, in ein anderes zu verwandeln, 



*) Der Satz gilt auch für gerade Kegel mit elliptischer Basis. 
**) Vergl. Thieme: Die atereometrischen Konstniktionsaufgaben 
XXni, 661 — 669 und den Zusatz des Herausgebers der Zeitschrift XXIII, 
669—672. 

Aufgabensammlung a. Zeitschr. f. math. u. nat. ünterr. 14 
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so dafs die Deckfläche ein Dreieck werde mit der gegebenen Seite 
a und für welche h : c^^p : q werde. 

Lösung: (G.). 

(1283) BÖKLB XXV, 193. XXVI, 25. 

5* Ein gleicbflSchiges Tetraeder 8 ABC zu konstruieren, 
wenn die Gerade, auf welcher die Kante SA liegt, gegeben ist, 
die durch SA parallel %n BC gelegte Ebene Z, ein Punkt P auf 
J?C und ALMN, welches ähnlich ABC ist 

Lösung: (G.). 

{467) Mathesis. XXII, 30. 

6. Ein Tetraeder zu konstruieren ans 4 Punkten, die auf 
den oberen Abschnitten der Schwerpunkts^Transversalen liegen und 
dieselben nach gegebenen Verhältnissen teilen. (Für nichteukli- 
dische Geometrie.) 

Lösung: (G. 2) und (R.). 

(224) BöKLEx Xm, 206. XIV, 91. 



7. Zeichne das Netz der geraden Pyramide mit quadrati- 
scher Grundfläche, von welcher gegeben ist die Gesamtoberfläche 
BS tn^ und entweder die Höhe gleich h oder die Seitenkante «» ^ 
oder der Radius der Inkugel <=» q, 

Lösung: (G.) zum TeU (R.). 

(668) V. ScHAWEN XVm, 133. XVm, 692. 

8. Das Netz einer gleichseitigen dreiseitigen Ecke aus ihrer 
Höhe (dem Winkel einer Kante mit der gegenüberliegenden Seite) 
zu konstruieren. 

Lösung: (G. T.) und (G.). 

(1052) Thieme XXn, 352. XXm, 122. 

9. Das Netz einer dreiseitigen Ecke, deren Seiten zosammen 
180^ betragen, aus einer Seite a und einem anliegenden Winkel 
ß zu zeichnen. 

Lösung: (G.) und (G. T.). 

(1053) Thieme XXII, 352. XXIII, 123. 

10. Das Netz einer dreiseitigen Ecke, deren Seiten zu- 
sammen 180^ betragen, aus einer Seite a und dem Gegenwinkel 
a zu zeichnen.*) 

Lösung: (G.) und (G. T.). 

(1054) Thieme XXII, 352. XXHI, 124. 



*) Ist a^h + Ct a gegeben, so bleibt die Lösung im wesentliohen 
gani dieselbe. Emmbrich. 
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11. Das Netz einer dreiseitigen Ecke aus deren Umfange 
a -{- h '■\- c und zwei Winkeln a und y zu zeichnen. 
Lösung: (G. T.) und (T. R.). 
(1105) Emmerich XXIII, 193. XXHI, ölO. 



12. Es sind zwei Ebenen P und P' gegeben, und ein Punkt 
Ä aufserhalb dieser beiden Ebenen; man betrachtet alle Kugeln, 
welche durch den Punkt Ä gehen, und welche die beiden ge- 
gebenen Ebenen berühren, l) Den Ort der Geraden zu finden, 
welche den Punkt Ä mit dem Mittelpunkt der veränderlichen 
Eugel verbindet; 2) den Ort des Punktes zu finden, in welchem 
diese Eugel die eine der Ebenen berührt. 

{16^ Nouv. Ann. X, 16. — 

13. Eine Gerade AB von gegebener Länge dreht sich um 

ihre als fest angenommene Mitte 0, so dafs die Verhältnisse 

A.C JBC 

An'* 'rH ^®^ Entfernungen ihrer Endpunkte A und B von zwei 

festen Punkten C und D immer unter einander gleich sind; den 
durch diese Gerade erzeugten Ort zu finden. 

{12^ Nouv. Ann. X, 354. — 

14. Man schneidet eine gegebene dreiseitige Pyramide 8 ABC 
durch eine Ebene parallel der Grundfläche; diese Ebene schneidet 
die Seitenkanten 8A^ SB^ 80 resp. in A\ B', C'; man kon- 
struiert darauf die Ebenen AB'C\ BC'A', CA'B'] P sei ihr 
gemeinschaftlicher Punkt. Zu bestimmen den Ort, welcher durch 
den Punkt P beschrieben wird, wenn sich die Ebene A' B' 0' so 
bewegt, dafs sie parallel ABC bleibt. 

(^52) Nouv. Ann. XI, 110. — 

15. Gegeben zwei sich schneidende Gerade 8A und 8B\ 
durch 8A legt man eine Ebene und durch 8B eine zweite senk- 
recht zu der vorhergehenden; den Ort der Durchschnittslinien zu 
finden. 

Lösung: (G.). Der Ort ist ein schiefer Kegel mit Kreisbasis. 
{119) Joum. 616m. Xm, 288. 

16. Es ist eine Kugel mit dem Eadius B gegeben; zu finden: 

1) den Ort für den Scheitel einer dreiseitigen Ecke, deren 
Kanten Tangenten an diese Kugel sind, und in welcher jede der 
drei Seiten gleich 60® ist. 

2) Den Ort für den Scheitel einer dreiseitigen Ecke^ deren 
drei Seiten dieselbe Kugel berühren, und in welcher jeder der drei 
Flächenwinkel 120® beträgt. 

{18^ Nouv. Ann. X, 16. — 

14* 
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17. Gegeben Kugel K und eine Ebene aufserhalb derselben. 
Wenn man jeden Punkt der Ebene als Spitze eines Berührungs- 
kegeis ansieht, dessen Basis also ein kleiner Kugelkreis ist, so 
ist der geometrische Ort der Mittelpunkte dieser kleinen Kreise 
zu finden. 

Lösung: (H. B.). Der Ort ist eine KngelflSche. 

(58) Journ. 616m. Xu, 113. 

18. Gegeben sind zwei Kreise (0, r) und (0', r') im Baume. 
Man soll den Ort eines Punktes S finden, welcher die gemein- 
schaftliche Spitze zweier über diesen Kreisen konstruierter ähn- 
licher Kegel ist. 

Lösung: (G.). Der Ort besteht aus zwei Kreisen. 
(475) Mathesis. XTOT, 201. 

19. Gegeben Kugel S^ auf ihr Kreis C und im Baume zwei 
Pnnkte P und Q. Man soll C auf S so verschieben, dafs das 
Verhältnis der Entfernungen des Punktes P Ton dem nächsten 
und entferntesten Punkte der Peripherie gleich 1 : m und das Ver- 
hältnis der Entfernungen des Punktes Q von dem nächsten und 
entferntesten Punkte der Peripherie gleich 1 : n wird. 

Lösung: (G.). 

(622) Emmerich XVII, 447. XVm, 194. 



20. Gregeben ein beliebiges windschiefes Sechsseit und eine 
Gerade im Baume. In der Geraden einen Punkt so zu bestimmen, 
dafs, wenn daraus das Sechsseit auf eine beliebige Ebene projiciert 
wird, die Projektion ein Sechsseit bilde, in welches ein Kegelschnitt 
beschrieben werden kann. 

Lösung: (G.) und (P. G.). 

(178) Cardinaal XH, 363. XTTT, 198. 

21. Gegeben ein beliebiges windschiefes Sechsseit und eine 
Gerade im Baume. Durch einen gegebenen Punkt eine Ebene so 
zu konstruieren, dafs aus einem zu bestimmenden Punkte der 
Geraden die Projektion auf die Ebene ein Sechsseit sei, in welches 
ein Kreis beschrieben werden kann. 

Lösung: (G.). 

(179) Cardinaal Xn, 363. XHT, 198. 

22. Einen gegebenen elliptischen Cylinder (Halbachsen der 
Basis a und h) in einer der Gestalt und Gröfse nach gegebenen 
Ellipse (Halbachsen a^ und h^) zu scbneiden. 

Lösung: (B. K.) und durch sphärische Trigonometrie. 
(244) Weinmeistbr Xm, 284. XIV, 189. 

23. Gegeben zwei Ebenen E^ und E^ und eine dieselben in 
Äi und Ä^ schneidende Gerade. Ein Cylinder mit der Achse AiA^ 
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durchdringe E^ in einem Kreise und E^ in einer Ellipse. Die 
Lage der Achsen der letzteren zu konstruieren, ohne den Cylinder 
oder eine seiner Schnittkurven zu henutzen. 

Lösung: (G.). 

(245) Weinmbister XIII, 284. XIV, 190. 



§ 4. Berecbnimgeii. *) 

a. Würfel, Prisma und Frismatoid. 

1« In einem Würfel, dessen Kante a ist, zieht man eine 
Diagonale AA^] darauf schneidet man den Körper durch eine zur 
Diagonale senkrechte Ehene und in der Entfernung d von der 
Ecke, l) Man verlangt die Durchschnittsfigur, welche den ver- 
schiedenen Werten von d entspricht. 2) Man verlangt die Fläche 
des Schnittes und die Grenzen, zwischen welchen sie variiert, wenn 
sich die schneidende Ebene bewegt. 

(iög) Nouv. Ann. X, 354. — 

2« Gegeben ist ein gerades Prisma, dessen Höhe h ist und 
dessen Grundflächen die gleichseitigen Dreiecke ABC und A^B^ C^ 
(Seite = a) sind; man soll den Inhalt der Figur F berechnen, 
welche man erhält, wenn maa das Prisma durch eine Ebene 
schneidet, welche durch die Mittelpunkte von drei paarweis zu- 
sammenstofsenden Kanten geht. 

Lösung: F=^a ^12}^^^. 

[663) Nyt Tidsskrift. XXV, 365. 

3. Ein gerades Prisma, dessen Basis ein gleichseitiges Dreieck 
(Seite a) ist, wird durch eine Ebene geschnitten, die von den 
Kanten die Längen p, g, r (p>g'>r) abschneidet. Dann wird 
-^ 9>, unter welchem die Grnndebene geschnitten wird, be- 
stimmt durch 

2 _ 4(tg^«-tg^tg^, +tg^,») 
^'''9' 4(tg-0'«-tg-0'tg'0'i +tg-0'i«) + 3' 



*) Vergl. Weinmeistbr: Über die Körper, deren Schnittflächen 
parallel zu einer Ebene quadratische Funktionen ihres Abstandes sind. 
XVIII, 321—343, 401—417, 496. Höfleb: Netz, Oberfläche und Kubik- 
inhalt des Cylinder Stutzes und der Kugel. XVIII, 1 — 26. Lücke: Geo- 
metrisch anschaulicher Beweis, dafs die Cotes'scbe Formel für Körper 
gilt, welche durch Umdrehung einer Kurve von der Gleichung 

y = 1/a* + 5a; + nx^ H a;' um die x Achse entstanden sind, ins- 
besondere für das Neiloid. XIX, 10—15. 
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wo O und 0| die Winkel bezeichnen, unter welchen die Verbindungs- 
linien der Ecke von jp mit denen von q und r die Grundebene 

schneiden; oder cot g>* = 5-77 x^ . , \r~r~? ^ft"*) 

(168) Fuhrmann XII, 201. XIII, 30. 

4. Die Fläche des gegebenen Dreiecks ABO sei f. In den 
Eckpunkten desselben werden auf seiner Ebene die Perpendikel 
JPij i^2» Ps errichtet, wodurch man ein neues Dreieck A'B'C' er- 
hält. Ist nun irgend ein Punkt D in der Ebene ABC so ge- 
geben, dafs man die Flächen ^, f^, f^ der Dreiecke BCD^ ACD 
und ABD berechnen kann, so fragt es sich, wie lang ist das 
Perpendikel x^ das man in D auf der Ebene ABC errichtet, bis 
zur Ebene A'B^C'? Besonderer Fall: 2> sei der Mittelpunkt 
des Inkreises von ABC, 

Lösung: x = ^'^V"^/'/' ."^/ — ^^d im besonderen FaU 

/ 1 -r /a -r /8 

a -j- b -j- c 
(742) RuLP XIX, 32. XIX, 425. 



5« a) Die Grundfläche g eines Prismatoids von der Höhe h 
ist ein Parallelogramm Ton gegebenem Inhalt; die Projektion der 
Deckfiäche auf die Grundfläche bildet jenes Parallelogramm, welches 
durch die Verbindung der Halbierungspankte der Seiten entsteht 

b) Die Grundfläche eines Sphenisk (eines Prismatoids, dessen 
eine Grundfläche zu einer Kante zusammenschrumpft) ist ein 
Parallelogramm von gegebenem Inhalt; die Projektion der zur 
Grundfläche parallelen Kante auf die Grundfläche bildet eine Dia- 
gonale derselben. In welchen Abständen x yon der Grundfläche 
liegen in beiden Fällen die Schwerpunkte der Körper? 

Lösung: a) x = ^h-^ b) x <= jh. 

(640) V. Jbttmar XVn, 697. XVIII, 350. 

6« Es soll der Inhalt V eines Prismatoids aus seiner Höhe 
h und zwei näher zu bestimmenden ebencD Schnittfiguren D^ und 
Dg angegeben werden, wenn letztere auf verschiedenen Seiten des 
Mittelschnitts und ihm im gleichen Abstände y parallel ge- 
legen sind. 



*) Ist die Basis ein beliebiges Dreieck mit den Seiten a, &, c, so 

-,:-H fc«>> fl* (1> - g) (P ~ y) + & ' (g - y) (g — P) + c' fr — J>) (r — g) 
wira igy = ■ _— 



(Exxhl). 
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Lösung: Ist M der Inhalt des Mittelschnitts, so ist 

^ 24 2/« ' 

also für «/ = I Ä ]/3 wird V = ^ h (Dj + Dj). 

(649) Weinmeister XVm, 36. XVIII, 437. 

7. Gegeben ist ein Prismatoid mit den Grundflächen Tc und 
g^ dem Mittelschnitt m, und der Höhe ^; man soll eine der 
Grundfläche parallele Ebene legen, 

a) so dafs dieselbe eine Schicht abschneidet, welche so grofs 
ist wie das über der Schnittfigur stehende gleich hohe Prisma. 

b) welche den Körper und die Höhe in demselben Ver- 
hältnis teilt. 

_„ N 3(3Ä; + öf — 4w), ,N hk — öf — 4f»- 

Lösung: a) a; = q' , — r:-^ Ä. b) a; = . ,, , — r— r h. 
° ^ 8(Ä; + 5r — 2w) ' 4(Ä; + ^ — 2w) 

(650) Weinmeister XVIII, 36. XVIII, 437. 

8. Den Inhalt eines Prismatoids zu berechnen, dessen Höhe 
hy dessen eine Grundfläche ein Rhombus mit der Seite a und 
einem Winkel von 60^ und dessen andere Grundfläche eine Strecke 
= a ist, die mit ihren Endpunkten senkrecht über den Endpunkten 
der kleinen Diagonale des Bhombns liegt. 

Lösung: Vol. = -i-a^Ä]/3. (In d. Ztschr. fehlt h) 

{658) Nyt Tidsskriffc. XXV, 362. 

9. Die Endflächen eines Prismatoids sind ein regelmäfsiges 
Achteck ABCBEFGH und ein Quadrat IKLM-, die Seiten 
beider sind »= a; die vier Seiten des Quadrats sind je einer Seite 
des Achtecks parallel, also IK\ AB, KL\OD, LM \ EF, 
MI II 6rÄ In den Körper läfst sich eine Kugel konstruieren, 
welche die beiden Grundflächen und die rechteckigen Seitenflächen 
berührt. Zu berechnen 

a) den Inhalt des Prismatoids; 

b) die Oberfläche desselben; 

c) die Winkel, welche die Seitenflächen mit den Grundflächen 
bilden; 

d) den Eadius der ümkugel. 

Lösung: a) Vol. = a^h (y + ]/2'); 

b) Obf. = a«(7 + 4V^ + VT+Tvf). 

c) Ist q> der Winkel, den eine rechtwinklige Seitenfläche, tf; 
der Winkel, den die dreieckige Seitenfläche mit der Grundfläche 

bildet, so ist cosy = ")/2 — 1 und tgip^ ^^Y^ + 1; 

d) r = \a'Vll + ^Y2, 

(659) Nyt Tidsskriffc. XXV, 363: 
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10. Das Volumen eines Körpers zu bestimmen, welcher yon 
einem Kreise {M^ r), einem ihm parallelen Polygon AB CD •••«=(? 
und einem abwickelbaren Mantel eingeschlossen wird, wenn der 
Abstand des Polygons von dem Kreise h ist. 

Lösung: Ist 2u der Umfang des Polygons, so ist 

(998) V. Jettmar XXI, 691. XXII, 348. 

b. Tetraeder, Pyramide^, Fyramidenstmnpf. 

11. In jedem Dreieck ist — = 1 1 = ir4"t~+ir; 

2 11 

^ = Analog gelten für das Tetraeder, dessen Höhen 

^1) \ \i K ^^^ ^^^ dessen Berührungskugeln die Badien Q^ Qu 
92 i ^S) 9i haben mögen, die Relationen 

1) 1 = A. 1 + 1 + 1. 

^9 9i 92 9n 9a^ 

^) 7==ä7 + ä7 + ä;: + /;:5 

^ K 9 9n 

(419) V. ScHÄwEN XV, 441. XVI, 118. 

12. Bezeichnet man den Badius des Umkreises eines Drei- 
ecks mit r, die Entfernung seines Centrums von dem des Inkreises 
(Badius q) mit d] von dem eines Ankreises (Badius q^) mit diy 
so bestehen bekanntlich die beiden Sätze d^ =^ r (r — 2 ^) und 
dl* = r (r -f- 2 ^,). Die analogen Sätze für die gerade dreiseitige 
Pyramide lauten d^ = (r + ^)(r — 3^) und d^^ = (r — ^)(r + 3^J, 
für die gerade n-seitige Pyramide 

d^ = [r — Q + sec^^ (r — Q — Q sec J) 

und dj^ ={r + Qi — Qi sec ^) (r + q^ + q^ sec ^) • 

Beweis: (B.) und (G.). 

(146) V. ScHÄwEN XII, 110. Xn, 428. 

13. Ein regelmäfsiges Fünfeck, dessen Seite gleich a ge- 
geben ist, sei durch die Diagonale von einem Eckpunkt aus in 
drei Teildreiecke zerlegt, und an die Seite des Fünfecks, welche 
die Basis des mittleren Dreiecks ist, sei ein gleichseitiges Dreieck 

*) Vergl. § 6 Nr. 1 und 2. 
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gezeichnet. Man berechne das Volumen desjenigen Tetraeders, 
für welches die entstandene Figur das Ketz bildet. 

Res. ^a«(]/5 — l). 
(68) Beidt IX, 373. -- 

14. Man sucht die Flächenwinkel eines Tetraeders, dessen 
Netz ein gleichschenkliges Dreieck von der Art ist, dafs die Mittel- 
senkrechten der Schenkel die Basis im Verhältnis 1 : 3 teilen. 

Lösung: Der Flächen winkel an den kürzeren Kanten beträgt 
60^, an der längeren Kante 90^ 

(758) Emmerich XIX, 98. XIX, 508. 

15. Im Tetraeder AB OB stehen die gegenüberliegenden 
Kanten ÄO ''^ h und BD = a aufeinander senkrecht und haben 
den Abstand h. 

a) Zu beweisen, dafs die Fläche, in welcher das Tetraeder 
von einer mit AC und BJD parallelen Ebene geschnitten wird, ein 
Beckteck ist. 

b) Den Flächeninhalt F des quadratischen Schnittes zu be- 
rechnen. 

c) Die Volumina der beiden Teile zu berechnen, in welche 
der letzte Schnitt das Tetraeder teilt. 

Lösung: a) (G.). b) F ^ {^)\ c) Vol, = ^!^^; 
_ ah^h{Sa+h) 

{662) Nyt Tidsskrift. XXV, 354. 

16. Man sucht die Kanten x^ y^ z eines gleichflächigen 
Tetraeders, wenn die Oberfläche /*, der Badius r der ümkugel und 

a) das Volumen i;, 

b) der Badius q der Inkugel gegeben ist. 

Lösung: x^ y^ z sind die Wurzeln einer kubischen Gleichung. 
(667) Emmerich XVIII, 133. XVIII^ 591. 

17. In einem gleichflächigen Tetraeder sind die Kanten a, h 
und c gegeben. Dadurch sollen bestimmt werden 

a) die Flächenwinkel a, |3, y\ 

b) der Badius q der Inkugel; 

c) der Abstand h eines Eckpunktes von seiner Gegenfläche; 

d) die Winkel a^, j5j, y^, unter welchen die Flächen von den 
Kanten geschnitten werden; 

e) das Volumen v, 

Lösung: a) cos ^ « = —^ — ^ — r^ 5 

b) ^ = ^^ (- g' + 6' + C) (g^ -^6' + C) (a' + 6» - o^. ^^ ^^4^. 
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d) 8mai = — 5 e) v == ^ 9^i ^^ ^ ^®^ Inhalt einer Seiten- 

flSche ist. 

(845) STEaEMANN XX, 115. XX, 508. 

18. Man sucht das Volumen eines gleichflSchigen Tetraeders, 
wenn die Eantenwinkel a, j3, / und 

a) der Radius q der Inkugel, 

b) der Badius r der ümkugel gegeben sind. 

L6siuig:a) F = |9»tg«tg^tgy; b) 1^=1»^^^^^, 

WO 0" der Brocard'sche Winkel, also 1 -\- cos a cos ß cos y 
= sin a sin /3 sin / cot ^ ist. 

(759) Emmerich XIX, 187. XIX, 583. 

19. Wenn a^ ß^ y die Winkel bezeichnen, unter welchen 
man die Elanten eines gleichflfichigen Tetraeders Tom Mittelpunkt 
der ümkugel aus sieht, v das Volumen und d der Durchmesser 

der Kugel ist, so ist t; = y d* cos — cos ^ cos ^ • 

(744) Bbyens XIX, 272. XX, 28. 

20* (xegeben ist ein gleichseitiges Dreieck ABC^ sein Mittel- 
punkt sei und r der Badius des Umkreises; AO^ BO^ CO 
werden um dieselbe Strecke x = OA' = OB' = OC verlängert 
V sei das Volumen des Tetraeders, dessen Grundfläche das gleich- 
seitige Dreieck A'B'C ist und dessen Seitenflächen die gleich- 
schenkligen Dreiecke AB'C'j BC A\ CA' B' sind, (jesucht werden 

die Werte von o;, für welche Y =^^i:^ ist. 

Lösung: Xj = 2 r; x^ = — y r . 

{SSS) Jonm. öl6m. XVUI, 360. 

21. Man suche die Grundkant« x eines Tetraeders mit gleich- 
seitiger Basis, wenn die Seitenkanten e, /*, g und das Volumen v 
gegeben sind. 

Lösung: x wird bestimmt durch die Gleichung 

+ 144 1;^ = 0. 
(773) Emmerich XIX, 272. XX, 28. 

22. Von den Kanten, die von der Spitze eines regulären 
Tetraeders ausgehen, schneidet man resp. die Längen j>, g, r ab 
und legt durch die erhaltenen Endpunkte die Ebene. FflLr den 
Winkel, den diese Ebene mit der Grandebene bildet, gut die 
Gleichung: 
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^^^ 9>^ = S^J~^r2B)' wo ^ = ^r« + f^p^ + p^ö^ 

J5 = 2?2r (^ + 2 + r). 
(157) Fuhrmann XH, 201. Xm, 28. 

23« Schneidet man ein reguläres Tetraeder durch eine be- 
liebige Ebene senkrecht zu einer Fläche, die wir als Grundfläche 
annehmen, und bezeichnet die Winkel, welche die drei Schnittlinien 
auf den Seitenflächen mit der Schnittlinie der Grundfläche bilden, 
mit M?!, W721 %? so ist igw^ + tgw^g + tgw^g = und igw^^ + tgtc^g^ 
+ tg«;32 = 12.*) 

(159) Fuhrmann XII, 201. XIII, 31. 

24« Ein durch eine Grundkante BC eines regulären Tetraeders 
OABC gelegter ebener Schnitt schneidet zunächst der Grand- 
fläche ein neues Tetraeder ab, dessen Volumen ein Drittel des 
ganzen beträgt. Wie grofs ist der Winkel, welchen der Schnitt 
mit der Grundfläche bildet? 

Lösung: Der Winkel beträgt 22^0' 5". 

{332) Nyt Tidsskrift. XVm, 360. 

25« Durch einen in einer Kante eines regulären Tetraeders*'^) 
gegebenen Punkt soll eine Schnittebene so gelegt werden, dafs so- 
wohl die Volumina als auch die Oberflächen der beiden Tetraeder- 
stücke sich wie m : n verhalten. 

Die Lösung führt auf quadratische Gleichungen mit 2 Un- 
bekannten. 

(488) V. ScHÄwEN XVI, 205. XVI, 497. 



26« Herodot erzählt, von den Priestern erfahren zu haben, 
dafs der Inhalt jeder der vier dreieckigen Seitenflächen der Pyra- 
mide des Cheops dem Quadrate der Höhe gleichkomme, und der 
alte Geograph Strabo bemerkt, dafs die Höhe der grofsen Pyra- 
mide die Länge eines ägyptischen oder olympischen Stadions aus- 
drücke. Man berechne hiernach den Umfang der Grundfläche der 
Pyramide in solchen Stadien und vergleiche denselben mit dem 
Umfang eines Kreises, dessen Radius gleich der Höhe ist. 

(63) Reidt IX, 372. XI, 30. 

27« In einer vierseitigen Pyramide — AB CD seien a, 5, 
c, d Mittelpunkte bez. von OÄ^ OB, OC, OD und »w, w, ^, q 
Mittelpunkte bez. von ÄB^ BC^ CD^ DA. Ein Prismatoid hat 
die Grundflächen ah cd und mnpq. Man soll das Verhältnis des 



*) Die Formeln gelten für jedes gerade Tetraeder. 
*♦) Weitere Aufgaben über das reguläre Tetraeder und die regu- 
lären Körper siehe A. § 9 Nr. 40^43. 
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Yolmnens v des Prismatoids zn dem Yolamen V der Pyramide 
berechnen. 

Lösung: v = -^ V. 

(657) Nyt Tidsskrift. XXV, 352. 

28. Eine Pyramide hat als Grundfläche das Quadrat AB CD 
mit der Seite a; die eine Seitenfläche ADE ist ein gleichseitiges 
Dreieck und steht senkrecht auf der Grundfläche. Eine dnrch AD 
senkrecht zu JSEC gelegte Ebene schneide letztere in FG, Ge- 
sucht wird das Verhältnis von a) FG- und BC] b) der beiden 
Stücke, in welche die Pyramide durch die Ebene AFGD ge- 
teilt wird. 

Lösung: a) 3:7. b) 15 : 34. 

(664) Nyt Tidsskrift. XXV, 356. 



29. Aus den Grundflächen G und g einer abgestumpften 
Pyramide soll die den Grundflächen parallele Fläche JS, welche 
von beiden gleich weit absteht, berechnet werden. 

Lösung: B = ^{G + g + 2 ^G^, 

(471) Joum. 616m. XXU, 200. 

30« Gegeben ist eine Pyramide S — ABCD^ deren Grund- 
fläche ein Quadrat mit der Diagonale 2 a ist; die Höhe SE der 
Pyramide sei h. Von A fällt man eine Senkrechte AK auf die 
gegenüberliegende Kante SC und legt durch AK die Perpendiknlar- 
ebene zu SC, welche SB in F und SD in G trifft. Gesucht wird 
das Volumen AB CD, AFKG = F. 

Lösung: Y^ sM^' + af ! 

(244) Joum. 616m. XVI, fö 2. 

31. Auf den Seitenkanten SA, SB, SC einer d|urch die 
Grandfläche ABC = G und die Höhe H gegebenen drieiseitigen 
Pyramide SABC werden drei Punkte, A\ B\ C mit dein bezüg- 
lichen Höhen A^, h^, h^ angenommen. Der Bauminhalt djtes schief 
abgeschnittenen Pyramidenstutzes Px ist zu berechnen. 

Lösung: Px = j ^ [h + h + h ^ ^ Qhh + ^^•^'»i-^ ^\^ 






(726) V. MioRiNi XVm, 601. XIX,. ^^^• 



32, Bei der Kubatur eines dreiseitigen Antipyram^ ^^ civ%Io\m» 
(Prismatoids, dessen Grundflächen gleichwendig ähnlich' ^^d ^^'^^'^^ 
sind) kommen die Grundflächen lediglich mit ihren Ini --^ >dsä^^ ^''^ 
ihrem Brocard'schen Winkel zur Geltung. 



\ 
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Lösung: V = \hj{l + X^ + X ?^5i^±_?))^ ^o J der In- 
halt der unteren, X^J der der oheren Grundfläche ist und g> der 
hohle Winkel, um den die obere gegen die untere Grundfläche 
gedreht erscheint. 

(1151) Emmerich XXm, 511. XXIV, 268. 

c. Oylinder.*) 

33. Zwei gleichgrofse senkrechte Cylinder vom Eadius r sind 
so durch einander geschoben, dass ihre Achsen sich rechtwinklig 
kreuzen. Wie grofs ist die Oberfläche und das Volumen des bei- 
den Cylindem gemeinschaftlichen Körperstücks? 

Lösung: Obf. = 16 r^; Vol. = y r». 

(53) Lieber IX, 202. (Müttrich: Samml. ster. Aufg.) IX, 286. 

34« Ein gerader Oylinder und ein gerader Kegel mit Kreis- 
basis haben gleiche Oberflächen, gleiches Volumen und dieselbe 
Höhe h. Die Eadien x und y der Grundflächen sind zu berechnen. 

Lösung: . = "^-^^ , y = ^±11}^. 

(116) Nouv. Ann. XUI, 287. 

{667) Mathesis. XXV, 357. 

35« Wie grofs ist der Halbmesser r und die Höhe h eines 
Cylinders, der mit einem Würfel von der Kante 1 gleiche Ober- 
fläche und gleichen Inhalt hat? 

Lösung: ri = 0,7132, Ä^ = 0,6258; ^2 = 0,4007, h^ = 1,9823. 
(Kubische Gleichung.) 

(1229) Sievers XXIV, 459. XXV, 275. 

36« Ein cylindrisches Gefäfs, dessen Grundfläche den Radius 
r hat, ist bis zur Höhe h über der Grundfläche mit Wasser ge- 
füllt; in dieses Gefäfs wird eine Kugel geworfen, deren Eadius q 
ist und deren spezifisches Gewicht gröfser als 1 ist. Bis zu 
welcher Höhe steigt das Wasser hierdurch in dem Geföfse? 

Lösung: 2 Fälle Ä < 2^ — ^^ und Ä > 2(» — ||^. 

(56) V. ScHÄwEN IX, 285. IX, 433. 

37« Ein massiver Oylinder von homogener Masse schwimmt 
bei horizontaler Lage seiner Achse so auf Wasser, dafs er in eine 
Tiefe der Hälfte des Badius seiner Grundfläche eingetaucht ist. 
Wie grofs ist das spezifische Gewicht des Stoffes des Körpers? 

(64) Ebidt IX, 372. — 



♦) Vgl. § 6 Nr. 4 und 7. 
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38« Auf dem Mantel eines ümdrehungscylinders (r, h) ist 
ein& Schraubenlinie von n Gängen gezogen. An irgend einer Stelle 
sind zwei aufeinanderfolgende Schraubengänge durch eine Qang- 
höhe verbunden, und es ist über letzterer nach anfsen zu ein 
gleichseitiges Dreieck so angebracht, dals seine erweiterte Ebene 
durch die Cjlinderachse geht. Wird nun dieses Dreieck längs der 
Schraubenlinie verschoben, und dreht sich zugleich seine Ebene 
um die Achse, so beschreibt es ein schiefes Schraubengewinde. 
Man soll den körperlichen Inhalt der aus diesem Gewinde und 
dem Cylinder zusammengesetzten Schraubenspindel berechnen. 

Lösung: Vol = «Ä (r« + ^ >/5 + ^) • 

(673) Weinmeister XVin, 197. XVIII, 595. 

39« In ein cjlinderförmiges Gefäfs, welches p gr wiegt, 
dessen innerer Durchmesser 2r cm beträgt und dessen Schwer- 
punkt h cm über dem Boden liegt; fliefst eine Flüssigkeit vom 
spezifischen Gewicht d. Der Schwerpunkt wird dadurch zuerst 
sinken, später wieder steigen. Seine niedrigste Lage ist zn be- 
stimmen. 

Lösung: Der Schwerpunkt liegt in der Oberfläche der 
Flüssigkeit. 

(678) Nyt Tidsskrift. XXV, 362. 
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40« Welcher gerade Kegel kann durch eine Ebene parallel 
zur Basis in zwei Teile zerlegt werden, deren Oberflächen nnd 
deren Yolamina einander gleich sind? 

Lösung: Ist 2 a die Öffnung des Kegels, so muTs 

sin« == >^2 — 1, also a = 15^3' 66" sein. 

(893) Emmerich XX, 510. XXI, 271. 

41. Ein gerader Kegel soll durch eine Ebene parallel zur 
Basis in zwei Teile zerlegt werden, deren Oberflächen sich 

a) ebenso, 

b) umgekehrt verhalten wie ihre Volumina. 

Lösung: Der Eadius x des Schnittkreises wird bestimmt bei 
a) durch die Gleichung 2x^ -\-(x — 1) (5 + 1) = 0, bei b) durcli 
2 x^ + x^ (s + l) + x^ (s — 1) — (s + i) =^ 0. (5 Seite des Kegels.) 

(1159) Emmerich XXIII, 591. XXIV, 340. 

*) Vergl. V. Fbank: Berechnung des Rauminhalts eines Fasses. 

XXII, 333—336. Stoll: Zur Berechnung des Rauminhalts eines Fasses. 

XXIII, 109—114. Fkanz: Zur Fassberechnung. XXIII, 114. Kosch: Ele- 
mentare Behandlung des Mantels eines schiefen Rotationskegels mit 
elliptischer Grundfläche XXV, 341; ferner § 5 Nr. 3, 8, 10 und 11. 
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42« Die Orundlinie 2 c und den Schenkel a eines gleich- 
schenkligen Dreiecks zu berechnen, wenn man seinen Inhalt A und 
die Gesamtfläche utf^ des Kegels kennt, welcher durch Eotation 
des Dreiecks um seine Höhe entsteht. 

Lösung: c = ^y2(/'*— J^)-, a= /* + — — . 
{673) Mathesis. XXV, 360. 

43« Einen geraden Eegel parallel zur Grundfläche in zwei 
Teile von gleicher Oberfläche zu teilen. 

Lösung: Der Kegel sei gegeben durch r und a, dann ist der 

Eadius der Schnittfläche r cos ä- • 

(1329a) SiBVBRS XXV, 514. XXVI, 343. 

44« Ein Kegel mit dem Halbmesser r der Grundfläche und 
der Höhe h aus einem Stoffe, dessen Dichte s ist, wird mit der 
Spitze abwärts in eine Flüssigkeit von der Dichte s' getaucht. 
Wie tief taucht er ein? 

Lösung: a? = Ä ( 1 + I/-7 — 1 )• 

Pick V, 58. VI, 156. 

45« Ein gerader Kegel, dessen spezifisches Gewicht d ist, 
schwimmt gerade noch in zwei Flüssigkeiten, die in einem Geföfs 
übereinander lagern und deren spezifische Gewichte d^ und S^ 
(dj > dg) sind. Es ist zu beweisen, dafs die Trennungsfläche der 
beiden Flüssigkeiten die Kegelachse nach einem Verhältnis teilt, 

dessen Quotient 1/ i __ i >" — 1 ist. 

{677) Educ. Times. XXV, 361. 

46. Ein gerader Kegel (05, ä) und ein gerader Cylinder 
(^, K) haben dasselbe Volumen; die Differenzen zwischen den beiden 
Mänteln und den beiden Grundflächen sind gleich. Man soll die 
Badien x und y berechnen. 

Lösung: a; = 1 Ä (3 + I/3); y =\h (l +)/3)- Vergl. Nr. 34. 
{116) Nouv. Ann. XHI, 287. 

47« In einem geraden Cylinder, dessen Grundflächenradius r 
ist und der bis zur Höhe h mit Wasser gefüllt ist, wird ein 
gerader Kegel so eingetaucht, dafs die Achsen beider zusammen- 
fallen. Ist die Spitze unten, befindet sich dieselbe also im Mittel- 
punkte der Grundfläche des Cy linders, so steigt die Wasserhöhe 
um 9n; ist dagegen die Grundfläche des Kegels unten, Wli die- 
selbe also mit der Grundfläche des Cylinders zusammen, so steigt die 
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Wasserhöhe um n. Die Höhe u und der Orundflächenradius x des 
Kegels sind zu berechnen. 

Lösung- a; = i r F^^^ + l/II^3«H^'l 
Lösung, a; = , r L ^^jj-p— 5 + K Ä + « (Ä + «)«J' 



rc 



u = 7— , WO 2 « der Öffnungswinkel des Kegels ist. 

(511) SzniANYi XVI, 356. XVH, 23. 

48« Über einem gröfsten Kreis einer gegebenen Kugel als 
Basis konstruiert man einen Kegel gleich der HSlfte des Volu- 
mens der Kugel; und man verlangt l) den Radius des kleinen 
Ejreises zu finden, in welchem die Fläche dieses Kegels die Fläche 
der Kugel schneidet, 2) das Volumen des Kegelteils zu be- 
rechnen, welcher zwischen seiner Basis und der Ebene dieses 
kleinen Kreises liegt. 

(11) Nouv. Ann. X, 354. — 

49« Die Achse eines geraden Kegels, der nicht durch eine 
Grundfläche begrenzt ist, geht durch den Mittelpunkt einer Kugel: 
die Entfernung der Spitze A des Kegels vom Mittelpunkt M der 
Kugel ist gleich dem Durchmesser 2r der letzteren. Wie grofs 
ist die Öffnung 2 a des Kegels, wenn der aufserhalb des Kegels 
liegende Teil der Kugelfläche doppelt so grofs ist wie der inner- 
halb der Kugel liegende Teil der Kegelfläche? 

Lösung: 2 a = 28^ 57' 18"; sin « = i- 

(474) Nyt Tidsskrift. XXII, 201. 

50« Um einen geraden Kegel, dessen öeffnung 2^) gegeben, 
ist eine dreiseitige Pyramide so konstruiert, dafs die Spitzen F 
beider zusammenfallen, die Grundfläche ABC der Pyramide und 
die des Kegels in einer Ebene liegen und die Seitenflächen der 
Pyramide den Kegel berühren; die Grundkanten a^ h, c der Pyra- 
mide sind gegeben. Wie grofs ist der Radius einer Kugel, welche 
den Mantel des Kegels und seine Grundfläche berührt? 

Lösung: , = y¥EM^WEÄ tg (45« - i <p) • 
(67J2) Journ. 616m. XXV, 359. 

51« In einen geraden Kegel, dessen Scheitelwinkel 90^ be- 
trägt, sind auf derselben Seite des Scheitelpunktes zwei Berührungs- 
kugeln konstruiert, welche sich gegenseitig berühren; ihre Centrale 
ist a. Gesucht wird das Volumen des Körpers, welcher von der 
Kegelfläche und den beiden Kugeln begrenzt wird. 

Lösung: Vol. = ^Tta^. 

(668) Nyt Tidsskrift. XXV, 357. 
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52, Gegeben ist ein gerader Kegel, dessen Achsenschnitt das 
gleichschenklige Dreieck ABC ist; es sei CA =» CB == 5; 
^ ACB = a. 

a) Auf CA und CjB sind resp. die Punkte J) und JE7 durch 
CB =p und CE = q gegeben; DE >= 2 a soll die grofse Achse 
einer aus dem Eegel geschnittenen Ellipse sein; dann ist die halbe 

kleine Achse h =ypqsm —] die halbe Excentricität e = — 

und der Inhalt des abgeschnittenen Kegels Ä = y «")/(i? g')^ S"i "o" ^^os "S"' 

b) Durch D ist eine Ebene so zu legen, dafs sich das Vo- 
lumen des abgeschnittenen Kegels zu dem des Stutzes wie m : n 
verhalte. 

c) Durch einen im Umfang der Basis liegenden Punkt sind 
Ebenen zu legen, welche den Kegel in v gleiche Teile teilen. 

d) Das Volumen des Kegels ist durch eine Ebene, welche 
mit der Basisebene den Winkel g> bildet, im Verhältnis m : n 
zu teilen. 

Q ^ a 

LfcuBg: b)s-t" y{^'; «)8,-.|/?(J- 1,2,3 -l— l)i 







1/ / , a\ r m + n 



(583) SziMANYi XVn, 111. XVII, 523. 



53, Die Badien der Grundflächen eines Kegelstumpfes zu 
bestimmen, wenn man kennt: 1) die Höhe h des Stumpfes; 2) das 

Volumen, welches -^ '^^'^ ^®^ Volumen der Kugel mit dem Durch- 
messer h ist; 3) die Seitenfläche gleich dem Inhalt eines Kreises 
^om Badius a. Es soll dann die Anzahl der Lösungen angegeben 



a 



'werden, welche den verschiedenen Werten des Verhältnisses j- ent- 
sprechen. 

(34j) Nouv. Ann. XI, 110. — 

54. Einen geraden Kegelstumpf, gegeben durch r, ^, ^cc^ 
parallel zur Grundfläche in zwei Teile von gleicher Oberfläche 
zu teilen. 

Lösung: x = y r^ cos — + ^* sin — • 

(1329b) Sievers XXV, 514. XXVI, 343. 

55. Ein gerader abgestumpfter Kegel, dessen Durchschnitt 
AB CD sei und in welchen sich eine Kugel K beschreiben läfst, 

AufgftbeaBMzunlung a. Zeitiohr. f. math. tu nat. Unterr. 15 
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ist ein Teil eines geraden Kegels, dessen Winkel an der Spitze a 
ist. 1) In welchem Verhältnis n steht sein Yolomen zu dem der 
Kugel? 2) Wie grofs ist a, wenn n gegeben ist? 

4 — cos -- , 

2 a' 4 

Lösung: n = g-; cos — = j— r* 

® ^ «*' 2 2n+l 

2 C08 -- 

dt 

{241) Tidsskrift. XVI, 30. 

56« Die Eadien x und y der Grundflächen eines abgestumpften 
Kegels zu berechnen, welcher um eine durch den Badius r ge- 
gebene Kugel beschrieben ist und dessen Volumen doppelt so grofs 
wie das der Kugel ist.*) 

Lösmig: aj = ^(yk+l); 2/ = J(V'5-l), 

(240) Journ. el6m. XVI, 30. 

57. Die Höhe h eines abgestumpften geraden Kegels sei 
mittlere Proportionale zwischen den Durchmessern 2 r und 2 q 
seiner Grundflächen, l) Zu beweisen^ dafs sich in den Kegel eine 
Kngel beschreiben läfst. 2) r und q zu berechnen aus h und der 
Oesamtoberfläche tco^ des abgestumpften Kegels. 

Lösung: l) (G.). 2) r + q = j /2a^ + Ä^ ^9 = 7' 

(331) Nouv. Ann. XVIII, 359. 

58* Ein gerader abgestumpfter Kegel, in welchem die Badien 
der Grundflächen r und q sind, wird dnrch eine zur Grundfläche 
parallele Ebene in einem Kreise mit dem Badius r' geschnitten. 
Werden nun Mantel und Volumen des ganzen Körpers mit M 
und F, Mantel und Volumen des zwischen den Kreisen mit den 
Badien r und r' liegenden Teilkegels mit m' und t?' bezeichnet, 
so ist 

a) Mr'^ = mQ^ + m'rK 

b) Vr'^ = VQ^ + v'r\ 

(472) Mathesis. XXTI, 200. 

59« Um eine Kugel vom Badius a ist ein abgestumpfter 
gerader Kegel beschiieben; die Badien der Grundflächen seien r 
und q. Man soll berechnen 

a^ das Volumen F; 

b) den Mantel M aus a und r, 

c) ^, wenn a gegeben und der Mantel vermehrt um die 
Grundfläche mit dem Badius q ein Minimum ist, 

*) Die Gesamtoberfläche des Kegels ist doppelt so grofs wie die 
Oberfläche der Kugel. 
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d) den Badius x des Berührungskreises für den Fall des 
Minimums, 

e) die Segmente 8^ und 82^ in welche die Eugel durch den 
Berührungskreis geteilt wird, für denselben Fall. 

Lösung: a) 7= |^a(r^+ a^ + j); b) Jf = J, (r« + a^^ 
c) Q^^ , r = a}/2', d) (r = 2a >/2 (1/2-1); 

y2 

e) 8^ c=i-7ca3(23 — 16|/2); ^S^ = |- Tra» (8]/2 — ll). 
(473) Joum. el6m. • XXH, 200. 

e. Die Engel, der Kugelabsolmitt tmd Eugelaussohnitt.*) 

60, Wie grofs ist der Badius x einer Kugel, wenn man im 
Abstände a von ' ihrer Oberfläche ^ der Oberfläche mehr über- 
sieht als im Abstände h? 

Lösung: a? = 10 a — 11 & ± VilOa—llhf — ah, 
{665) Nyt Tidsskrift. XXV, 356. 

61« Eine Anzahl gleich grofser Kugeln füllen einen gröfseren 
Baum so an, dafs sie möglichst dicht zusammengedrängt sind. 

a) Li welchem Verhältnis steht der Inhalt der Kugeln zu den 
leeren Zwischenräumen, beziehungsweise zu dem ganzen Baum? 

b) Welche Oestalt nehmen die Kugeln an, wenn durch all- 
seitigen Druck die Zwischenräume yersch winden? 

Lösung: a) 1 : -— -; b) der Baum wird stetig erfüllt von 

einem System kongruenter und entsprechend geordneter Bhomben- 
dodekaeder mit dem rhombischen Diagonalenverhältnis 1 : ]/2^. 
(417) Leybndbcke» XV, 440. XVI, 116. 

62. a) Die Badien r«. r», Vc dreier Kugeln zu berechnen, 
welche sich untereinander und die Ebene eines gegebenen Drei- 
ecks ABC in den Punkten Ä, B, C berühren, wenn die Seiten 
o, 2>, gegeben sind. 

b) c zu berechnen, wenn a, h und Ta -{- r^ -^ Tc = p ge- 
geben sind. 

_ . V bc . ac ab 

Lösung: a) r« = ^', n «= — ; Tc = g^; 

(476) Joum. 616m. XXII, 202. 



*) Vergl. § 5 Nr. 4—11. 

15 
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63. Ein reguläres Tetraeder ist in eine Engel mit dem 
Eadios r konstruiert. Eine andere Engel hat ihren Mittelpunkt 
in einer Ecke des Tetraeders und geht durch die drei anderen 
Ecken. Gesucht wird das Volumen V und die Oberfläche des 
Eörpers, welcher Ton den beiden Engeln begrenzt wird. 

Lösung: 7= ^ 7rr«(21 — Sj/e); = j nr^ (ib — 4.yT) 

(669) Nyt Tidsskrift. XXV, 358. 

64t Um yier gleiche »Eugeln, deren Badius gegeben und von 
denen jede die drei anderen berührt, ist ein reguläres Oktaeder so 
konstruiert, dafs vier Flächen je drei Eugelfläohen, die vier anderen 
Oktaederflächen nur eine Eugelfläche bertLhren, und zwar liegen je 
zwei Oktaederflächen, Ton jeder Art eine, einander gegenüber und 
sind also parallel. Die Oktaederkante ist zu berechnen. 

Lösung: Vergl. Lieber: Stereom. Aufg. § 27 Nr. 19. 

(670) Nyt Tidsskrift. XXV, 368. 

65« Eine Engel ist von einem unendlich langen geraden 

Cylinder durchdrungen, dessen Badius der Grundfläche ^ÄB^^^-jr 

ist und dessen Achse durch den Mittelpunkt der Eugel geht. Das 
der Eugel und dem Cylinder gemeinschaftliche Volumen F ist zu 
berechnen. 

Lösung: V ^ j 7tr^(S — sYs), 

(238) Joum. 616m. XVI, 29. 

66« Eine Eugel, deren Eadius r ist, wird von einem unend- 
lich langen Cylinder durchdrungen, dessen Achse durch den Mittel- 
punkt geht. Gesucht wird der Badius x der Orandfläche des 
Cylinders, wenn derselbe aus der Eugel schneidet 1) den mten 
Teil der Eugelfläche; 2) den nten Teil des Volumens. 

Lösung: 1) a;=£]/2m— 1; 2) a; «= r l/l — |/(l — 1)*. 

(289) Math. Magazine. XVI, 29. 

67« An zwei Engeln (Badien r^ und r^ sind die gemein- 
samen Berührungskegel gelegt. Wie grofs sind die so entstan- 
denen Eörper Y und wie grofs ist der bei der äufseren Berüh- 
rung yerbleibende Best Jß, wenn jnan den Berührungskegel der 
kleineren Eugel, soweit er nicht dieser selbst angehört, aulser 
Betracht läfst? 

Lösung: F=f(r,» + .,»)(li4iB^, 

^ n r/ (1 + sin «)* — r,^ (1 — sin «)* 
3 sma ' 
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wenn a der Winkel ist, den die Seitenlinie des Kegels mit der 
Centrale bildet, also für beide Fälle versobiedene Werte bat. 
(418) SiEVBRS XV, 441. XVI, 117. 

68. Auf der Ebene eines Kreises mit dem Badius r ist in 
dem Peripberiepunkt A die Senkrechte -4 T = 2r errichtet. T wird 
zur Spitze eines Kegels genommen, dessen Grundfläche der Kreis 
ist. Der Ä diametral gegenüberliegende Funkt sei B und M 
Mittelpunkt der Seitenlinie TB, Man soll a) beweisen, dafs die 
über J.T als Durchmesser konstruierte Kugelfläche den Mantel 
des Kegels in einem Kreise schneidet, dessen Ebene senkrecht auf 
TB in M steht und b) die beiden Volumina Fj und V^ be- 
rechnen ^ in welche der Kegel durch die Kugelfläche geteilt wird. 

Lösung: b) F^ = ~ itr^ (s — 3 }/2); F, -« ^ ^^' V^- 
(671) Nyt Tidsskrift. XXV, 359. 

69« Anfserhalb einer durch den Badius r gegebenen Kugel 
K den Punkt P durch PK = a? so zu bestimmen, dafs das Vo- 
lumen des Doppelkegels, dessen Spitzen P und K sind und dessen 
Gnmdfläche der durch die von P gezogenen Tangenten gebildete 

Berührungskreis ist, gleich -^ des Volumens der Kugel ist. 
Lösung: a; = 2 r. 
{24^) Joum. 6l6m. XVI, 31. 

70« Von einem lichtstrahlenden Punkte wird der dritte (nie) 
Teil der Oberfläche einer Kugel, deren Badius r ist, erleuchtet. 

a) Wie grofs ist die Entfernung x des Punktes Tom Kugel- 
centrum? 

b) Welchen Badius q hat die Schattengrenze? 

c) Wie verhält sich der von der Kugel begrenzte Lichtkegel 
. zum Inhalt der Kugel? 

Lösung: a) a? = __ '^ b) ^ = — ]/n — 1; c) 1 :n(n — 2). 
(474) Haag XVI, 124. XVI, 421. 

71« Eine gegebene Kugel durch eine Halbkugelfläche zu 
halbieren. 

Lösung: Die Entfernung der Mittelpunkte ist 0,48459 r; 
9 _ 0,87474 r. (Kub. Gl.) 

(1142) Emmerich XXIII, 431. XXIV, 188. 

72« Auf einem Durchmesser AB einer Kugel vom Badius r 
einen Punkt X so zu bestimmen, dafs, wenn man durch X eine 
Ebene senkrecht zu dem Durchmesser legt, die Fläche der durch 
diese Ebene begrenzten Kalotte, welche den Punkt A enthält, 
gleich dem Mantel des Kegels ist, welcher zur Grundfläche den 
Durchschnittskreis der Kugel und Ebene und zur Spitze den 
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Punkt B hat Dann das Yerh&ltnis des Volumens dieses Kegels 
zum Volumen der Kugel zu berechnen. Aufl. AB ist in X stetig 
zu teilen. 

(^^2) Nouv. Ann. XI, 110. — 

73. Welcher Kugelabschnitt kann durch eine Ebene parallel 
znr Omndfläche in zwei Teile von gleicher Oberfläche und gleichem 
Inhalt zerlegt werden? 

Lösung: Nur eine vollständige Kugel ist in der verlangten 
Weise teilbar. 

(1241) Emmbmoh XXIV, 609. XXV, 348. 

74« a) Einen Kugelsektor, b) ein Kugelsegment und c) eine 
Kugelschicht durch eine Ebene parallel zur Grundfläche in zwei 
Teile von gleicher Oberfläche zu teilen. 

Lösung: a) a? = JB1/y + tg -^ (JB Kugeli'adius, a der halbe 
Centriwinkel, x Seitenlinie des Schnittes). 

1/ 1 — cos ~ 

b) sin ^ = V (g) der halbe Centriwinkel des 

neuen Segments.) 

1/ — ^^® "i" ®^^ V 

c) sin ^ = r (^ > 1^ die halben zu den 

Kreisflächen gehörenden Centriwinkel, (p der halbe Centriwinkel 
des Schnittes.) 

(1329 c — e) SiEVERS XXV, 514, XXVI, 343. 

75« Welcher Kugelausschnitt kann durch eine koncentrische 
Kugelfläche in zwei Teile zerlegt werden, deren Oberflächen und 
deren Volumina einander gleich sind? 

Lösung: Die öflEhung 2 a des Kugelausschnitts ist 29® 37' 7", 6 

und wird bestimmt durch tg y a = j \}/2 — 1/ . 

(1169) Emmerich XXIV, 23. XXIV, 448. 

76« Zwei Breitenkreise, deren sphärischer Abstand p^ be- 
trägt, begrenzen eine Zone, welche — der Erdoberfläche ist. a) Die 

Abstände x und y der Breitengrade vom Äquator sind zu be- 
rechnen, b) Zu berechnen das Verhältnis Q des Volumens, welches 
gleich der Differenz der Kugelschicht und des abgestumpften 
Kegels mit den Breitengraden als Grundflächen ist, zu der ganzen 
Kugel. 

Beispiel, p = 90^ w = |/2 . 
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Lösung: a) x — 2/ = JP ^^^^ cos y (ä? + 2/) = 1 — geben 

n sin — p 

X und y, 

8in —p^ i/o 

h) Q = — ^- . Beispiel: äj = 45^ t/ == — 45^; Q=^' 

(666) Nyt Tidsskrift. " XXV, 356. 

f. Über Körper, welche durch Botation einer Fläche 

entstanden sind.'^) 

77* Die Gestalt eines rechtwinkligen Dreiecks zu finden, 
wenn sich die Volumina, welche man durch Rotation des Dreiecks 
um seine drei Seiten erhält, wie 12 : 15 : 20 verhalten. 

Lösung: Die Seiten des Dreiecks erhalten sich wie 5:4:3. 

(5^2) Joum. 616m. XI, 200. — 

78. Ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten J. C= J? C=:a 
rotiert um eine durch C gehende und aufserhalb des Dreiecks 
liegende Gerade, welche mit AC einen Winkel von 30^ bildet; 
Das Volumen V zu berechnen. < 

Lösung: V = ^ na^ (]/3 + l)i 

(33^) Journ. 616m. I XI, 200. 

■ 
t 

79. Rotiert ein rechtwinkliges Dreieck um seine Hypotenuse 

£f, so ist das Volumen gleich dem einer Kugel vom Radius y-g-; 

rotiert es dagegen successive um je^de seiner Katheten x und ^, 
so ist die Summe der beiden Volumina gleich dem einer Kugel 

vom Radius Y^i. Die Seiten des Dreiecks zu berechnen. 
Lösung: 4, 3, 5. 
(34^) Journ. 616m. XI, 201. 

80« Gegeben ist ein rechtwinkliges Dreieck ABC durch die 
Hypotenuse c und den Winkel a (a>&); auf AB einen Punkt 
X so zu bestimmen, dafs, wenn man auf AB in X die Senk- 
rechte XT errichtet, das durch Rotation des Dreiecks um XT 
erzeugte Volumen doppelt so grofs ist wie das durch Rotation des 
Dreiecks um die Höhe CD erzeugte. 

Lösung: DX = — c cos 2 a = c cos 2 15. 

(J23J2) Journ. 616m. XVI, 27. 

81. Ein rechtwinkliges Dreieck ABC rotiert um die Hypo- 
tenuse B C] zu dem erhaltenen Doppelkegel ist die ümkugel (iJf, r) 

♦) Vergl. § 5 Nr. 12-16. 
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und die Inkugel («n, q) konstruiert; letztere berühre AB ia H 
und ÄC ia E\ femer seien noch J7JP, ÄD und EG senkrecht 
BC gefölli Zu berechnen ist 1) r; 2) ^5 3) Mm; 4) Vol ADm\ 
5) ManU Am-, 6) FG-, 7) Zrm JPJJ + ^reis EG = Ä 

Lösung: 1) r = I 0^ 2)^-^_j^^. 3)Jlfm = fg^j. 

4) 7oZ. = "ff,f-y > 5) Jfcm^. = ^Ij; 6)Fe = ^^• 
^ 3 a* (ö + c) ^ a (0 + c) ' ^ a ' 

7) Ä = TT^^l 

(475) Mathesis. XXH, 362. 

82« Gegeben sind zwei senkrecht zueinander stehende Ge- 
raden OX und OT und auf OX ein Punkt A durch OA'^a. 
Von einem rechtwinkligen Dreieck ÄBC^ dessen eine Ecke A^ 
dessen Scheitelpunkt des rechten Winkels auf OY ia B liegt und 
dessen dritte Ecke C in dem Winkelraum XOY liegt, sind die 
Katheten AB =^ x und BC'^^y zu berechnen, wenn der Inhalt 
des Dreiecks ABC = a* ist und wenn A ABC bei der Botation 
um OY einen Körper beschreibt, dessen Volumen Mmal so grofs 
ist, wie das einer Kugel vom Eadius a. Zwischen welchen Grenz^i 
mufs n liegen? 

Lösung: a; = 2j^(yji+ V'l^);y=«V^(V^+l/i^); 

{479) Journ. 616m. XXII, 362. 

83. Ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seite a rotiert 
um eine Gerade MN^ welche mit ihm in derselben Ebene liegt 
und parallel AB ist. Die Entfernung x der beiden Parallelen zu 
berechnen, wenn das durch Eotation um MN erzeugte Volumen 
viermal so grofs sein soll, wie das durch Botation um AB er- 
zeugte. 

Lösung: a? = j 0^3« ^^^ Bedingung der Gleichseitigkeit ist 
nicht nötig, map findet allgemein o? = j ^. 

{35^ Journ. 616m. XI, 366. 

84. Ein gleichseitiges Dreieck ABC mit der Seite a rotiere 
um eine Achse AX A^ AB, Zu berechnen ist 1) das Volumen, 
2) die Oberfläche des Botationskörpers. 



Lösung: Vol. = ^' j/3; Obf. = 3 --^ 



{23^ Journ. 61em. XVI, 27. 



85« Die Basis 2x und die Höhe y eines gleichschenkligen 
Dreiecks zu berechnen, wenn die Volumina v und v^ der Körper 
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gegeben sind, welche man erhält, wenn das Dreieck um die Basis 
und um einen Schenkel rotiert. 

{235) Joum. 616m. XVI, 27. 

86. AÄBCy welches durch c, hc und «^ y gegeben ist, 
wird um eine zu der Basis parallele Achse CZ um den -^ v ge- 
dreht. Man berechne 

a^ das Volumen F, 

b) die Oberfläche des entstandenen Körpers im allgemeinen 
und für den speziellen Fall v = 360^. 

Lösung: a) "^=5^0^0^0*5 

(667) Haluschka XVI, 593. XVII, 359. 

87. Qegeben ist ^ABC mit den Seiten a, h^ c und der 
von Ä gefällten Höhe h. Man soll parallel BC die Gerade DD' 
so ziehen, dafs bei der Eotation des Dreiecks um DD' die durch 
JBC erzeugte Fläche mittlere Proportionale zwischen den durch 
AB und AC erzeugten Flächen ist. Der Abstand x von BC und 
DD' ist zu berechnen. 

T « Ä (Vbc + a) + V2aybc + a^— bc 
Lösung: x =» -^ ■ — ^ ~" , ' • 

* 2yhc 

(674) Mathesis. XXV, 360. 

88« Gegeben ist ein Quadrat mit der Seite a; der in das- 
selbe beschriebene Kreis berührt CD in JE7, AB in F und 
trifft AE va M, Es ist das Volumen der beiden Körper zu be- 
rechnen, welche durch Rotation des Vierecks AFOM a) um EF 
und b) um AF entstehen; c) ist die Lage des Schwerpunktes von 
AFOM zu bestimmen. 

Lösung: a) VoL = ^ %a^^ b) Vol. = ^ 7ta^\ c) y == §5 a; 

£? =a ^ a, wenn y, e die Entfernungen des Schwerpunktes von EF^ 

resp. AB sind. 

{385) Mathesis. XVm, 361. 

89« Über den drei Seiten BC^ CD, DA eines Quadrates 
AB CD sind nach auTsen die gleichseitigen Dreiecke BCE^ CDF, 
DAG konstruiert. Volumen und Oberfläche desjenigen Körpers zu 
berechnen, welcher durch Rotation der Figur um AB entsteht. 

Lösung: Vol. = j7ca^ (l5 + 4 j/s); b) Obfl. = na^ (s + |/3)- 

{675) Mathesis. XXV, 361. 
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90, Gegeben sind der Inhalt F eines Parallelogramms and 

die Volumina v und v\ welche es bei der Rotation resp. nm die 

Seiten x und y erzeugt; x^ y und «^ €p des Parallelogramms sind 

zu berechnen. 

nF^ nF^ vv' 

Lösung: x = -jj-; y = -jp-; smg) = ^^tjts- 

{233) Joum. 616m. XVI, 27. 

91. Von einem Trapez ABCD {AB \ CD, ^ -4. = 90®) ist 
gegeben BC=^hj der Inhalt a* und das Volumen des Körpers 

welcher entsteht, wenn AB CD um BC rotiert, = y tcc*. Zu 
berechnen sind AB = aj, CD = y und AD = z, 

Lösung: ;&« = !-' + ]/l2a* — 16 &c^ + j;(a: — 2^)^ = fe2 —ig*; 

£f (oj + y) = 2 a*. 

(^57) Nouv. Ann, XVI, 28. 

92« Durch einen Punkt aufserhalb eines gegebenen Kreises 
zieht man an diesen Kreis eine durch den Berührungspunkt B 
.begrenzte Tangente; man sucht, wie grofs die Entfernung AO 
sein mufs, damit, wenn die Figur um diese Gerade rotiert, die 
Oberfläche der durch AB erzeugten Fläche die Hälfte der durch 
den Kreis erzeugten ist. 

{U^) Nouv. Ann. X, 16. — 

93« Gegeben ein Halbkreis über AB und die Tangente BT» 
Man soll durch den Punkt A die Sekante AMN ziehen {M und 
N sind die Punkte, wo sie den Halbkreis und die Tangente BT 
schneidet), so dafs, wenn man die Figur um AB rotieren läifit, 
das durch den Teil des Kreises AMB erzeugte Volumen gleicli 
sei dem durch die Fläche MNB erzeugten, welches durch die 
Geraden MN, NB und den Kreisbogen MB begrenzt ist 

(i5i) Nouv. Ann. X, 16. — 

94, Ein Wulst, welcher durch Rotation einer Kreisfläche mit 
dem Eadius r um eine ihrer Tangenten entstanden gedacht werden 
kann, ruht auf einer zu dieser Tangente senkrechten Ebene. Wie 
grofs ist der Hohlraum zwischen dem Wulst und der Ebene? 
ü r^^ /lo \ 

^^'- T (t - ^) • 

(65) Reidt IX, 372. — 

95. Der in der vorigen Aufgabe genannte Wulst werde durch 
eine Kugelfläche von demselben Radius r, dessen Mittelpunkt der 
Berührungspunkt der Tangente ist, ausgehöhlt. Wie grofs ist das 

Volumen des Restes? Res. 2r^7r* f y + j-j« 

(66) Reidt IX, 372. — 



§ 4. Berechnungen. 235 

96. Wie grofs ist dagegen das Volumen desjenigen Körpers, 
welcher entsteht, wenn man in der vorigen Aufgabe den Wulst 
um den anfserhalb desselben fallenden Teil der Kugel vermehrt? 

Ees. Man addiere zu dem Ees. d. vor. Aufg. y r^n. 

(67) Reibt IX, 373. — 

97« Ein um einen Kreis vom Eadius r beschriebenes Paral- 
lelogramm P rotiert um eine seiner Diagonalen. Die auf diese 
Weise erzeugte Fläche F und das Volumen V zu berechnen, wenn 
r und der Winkel a des Parallelogramms gegeben sind. 

Lösung: F = j — ; V = — ; -^ 

sin a cos — a 3 sin a cos ~ a 

(36^) Joum. 616m. XI, 366. 

98. Gegeben ist ein Halbkreis K mit dem Durchmesser 
AB = 2 r; auf der Verlängerung von AB einen Punkt P so zu 
bestimmen, dafs, wenn man die Tangente PC und CD senkrecht 
AB zieht, Vol. KCP = Vol. BCA — Vol. DCB ist. 

Lösung: ^P = a? = r y|(7 + ]/il) . 

(37^) Joum. 616m. XI, 366. 

99, Einen Halbkreis ACDB mit dem Durchmesser AB = 2r 
durch einen Punkt P so zu teilen, dafs durch Rotation der Kreis- 
segmente ACP und PBBj sowie des Dreiecks APB Volumina 
erzeugt werden, welche in geometrischer Progression stehen. 

Lösung: Es sei PE±AB, dann ist PE= j r (v^— • }/2 + l). 
(5Ö2) Journ. 616m. XI, 366. 

100« Gegeben ein Halbkreis mit dem Durchmesser J.jB=b 2 r; 
auf der Verlängerung von AB über B einen Punkt P so zu 
bestimmen, dafs, wenn man an den Halbkreis die. Tangente PD 
legt, welche verlängert die Tangente in A ia C trifft, der Mantel 
des durch Rotation des Dreiecks CAP um AP erzeugten Kegels 

gleich Y der durch Rotation des Halbkreises erzeugten Kugelfläche ist. 

Lösung: BP=^ 2r und r. 

(392) Journ. 616m. XI, 366. 

101. Über AB=2r ist ein Halbkreis beschrieben, man 
soll von B eine Gerade, welche den Halbkreis in C und die Tan- 
gente in -4 in 2> trifft, so ziehen, dafs bei der Rotation der Figur 
um AB der durch AD erzeugte Kreis gleich der durch BC er- 
zeugten Kalotte ist. 

Lösung: Ist CEJ_AB, so ist J.J5 in JEJ stetig geteilt und 
BE der gröfsere Abschnitt. 

(106) Joum. 616m. XHI, 284. 



:ä 
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* 

102. Aufserhalb eines Kreises K (Radius r) ist C durch 
OK »= 2 r gegeben; von sind an den Kreis die Tangenten CA 
und CB gezogen; OK treffe über K verlängert den Kreis in 2>. 
Volumen und Oberfläche zu berechnen, welche bei der Botation 
der Figur um OK durch Segment ABB erzeugt werden; ebenso 
Volumen und Oberfläche erzeugt durch OA. 

Lösung: Vol. ABB — y r»Ä; Vol. C^ — | r'^r; 

Obf. ABB = 3 r*7r; Obfl. OA = j rV- 
(107) Joum. 616m. Xm, .284. 

103. Über AB «» 2r ist ein Halbkreis beschrieben; auf AB 

den Punkt so zu bestimmen, dafs, wenn man auf AB ia eine 

Senkrechte errichtet, welche den Kreis in B trifft, das Beebteck 

AOBE konstruiert und die Figur um AO rotieren lälst, das 

durch AOBE beschriebene Volumen m-mal so grofs ist, wie das 

durch Bogen AB beschriebene. 

T « An 3 r (2 — w) 
Lösung: AO = 3 _ ^^^ 

{108) Joum. 616m. XIU, 284. 

104. An einen durch den Durchmesser AB ^^^ 2r gegebenen 
Halbkreis legt man in A und B die beiden Tangenten AC noä 
BB, und dann noch eine dritte Tangente OB] die Tangenten so 
zu bestimmen, dafs sich das durch Botation von Trapez ABDC 
erzeugte Volumen zu dem durch Botation des Halbkreises erzeugten 
= m : 1 verhält. 

Lösung: AO = jr (]/ 2 m + 1 + y2m — 3); 

JJD = 1 r (l/2m + 1 — y2m— 1) . 
(109) Joum. 616m. XIU, 286. 

105. Gegeben ein Kreis mit dem Durchmesser J.^»«2f; 
in demselben eine Sehne AO, welche ein Segment AEC ^b- 
schneidet, so zu ziehen, dafs bei der Botation der Figur nm AB 
das durch AEO erzeugte Volumen mmal so grofs ist, wie iftS 
durch l\AOB erzeugte {OB ± AB), 

Lösung: AB = r ^^"^ " '^^ i 0B = ^y2m-' 1. 

{110) Joum. 616m. XIII, 285. 

106. Über AB ^= 2r ist ein Halbkreis beschrieben und in 
der Entfernung -^r ist OB jj AB gezogen. Das Volumen, welches 
AB OB bei der Botation um AB beschreibt, ist zu berechnen. 

Lösung: Vol. = i- Tcr^ (8 — 3 "/s) . 

{111) Journ, 616m. XIII, 286. 
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107, In einem Kreise, dessen Eadins r ist, soll parallel mit 
dem Durchmesser CD eine Sehne AB, welche das Segment ÄFB 
abschneidet, so gezogen werden, dafs bei der Eotation der Figur 
um CD das durch Segment AFB beschriebene Volumen gleich 
dem durch A AKB beschriebenen ist. 

Lösung: ^ FKA = 45^ 

{112) Journ. 6l6m. XIII, 286. 

108, Auf AB <= a einen Punkt C so zu bestimmen, dafs, 
wenn man über AC einen Halbkreis beschreibt, von B an den- 
selben die Tangente BD zieht, welche eine auf J.jB in J. er- 
richtete Senkrechte in E trifft und die Figur um AB rotieren 
läfst, das Verhältnis der Flächen erzeugt durch Bogen AD und 
durch BE ^= m sei. 

Lösung: ^g ^ 2a(l + ».) ± ^aT/HTä^ , 

{113) Journ. 616m. XIII, 286. 

109, Gegeben ein Kreisquadrant AMB mit Badius r; auf 
MB den Punkt D so zu bestimmen, dafs, wenn man DC\ MA 
bis zum Durchschnitt mit dem Kreise zieht und die Figur um MA 
rotieren läfst. Vol. AMC = m Vol. CMD ist. 

Lösung: MD = ^ l/im*— 1 . 

{114) Journ. 616m. Xm, 286. 

110, Auf der Centrale KK' = a zweier gleichen Kugeln 
mit dem Badius r einen Punkt A so zu bestimmen^ dafs, wenn 
man an beide die Tangenten AB und AD^ resp. AB' und AD' 
zieht, und die Figur um KK' rotieren läfst, die Summe der durch 
die Bogen BD und B'D' erzeugten Kalotten gleich der halben 
Fläche einer Kugel ist. 

Lösung: KA = ^{a+ ya{a'- 4r)) . 

{115) Journ. 616m. XIII, 287. 

111, Von einem Punkte 8 aufserhalb eines Kreises K ist 
an denselben die Tangente SA und durch den Mittelpunkt K die 
Sekante SBKC gezogen. Der Berührungspunkt A teilt den 
Halbkreis BAC in zwei Bogen AMB und ANC\ femer sei 
AD ±.BC. Zu beweisen, dafs, wenn die Figur um C8 rotiert. 

Vol. 8 AMB = y %8B^ • KD und Vol. 8ANC= \ %8C^ • KD ist. 

{236) Nouv. Ann. XVI, 28. 

113, Wenn man einen Kreisabschnitt um den parallel zu 
seiner Sehne {2 s) gezogenen Durchmesser rotieren läfst, so ent- 
steht ein Körper, dessen Inhalt -j^s^ ist. 

(430) SnjVBRS XV, 523. XV, 524. 
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113. Gegeben ist ein Kreis nm mit dem Radios r, in 
welchem zwei auf einander senkrechte Durchmesser AB und MJ) 
gezogen sind; beschreibt man um M mit MA einen Ereis, so 
entsteht eine Sichel AMBC^ deren Schwerpunkt 8 ermittelt wer- 
den soll.*) 

Lösung: ^0° 2(^ + 1) ^' 

(444) MüSEBECK XV, 613. XVI, 267. 

114» (Verallgemeinerung der vorigen Aufgabe.) Gegeben 
sind zwei sich schneidende Kreise um 0^ und 0^ mit den 
Badien r^ und r, durch die Gleichungen a?* + ^^ = ^i* ^ 
(p — ^y + y* *= ^2^- I^or Schwerpunkt S der von ihnen ge- 
bildeten Sichel soll bestimmt werden. 

Lösung: 80^ = ^ J _ o \ wo h^ und h^ die Abstände der 

Mittelpunkte 0^ und 0^ von AB, 8^ und 8^ die Inhalte der 

Segmente AM^B und AJM^B bedeuten. {0^0^ schneide die Kreise 
resp. in Jfj und üfg). 

(446) MüSEBECK XV, 613. XVI, 268. 

115. Zieht man von einem Punkt B an den Kreis die 
Tangenten BA und BC, Mit AD ±00 und läfst die Figur um 
OC rotieren, so ist das Volumen, welches durch das gemischtlinige 
Dreieck ABC erzeugt wird, gleich dem durch BCD erzengten. 

Lösung: Vol. ABC = j nCB • BC^, 

{326) Journ. 616m. XVm, 358. 

116» und 0' seien zwei Kreise mit den Badien r und fp 
welche sich in G von anfsen berühren; von ihrem äuTseren Äbn- 
lichkeitspunkt 8 seien an und 0' die gemeinschaftlichen SuAeren 
Tangenten 8A'A und 8F'F gezogen; die gemeinschaftliche Tan- 
gente in C trifft AA' in B] das über AA' liegende Segment des 
Kreises AA' F' F heifse AHA\ Eotiert nun die Figur um SO, 
so ist das Volumen, welches zwischen den Kugeln liegt, halb so 
grofs wie das durch Segment AHA' erzeugte Volumen, also 

Vol. AGA' = y Vol. AHA\ 

(3J27) Journ. 616m. XVm, 358. 

117. a) Volumen AOA' der vorigen Aufgabe ist y tv ,* -' 
b) Volumen OAA' 0' der vorigen Aufgabe ist 

{328—329) Journ. 616m. XVHI, 358—359. 

*) Der Inhalt der um AB rotierenden Sichel ACBM ist 

r'« (3 « + 2). 
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118» Zieht man von einem Punkt Ä aufserhalb eines Kreises 
(Eadius r) den Durchmesser ACOC und die Tangente AB^ 
fällt man femer noch BD A^AO und Mst die Figur um A 
rotieren, so ist das durch das gemischtlinige Dreieck ABC er- 
zeugte Volumen gleich ^ itAG^ • OD; und das durch das gemischt- 
linige Dreieck ABC erzeugte Volumen -jnAC'^ • OB, 

{330) Journ. 616m. XVm, 359. 

119» Gegeben ist Ereis (0, r) mit dem festen Durchmesser 
AOB, Den Winkel q> zu berechnen, welchen der Durchmesser 
COB mit AOB bilden mufs, damit bei der Botation der Figur 
um AB sich das durch das Segment AO erzeugte Volumen V^ 
zu dem durch Segment AD erzeugten Volumen Fg ^^^ ^ • 3 
verhält. _ 

Lösung: tg | = Ky* 

{676) Nyt Tidsskrift. XXV, 361. 

120. '^AOO = (p^ welchen zwei Durchmesser AOB und 
COD eines Kreises bilden, so zu bestimmen, dafs die durch die 
Segmente AC und BC bei der Rotation der Figur um AOB er- 
zeugten Volumina sich wie 1 : 9 verhalten. 

Lösung: (p = 60®. 

{480) Mathesis XXII, 353. 

121. Ein Kreisabschnitt rotiert um eine Achse, die seiner 
Sehne AB in der Entfernung d parallel läuft, so dafs der Bogen 
der Achse die konvexe Seite zukehrt. Unter welcher Bedingung 
ist die cylindrische Rotationsfläche der Sehne gleich der sanduhr- 
ähnlichen des Bogens? 

Lösung: Ist M der Mittelpunkt, x der Radius des Kreises und 

•^ AMB = 2 a, so mufs -j = -; sein. 

"^ ' d sin a — a cos a 

(1245) Krüger XXV, 48. XXV, 424. 

122. Ein Winkel von 45^ dreht sich um einen seiner 
Schenkel, der gegen eine feste Ebene schief geneigt ist und er- 
zeugt dadurch einen schiefen Kegel mit elliptischer Basis. Es 
soll der Inhalt Y dieses Kegels durch &, die kleine Halbachse 
der Ellipse, ausgedrückt werden. 

Lösung: v = -j ith^. 

(1150) KoscH XXIII, 511. XXIV, 267. 

123. Es soll der Inhalt I und die Höhe s des Schwerpunktes 
über die Grundfläche eines der drei folgenden Körper berechnet 
werden, wenn die Grundfläche g als ein beliebig eingegrenztes 
ebenes Flächenstück und der Abstand der Spitze S von derselben 
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oder der Abstand einer znr Grundfläche parallelen Schneide 8 
durch die Höhe h gegeben ist. 

a) Die Spitze 8 sei mit einem beliebigen Punkt F im Innern 
von g geradlinig verbunden. Femer sei durch einen Punkt Ä des 
ümfanges von g eine Parabel gelegt, welche 8F in 8 berührt und 
deren zu 8 gehöriger Durchmesser parallel FÄ liegt. Durchläuft 
nun Ä den Umfang von g, so beschreibt 8Ä den Mantel des aus- 
zumessenden Körpers. 

b) Durch die Spitze 8 sei die feste Gerade T parallel der 
Ebene durch g gezogen, und es schneide eine um T drehbare 
Ebene die Grundfläche g in der Sehne AB, Alsdann beschreibt 
die Parabel, welche durdi Ä und B geht und T ia 8 berührt, 
den Mantel des auszumessenden Körpers. 

c) Durch die Schneide 8 sei die Ebene E parallel der Ebene 
durch g gelegt. Dann soll der Mantel des Körpers durch eine 
über den Umfang von g hingleitende Parabel beschrieben werden, 
deren Ebene parallel verschiebbar ist, und welche auTserdem stets 
E in einem beweglichen Punkt von 8 berührt. 

Lösung: a) I '= j gh] s = jh, b) I = -^ gh; s = yÄ. 
(775) Weinmeister XIX, 272. XX, 29. 
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1. Ist innerhalb einer dreiseitigen körperlichen Ecke ein 
Punkt gegeben, so wird diejenige Ebene von dieser Ecke die 
kleinste Pyramide abschneiden, für welche der Punkt der Schwer- 
punkt des Schnittdreiecks wird. 

Lösung: (G.) und (K. M.) 

(242) Führmann XIII, 283. XIV, 188. 

3. Gegeben ist ein Quadrat AB CD durch die Diagonale 
2 a; sei der Durchschnittspunkt der Diagonalen; auf OA^ OB, 
OC, OB sollen gleiche Strecken x bis A\ B\ C\ D' abgetragen 
werden; errichtet man auf AC und BD in A\ B\ G\ D' Senk- 
rechte, so entsteht das Quadrat PQE8, welches als Grundfläche 
einer Pyramide genommen wird, deren Seitenflächen die gleich- 
schenkligen Dreiecke FAQ, QBR, RC8, 8BP sind. Wie grofs 
mufs X sein, wenn die Pyramide ein Maximum werden soll? 

Lösung: (R.) x = j a, 

{457) Journ. 616m. XXI, 522. 

8. Um den Mittelpunkt des regulären n Ecks ABO.,.N 
hat man mit dem Radius x (x <C Radius q des Inkreises) einen 



§ 5. Maxima und Minima. 241 

Kreis beschrieben, welcher AO in jI^, jBO in JB^, . . . trifft. Über 
diesem Kreise wird ein gerader Kegel konstruiert, dessen Seite 
s = AA^ ist. Wie grofs mufs man x nehmen, damit jener Kegel 
ein Maximum ist? 

Lösung: (R.) a; = y r, wenn OA = OB = • . . r ist. 

(1244) Steckelberö XXIV, 609. XXV, 424. 

4. In einen gegebenen Kegel mit Kreisbasis soll derjenige gerade 
Cjlinder eingestellt werden, um welchen sich die kleinste Kugel 
konstruieren läfst. Der Radius der Kugel soll gezeichnet werden.^) 

Lösung: (G.). 

(99) V. ScHÄwEN XI, 33. XI, 365. 

5. Den Radius r einer Kugel zu bestimmen, in welcher zu 
einer Calotte von konstanter Fläche c ein Segment gehört, dessen 
Volumen ein Maximum ist. 

Lösung: (R.) r=l/ — • 

(43) Journ. 616m. XI, 367. 

6. Gegeben die Gerade 0-4 = a; um als Mittelpunkt 
soll eine Kugel so beschrieben werden, dafs a) die sphärische 
Oberfläche der von A aus gesehenen Calotte ein Maximum ist, 
und i) das Volumen des betreffenden Segmentes ein Maximum ist. 

Lösung: (R.) a) r = | a. h) r = j ()/5 — l) . 

(43) Journ. 616m. XI, 367. 

7. Gegeben ist ein um eine Kugel (Mittelpunkt K und 
Radius r) beschriebener Cylinder. Durch zwei Punkte A und A^ 
der Cylinderachse, welche von K gleich weit entfernt sind, legt 
man an die Kugel zwei Berührungskegel ABC und A'B'C\ Das 
Minimum der Fläche zu finden, welche aus den beiden Kegel- 
mänteln und dem Cylindermantel BB'C' C besteht. 

Lösung: (R.) cosjB.4^ = y 

(192) Journ. 616m. XV, 41. 

8. In ein volles kegelförmiges Weinglas, dessen Durchschnitt 
ein gleichschenkliges Dreieck ABC ist, mit der Tiefe CD ^= h 
und dem Winkel an der Spitze ACB = 2a, soll die Kugel ge- 
legt werden, welche bewirkt, dafs möglichst viel Wein tiberfliefst. 

Lösung: (R.) x = ; r— • 

o \ y sm a + 008 2 a 

(194) Educ. Times. XV, 42. 



SDie analoge planimetrische Aufgabe lautet: In ein gegebenes 
ein Rechteck zu zeichnen, dessen Diagonale ein Minimum ist. 

Anfgabensammlmig a. Zeitsohr. f. math. u. nat. Unterr. 16 
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9. Man soll die Gestalt eines Eugelsektors bestinmien, der 
mit der Spitze nach oben gerichtet bis zum Grundkreise in Wasser 
einsinkt, wenn sein spezifisches Gewicht ein Maximum erreicht. 

Lösung: (E.) Die Höhe des zum Sektor gehörigen Segments 

ist Y ^' 

(1078) KRÜGtR XXII, 595. XXIII, 343. 

10. Man soll in einen geraden Kegel ÄCB eine Kugel 
konstruieren, welche den Mantel berührt und von der Grundfläche 
geschnitten wird, so dafs das innere Kugelsegment ein Maximum 
ist. (Beispiel: Der Achsenschnitt des Kegels sei ein gleich- 
seitiges Dreieck.) 

Lösung: (R.) Setzt man -^ ÄCB «=» y^ die Höhe des Segments 
gleich X und die Höhe des Kegels gleich 7», so ist 

2 h Bin Y Y 

x = j— • 

1 + 2 »m y y 

(1208) Steckelbbro XXIV, 343. XXV, 113. 

11. In eine Kugel mit dem Badius r soll über einem gröfsten 
Kugelkreise ein abgestumpfter Kegel so konstruiert werden, dals, 
wenn man von demselben den über der oberen Grundfläche kon- 
struierten Kegel, dessen Spitze im Mittelpunkt der Kugel liegt, 
fortnimmt, der Best ein Maximum wird. 

Lösung: (B.). Der fortgenommene Kegel mufs gleichseitig sein. 
(456) Journ. 61im. XXI, 522. 

13. Ein gegebenes Dreieck ABC rotiert um eine durch G 
gezogene Gerade; welche Lage mufs dieselbe haben, damit das 
Volumen ein Maximum ist? 

Lösung: (G.). Die veränderliche Gerade muTs senkrecht zu 
CS (S Schwerpunkt von ABC) stehen. 

(191) Journ. 616m. XV, 41. 

13. Von einem gleichschenkligen Trapez kennt man die 
beiden gleichen Seiten AD =^ BC = h und eine parallele Seite 
AB f=^ a. Wie grofs mufs die andere parallele Seite c sein, damit 
das durch Botation der Figur um a erzeugte Volumen ein Maxi- 
mum ist? 



Lösung: (B.) c = |+]/^ + 



4 5^ 



3 
(193) Journ. 616m. XV, 41. 

14. Eine gegebene Gerade AB ^^ a durch den Punkt X so 
in zwei Teile AX = x und BX^^ a — x zu teilen, dafs, wenn 
man über AX ein gleichseitiges Dreieck AXC und über J^X ein 
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Quadrat XBBE konstruiert nnd die Figur um AB rotieren läfst, 
die Summe der erzeugten Flächen ein Minimum ist. 

Lösung:(R.) x^"^^^- 

(334) Mathesis. XVEI, 360. 

15. Auf dem gegebenen Durchmesser DE eines Kreises mit 
dem Badius r soll man einen Punkt C durch DG ^^ x so be- 
stimmen, dafs, wenn man auf DE in C die senkrechte Sehne AB 
errichtet, über AB einen Halbkreis AFB konstmiert und die 
Figur um DE rotieren läfst, die durch ADBFA erzeugte Fläche 
möglichst grofs sei. 

Lösung: (R) x =» -j '"'* 

(454) Mathesis. XXI, 522. 

16. In ein gegebenes Dreieck ABC soll ein Beckteck, dessen 
eine Seite auf AB fällt, so gezeichnet werden, dafs bei der Rota- 
tion der Figur um AB der durch das Reckteck erzeugte Cy linder 
möglichst grofs sei. 

Lösung: (R.) Die zu AB senkrechte Seite isix = jhe, die zu 
AB parallele ^ = y c. 

(455) Joum. 616m. XXI, 522. 



in. Beschreibende Geometrie.*) 

1. Durchdringung eines Cjlinders und eines Kegels. Ge- 
geben: 1) ein Cylinder, der zur Basis einen in der Horizontal- 
projektionsebene gelegenen Kreis C hat, und dessen erzeugende 
Linien parallel einer zur Vertikalebene parallelen Linie BG^ B'G*^ 
sind, welche unter einem Winkel von 45^ gegen xy geneigt ist: 
2) ein Kegel, dessen Grundfläche ein in der Honzontalebene ge- 
legener Kreis C^ ist und dessen Spitze in SS' auf der erzeugen- 
den Linie BG^ B'G-' des Cylinders liegt. Der Grundkreis des 
Cylinders berührt die Grundfläche des Kegels innerlich in S] 
C8=CB= 0,025 m; C^S = 0,055 m; BB' = 0,11 m. Man 
soll 1) die Projektionen des Durchschnitts des Kegels und Cylin- 
ders finden; 2) den Teil des Cylinders darstellen, welcher nach 
Wegnahme des Kegels übrig bleibt. 

(26i) Nouv. Ann. X, 112. — 

*) Vergl. Holzmülleb: Einige Aufgaben der darstellenden Geometrie 
und der Kartographie, die mit der Theorie der isogonalen Yerwandt- 
schafb zusammenhängen. XIV, 403 — 425. Betel: Bemerkung zu der 
Aufgabe: Die Punkte zu konstruieren, welche gegebene Abstände von 3 
zu einander senkrechten Achsen haben. XVII, 93—95. 

16* 
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2. Durclidringung eines körperlichen Ringes und eines Um- 
drehungskegels. 

Die Achse des körperlichen Binges yy' ist vertikal in einer 
Entfernung von 0,130 m von der vertikalen Projektionsebene und 
in der Mitte des Blattes; der Meridiankreis hat 0,055 m Badius; 
er berührt die Achse des Binges und die horizontale Projektions- 
ebene. Der Kegel berührt die Horizontalebene in einer erzeugen- 
den Linie sa, s' a\ welche parallel der Projektionsachse ist und 
die Achse des Binges schneidet; seine Spitze (5, s*) liegt in einer 
Entfernung von 0,055 m von der Achse des Binges nnd sein 
Winkel an der Spitze beträgt 45^. Es soll derjenige Teil des Kegels 
dargestellt werden, welcher nach Wegnahme des Binges übrig bleibt 

(27i) Nouv. Ann. X, 112. — 

3. Wie gewöhnlich bedeute der unterhalb der Geraden AB 
liegende Ebenenteil die sogenannte horizontale Grundebene, der 
obere Teil die vertikale Bildebene, C den Augenpunkt, D den 
Distanzpunkt, mithin AC die Augenhöhe und CD die Distanz. 
Das übliche Verfahren zur Bestimmung der perspektivischen Pro- 
jektion eines der Grundebene angehörigen Punktes P besteht dann 
bekanntlich darin, dafs man von P auf AB die Senkrechte Pif 
fällt, MN = MF nimmt, und die Geraden MC^ NB zieht, welche 
sich im gesuchten Punkte P schneiden. Hieran knüpft sich fol- 
gender zu beweisender Satz: Zieht man durch N parallel zu AD 
eine Gerade, welche der verlängerten FM in Q begegnet, so 
liegen die Punkte J., P, Q in einer Geraden. Demnach läfst sich 
die Projektion P auch dadurch finden, dafs man den Punkt Q wie 
vorhin bestimmt und MC durch AQ schneidet. 

Dieses Verfahren ist sehr bequem in den Fällen, wo es sich 
nicht um eine vereinzelte Figur, sondern um ein eigentliches Bild 
handelt, für welches die Distanz immer ziemlich grofs — minde- 
stens gleich der Weite des deutlichen Sehens — genommen wer- 
den mufs. Statt nämlich von N aus nach dem weit entfernten 
und meistens über den Bildrahmen hinaus fallenden Punkt D zu 
ziehen, braucht man nur durch N eine Gerade bestimmter Bich- 
tung zu legen; diese Bichtung bestimmt man ohne D mittelst 
eines dem Dreiecke ACD ähnlichen Dreiecks A^CB^ Noch 
kürzer wird die Konstruktion durch Zuhilfenahme eines Instru- 
mentes, welches aus 2 um einen Punkt drehbaren Messingleisten 
besteht (analog einem gewöhnlichen Zirkel oder einem alten Pro- 
portional-Circul), die man zu Anfang der Arbeit auf den erforder- 
lichen Winkel BAB einstellt und mittelst einer am Kopfe be- 
findlichen Schraube festschraubt. Verschiebt man den einen 
Schenkel längs des an der Beifsschiene befindlichen Lineals, so 
kann man längs des anderen Schenkels die Gerade NQ ziehen. 

(184) ScHLÖMiLCH XII, 363. Xn, 364. 
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4, Gegeben sind die Abstände J, 7J, III eines Punktes P 
im Ramne von den Achsen dreier einander rechtwinklig schneiden- 
den Ebenen. Es sollen die drei Projektionen dieses Punktes be- 
stimmt werden. 

(494) Piepgras XVI, 205. XVI, 501. 

5, Durch einen gegebenen Punkt a) diejenige Gerade, b) die- 
jenige Ebene zu legen, welche mit den Projektionsebenen J, II 
gleiche Winkel a bildet. Grenzen von al 

(556) Haluschka XVI, 503. XVII, 284. 

6» Es seien zwei windschiefe Gerade g und h durch ihren 
Normalabstand n und ihren Neigungswinkel o gegeben; bezeichnen 
femer: s eine Strecke von g zxx h^ a und ß die Winkel {sg) 
und {sli)^ so ist der Abstand sn zu suchen, wenn s gegeben und 
a) ^ a = 90^ b) ^ a = j8 ist. 

(623) Haluschka XVII, 447. XVIII, 194. 

?• a) Die Projektionen einer geraden Linie zu bestimmen, 
welche mit den Projektionsebenen die Winkel a und ß bildet und 
von einem durch seine Projektionen gegebenen Punkt den Abstand 
e hat; b) die Spuren einer Ebene zu bestimmen, welche mit den 
Projektionsebenen I und II die Winkel a und ß bildet und von 
einem gegebenen Punkt P den Abstand c hat. 

(651) PiEPöRAS XVin, 36. XVIII, 438. 

8» Eine Ebene ist gegeben durch die Projektionen dreier 
Punkte. Man soll mittels der Eigenschaften affiner Figuren die 
Projektionen eines beliebigen Punktes der Ebene bestimmen, ohne 
die Spuren der Ebene zu zeichnen. 

(1284) BöKLE XXV. 193. XXVI, 25. 



E. 
Neuere Geometrie des Dreiecks. 



§ 1. Anwendangen der Sätze von Menelaus und Ceva. 

!• Wenn die Durchschnittspunkte X, !F, Z und X^, Y^, Zj 
zweier vom Punkte K ausgehender Transversalen paar weis symme- 
trisch zu den Seitenmitten eines Dreiecks liegen, so verhält sich 
KX\KX^ == YZ\ Y^Z^. 

Beweis: (G. 2). 

(908) KüCKER XX, 694. XXI, 348. 

3. Schneiden sich drei Ecktransversalen ÄDaj BDf,, CDe 
eines Dreiecks in einem Punkte P, so schneiden sich auch in 
einem Punkte 

a) die drei Verbindungslinien ihrer Halbierungspunkte Eai 
Eb^ Ec mit den Halbierungspunkten G^a) ^6) ^c <^er zugehörigen 
Dreiecksseiten. *) 

Beweis: (G. 2); (P. G.); (K. M.) und durch Grafsmann'sche 
Ausdehnungslehre. 

b) Die drei Verbindungslinien der Halbierungspunkte J'a, J?6, 
JP<j der oberen Abschnitte mit G^a» Grbi G-c- 

Beweis: (G. 3); (P. G.); (K. M.) und durch Grafsmann'sche 
Ausdehnungslehre. 

(276) KiEHL XIV, 99. XIV, 516. 

3. (Im Anschlufs an den vorigen Satz.) Teilt man die 
oberen Abschnitte dreier sich in einem Punkt schneidender Eck- 
transversalen ÄÄ\ BB\ CC\ eines Dreiecks ABC in gleichem 
Verhältnis und verbindet die Teilpunkte ^, B^^ C^ mit den 

*) Ist P der Mittelpunkt des Inkreises oder eines Ankreises, so 
liegt der Durchschnittspunkt B auf der Verbindungslinie des Mittel- 
punktes des Inkreises (bez Ankreises) und dem Grebe'schen Punkt JT. — 
Ist P der Grebe^sche Punkt, so liegt B auf der Verbindungslinie des 
Grebe'scben Punktes mit dem Winkelgegenpunkt i>' zu D. wo 2) das 
ProjektioDsceutrum der Dreiecke ABC und seines ßrocard sehen Drei- 
ecks -ijJ^iCi ist. 
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Mitten A^, B^^ C^ der gegenüberliegenden Dreieoksseiten^ so 
schneiden sich die Verbindungslinien in einem Punkte*) 

Beweis: (P. L.). 

(782) KiEHL XIX, 346. XX, 112. 

4. Gegeben A ABC und ein Punkt in seiner Ebene; AO^ 
BOj treffen die CO Gegenseiten resp. in a, &, c; man konstruiert 
ein zweites Dreieck A' B'C\ dessen Seiten parallel AO^ BO und 
CO sind; durch A\ B\ C zieht man resp. zu JB(7, CA^ AB 
Parallelen, welche die Gegenseiten resp. in a\ h\ o treffen. 

1) A' a\ B^h\ C c schneiden sich in einem Punkte 0\ 

2) FäUt man von 0' auf die Seiten des Dreiecks A'B'C' 
die Senkrechten 0' a\ 0'ß\ 0' y\ so ist 

Beweis: (G.). 

{27i) Mathesis XVI, 506. XVI, 506. 

5, Liegen zwei Punkte schief symmetrisch in Bezug auf eine 
Achse und zieht man durch dieselben je zwei beliebige Strahlen, 
die sich paarweise auf der Achse schneiden, so treffen sich die 
vier Strahlen noch in zwei Punkten, die auch in derselben Weise 
symmetrisch gelegen sind. 

Beweis: (G.); (H. B.). 

(1175) RuLP XXIV, 104. XXIV, 452. 

6* Legt man durch zwei Punkte je drei beliebige Gerade, 
zählt man die durch den einen gebenden als Ite, 3te und 5te, 
die durch den anderen gehenden als 2te, 4te, 6te, bezeichnet 
man femer den Schnittpunkt der Iten und 2ten mit J, den der 

*) Besondere Fälle: 1) Verbindet man den Mittelpunkt des Feuer- 
bach'schen Kreises mit den Ecken und verlängert diese Strecken um 
sich selbst, so liegen die Endpunkte auf den Mittelsenkrechten der 
gegenüberliegenden Seiten. 

2) 6 § 1 Nr. 144. 

3) Verbindet man den Mittelpunkt des Feuerbach'schen Kreises 

mit den Ecken, verlängert diese Strecken um -^ ihrer Länge über den 

Mittelpunkt und verbindet die Endpunkte der Verlängerungen mit den 
Mitten der Seiten, so werden die Verbindungsgeraden durch den Höhen- 
schnittponkt wie 2 : 3 äufserlich geteilt. 

4) Sind A^\ J?,, G^ die zweiten Endpunkte der von ABC aus* 
gehenden Durchmesser des Umkreises, so ist P Höhenschnittpunkt. 

5a) Sind ^,, JB,, C, die Mitten der oberen Abschnitte, so ist P 
der Mittelpunkt einer Ellipse, auf welcher die neun Punkte A\ B\ C\ 

A» J^i, 4» A» -^i» ^2 liegen. 

6b) Sind AA, BB\ CC noch die Höhen von ABC, so wird die 
Ellipse zum Fenerbach'schen Kreise. 

Der Satz gilt auch allgemein für einen Punkt des Baumes. 
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2ten und 3ten mit 11^ . . . den der 6ten und Iten mit F7, so 

gehen die Verbindungslinien I IV ^ II F, III VI^ durcli einen 
Punkt. 

Beweis: Spezialfall des Brianchon'schen Satzes. 

(600) Holzmüller XVII, 288. — 

Die Sätze von Menelaus und Ceva sind aufserdem bei ein- 
zelnen Beweisen des Abschnitts B benutzt; besonders bei B § 1 
Nr. 109—122, 164—166; 169; § 2 Nr. 8 u. a. 



§ 2. Winkelgegentransversalen und Winkelgegenpunkte/) 

1. Durch die Ecke C eines Dreiecks ABG zieht man eine 
Parallele CD zm AB und konstruiert zu CD die Gegentransver- 
sale, welche AB in E trifft, so dafs also -^ACD ^BCE ist; 
zieht man ferner die Gegenmittellinie CF^ so ist 

AE\BE = AF\BF. 
Beweis: (G.). 
{379) Journ. 6l6m. XX, 34. 

3. Verbindet man den Höhenschnittpunkt H eines Dreiecks 
ABC mit dem Mittelpunkt F der Strecke EG, welche von dem 
Badius CO des Umkreises durch die von A und B gefüllten Höhen 
abgeschnitten wird, so steht HF senkrecht auf der Gegenmittel« 
linie CKe. 

Beweis: (H. B.). 

{381) Educ. Times. XX, 35. 

3. Zieht man im Dreieck ABC die Mittellinie CM\ wird 
•^ ACM 2J1 AC in A nach innen zu, ebenso -^BCM an BG 
in B angetragen, schneiden sich ihre Schenkel in F und föUt 
man FD und FE senkrecht auf bzw. AC und BO^ so ist 
DE±CM**) 

Beweis: (g. T. 3); (P. G.). 

(1001) EuLP XXI, 592. XXIT, 426. 



*) Vergl. auch B § 1 Nr. 67, § 5 Nr. 21, 22, 138; C § 5 Nr. 38; 
G § 2 Nr. 29 sowie die Aufgaben B § 9 Nr. 67, 68, 103. F § 1 Nr. 11; 
33; 34; 50; 57. Die Definition ist XIV, 94 gegeben. 

**) Zusätze: 1) CF ist Gegenmittellinie von CM und F der Punkt, 
in dem die Gegenmittellinie den Brocard^schen Kreis zum zweitenmal 
schneidet. 

2) A AFCr^ CFB, 

3) Die Verlängerung von CF halbiert < AFB, 

4) Zieht man FG±AB, so ist GF Mittellinie des Dreiecks DFG. 

5) Trägt man < DGF an DE in D und ^ EGF an ED in E 
an, so schneiden sich die beiden anderen Schenkel auf der Mittellinie 
in F. 

Qy.AFi BF = 6« : a\ Tapklmaoher. 
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4, Eine von der Spitze eines Dreiecks ABC zur Grundlinie 
gezogene Gerade AX werde von den Mittelloten auf AC und AB 
in Y und Z geschnitten; ferner sei X' der Schnittpunkt von CT 
und BZ. AX und AX' sind Gegentransversalen, wenn AX 
Mittellinie ist. 

Beweis: (P. G.); (G.); (K. M.). 

(1177) Emmerich XXIV, 104. XXIV, 453. 

5, Durch den Pufspunkt Ka der Gegenmittellinie AKa des 
Dreiecks ABC sei im Winkel BAC die zm BC Antiparallele 
B'C' gezogen. 

a) Die gemeinschaftliche Sehne NN' der über BC und B'C' 
als Durchmessern gezeichneten Kreise geht durch Ka, 

b) Die Geraden AN und AN' liegen symmetrisch zur Hal- 
bierungslinie des Winkels BAC\ 

Beweis: a) (G.); (G. T.). b) (G.); (H. B.). 

(1248) Mathesis XXV. 49. XXV, 427. 

6, Bestimmt man in einem Dreieck ABC den Punkt so, 
dafs '^AOB = BOC=COA ist und beschreibt man um A, 
B, C Kreise, welche bezüglich ^0 und 00, CO und ^0, AO 
und BO berühren, so sind die letzteren gemeinschaftliche innere 
Tangenten an den betreffenden Kreisen. Die zweiten gemein- 
schaftlichen inneren Tangenten schneiden sich in einem Punkt ff, 
welcher der Winkelgegenpunkt von ist.*) 

Beweis: (G. T.); (P. G.); (G.). Vergl. B § 9 Nr. 116. 
(365) Stoll XV, 125. XV, 434. 

?• In einem Dreieck ABC verlängere man die Höhen, bis 
sie den Umkreis in A^, B^, C^ schneiden; BC^ und CB^ mögen sich 
in May CA^ und AC^ in jfj, und AB^ und BA^ m Mq schneiden. 
Dann schneiden sich AMa^ BM^,, CMc in einem Punkte F\ 
welcher der Winkelgegenpunkt des Mittelpunktes F des Feuer- 
bach'schen Kreises ist. 

Beweis: (G.); (G. T. 2); (K. M.). 

(682) Führmann XVHI, 277. XIX, 25. 

8, Der Winkelgegenpunkt Q von dem Punkte P, der die 
Eigenschaft hat, dafs die Fufspunkte der Lote auf die Seiten ein 
gleichseitiges Dreieck bilden, ist der Schnittpunkt der Transver- 
salen von den Ecken nach den Spitzen der gleichseitigen Dreiecke 
über den Gegenseiten. 

Beweis: (G. 3); (G. T. 2). 

(409) Fuhrmann XV, 359. XVI, 19. 

*) 0' iat der Schnittpunkt der Apolloniflchen Kreise för CB und 
das Teilverhältnis CA : AB u. s. w. Aetzt. 
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9. a) Konstruiert man über den Seiten eines Dreiecks ABC 
nach anfsen gleichseitige Dreiecke, so schneiden sich die bezüg- 
lichen Umkreise in einem Punkte Q. In gleicher Weise ergiebt 
sich ein zweiter Punkt Q' durch die nach innen errichteten 
gleichseitigen Dreiecke. Q und Q' sind die Winkelgegenpnnkte 
von P und P' (§ 8 Nr. l); 

b) QQ' und PP' schneiden sich im Grebe'schen Punkt Z, 
PQ' und P'Q im Schwerpunkt S, PQ und P'Q' sind parallel. 
Beweis: a) Vgl. Nr. 8. b) (K. M.); (G.). 
(918; Glaser XXI, 31. XXI, 421. 

10. a) Ist das Centrum des Inkreises*) von ABC^ so 
sind die Kreise BOC^ COA^ AOB ihre eigenen Winkelgegen- 
punktskurven. 

b) Ist 0' ein beliebiger Punkt und 0" sein Winkelgegen- 
punkt, so ist der Kreis BO'C die Winkelgegenpunktskurve des 
Kreises BO" C und die Winkel, unter denen sich die beiden 
Kreise in C resp. B schneiden, werden halbiert von dem in a) ge- 
nannten Kreise. 

Beweis: a) (G.) b) (G. 2). 

(840) Artzt XX, 115. XX, 504. 

11. a) Bezüglich zweier Winkelgegenpunkte P^ und P,, die 
innerhalb eines Dreiecks liegen, bestehen die Gleichungen 

«^ + «2=180«+«, ft + ft= 180«+ |8; yi + y, = 180« + y, 
wo a^, «2 ^- s. w. die Winkel BP^C^ BP^C u. s. w. bedeuten. 

b) Wie sind die Winkel «^ , ofg u. s. w. aufzufassen, wenn die 
obigen Gleichungen auch für Winkelgegenpunkte, die aufserhalb 
des Dreiecks liegen, gültig bleiben sollen? 

Beweis: a) (G.). b) (G.). 

(907) Glaser XX, 594. XXI, 347. 

12. a) Läfst man von irgend einem Punkte P in der Ebene 
eines Dreiecks nach den Höhenfufspunkten Strahlen gehen, die in 
jenen Punkten von den betreffenden Dreiecksseiten reflektiert 
werden, so schneiden sich die drei reflektierten Strahlen in einem 
Punkte P'. 

b) Ist P unendlich weit entfernt, so liegt P' auf dem Feuer- 
bach'schen Kreise.**) 

Beweis: (G.); (G. T.); (K. M.). 

(1130) Glaser XXII, 352. XXIV, 101. 



*) Der Satz ist auch richtig, wenn das Centrum eines Ankreises ist. 

DuBOIS. 

'''*) Verallgemeinerung: Die Fufspunkte der durch einen beliebigen 
Punkt Q gezogenen Ecktransversalen eines Dreiecks ABG seien A^ , B^ 
Cj ; nach diesen Punkten lasse man von einem beliebigen Punkte P 
Strahlen gehen und konstruiere zu A^Q^ A^G und A^ P, dann zu Bi Q^ 
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13« Es seien x, y^ z die Abstände eines Punktes P von den 
Seiten, und x\ y\ z die des Winkelgegenpunktes, r der Badius 
des Umkreises, e der Abstand des Punktes P vom Mittelpunkt des 

Umkreises, so ist a?'= p^^,, y = -^^i^—^, ^' = r^^l\t Is<^ 

dann noch e der Abstand des Winkelgegenpunktes vom Mittel- 
punkt des Umkreises, so ist 

^yz^' 87^ -^ ^y ^ =' ^75 ; 

aloo XX = '-^^ = ^2/ = ^-8^ . 

Beweis: (G. T.). 

(1019) Fuhrmann XXII, 106. XXII, 508. 

14. Für' welche Art von Vierecken existiert der Winkel- 
gegenpunkt des Diagonalenschnittpunktes J^, d. h. ein Funkt ^', für 
den ^B'AB^B'AB, ^E'JBC^^EBÄ, ^E'CD = ECB, 
^E'I)A = EDC ist, wobei AG und BD die Diagonalen be- 
zeichnen?*) 

Auflösung: (K. M.); (G. 2). 

(1345) Emmerich XXV, 590. XXVI, 427. 



§ 3. Seitengegentransyersalen'''') nnd Seitengegenpunkte. 

1. Legt man durch eine Ecke A des Dreiecks ABC zwei 
Seitengegentransyersalen, welche BC in X und X^ (ist L Mittel- 
punkt von J5C, so ist LX= -^^1) ^^^ ^^^ Umkreis in 91 und 9lj 
schneiden, so geht StSlj durch einen festen Punkt P«, welcher auf 
der Verlängerung von BC liegt und dessen Potenz in Bezug auf 

j TT 1 • 4 r' sin ß" sin y* V . . 

den Umkreis = — . ,0 — r2~ = . .^ rs ist. 

sin (p — yy sin {fi — y)" 

Beweis: (G. T. 3); (P. G.); (K. M.). 

(835) Glaser XX, 33. XX, 431. 

3. Wählt man auf jeder Dreiecksseite zwei zur Seitenmitce 
symmetrisch liegende Punkte P«, Pa\ P*» P*; ^a Pcj zieht nach 
denselben die Ecktransversalen, welche den Umkreis in 91 und %' 
u. 8. w. schneiden; werden femer J5 (7, (7-4, AB von 9191', S3S', 



B^A^B^T und zu C\ ö» ^iB, C^ P je den vierten harmonischen Strahl, 
80 schneiden sich diese Strahlen in einem Punkte P'. Verschiebt sich 
P auf einer Geraden, so beschreibt P' einen Kegelschnitt. Stoll. 
*) Die Diagonalen müssen einander rechtwinklig schneiden. 
♦^ Vergl. die Aufgabe B § 9 Nr. 103. 
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®®' bez. in X, Y^ Z geschnitten, so liegen X, Y, Z in einer 
festen Geraden. 

Beweis: (G.); (G. T.), (H. B.); (K. M.). 

(915) KücKER XXI, 31. XXI, 419. 

3. Wenn in einem Dreieck zwei Seiten u40 = 5, AB ^= c 
und zwei zur dritten Seite gehörende Seitengegentransversalen 
ÄD=p und ÄE => q gegeben sind, so ist 



_ 1/ 2(5« - c«)« (6* + c» - j?« - g^ 
" "" K (6' - c«)» — (p* — g»)« 

Beweis: (R.). 

(963) Emmerich XXT, 354. XXH, 101. 



§ 4. Die Segmentärpnnkte.'') 

1. In jedem Dreieck ABC giebt es zwei Punkte und 0' 
der Art, dafs sowohl <^ OAB = OBC = OCA, als auch 
^0'^C= 0'J5u4= O'CB ist; alle diese Winkel haben den- 
selben Wert 6". Diese Punkte, welche man in Bücksicht auf ihre 
geometrische Konstruktion Segmentärpunkte nennen kann, sind zuerst 
von Clarke 1849 betrachtet worden. Wie derselbe gezeigt hat, wird 9 
durch die Gleich ung sin (a — d) sin (ß — d) sin (y—d)=^ sin "O»' bestimmt, 
durch deren Auflösung sich cot -O* = cot a + co* 1^ 4" cot y **) ergiebi 

Beweis: (G. T. 2). Angabe der Konstruktion des Winkels ^. 

(119) Brocard XI, 274. XÜ, 107 — 108. 432. 

2» Aus der Formel cot d" = cot cc -f- cot ß -f- cot y zu ent- 

. sin a* + sin j3* + sin y* 

wickeln cot 2 -O- = ^r— ■ o ?-• — \ i • J* , — = — 5t • 

2 am a ein p sm y (am a* + sm p* + ^^^ V ) 

Beweis: (T. R.). 

(197) Brocard XIH, 33. XIII, 359. 

3. Aus cot d" = cot a + cot j3 -j- cot y folgt cosec d'^ = cosec a^ 
+ cosec |3^ + cosec y^ 
Beweis: (T. B.). 
(354) Neüeerg XV, 39. XV, 353. 

*) Über die Segmentärpunkte und ««^ -0* vergl. auch B. § 1 Nr. 165, 
167; C. § 6 Nr. 22—24, sowie die Aufgaben B. § 9 Nr. 29, 69—72, 105, 
106^ 108, 118; F. § 1 Nr. 12. Lakqe: Eine Legende vom Brocard'scben 
Winkel. XX, 181—183, 259—260. Lieber: Erläuterungen zu der Piguren- 
tafel des Herrn Brocard XV, 365—366. 

♦*) cot -O" = ' ' , sin -O- = 



Erimmel, üblich und Emmerich haben darauf hingewiesen, dass 
A. L. Grelle (1816) der Entdecker der Punkte und 0' und des ^ d 
ist. Vergl. die Frogrammabh. 1889 des Realgymnasiums z. Mülheim 
a. d. Ruhr. 
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I sin a^ sin ß^ sin y 



3 



4. cot d' = 



cos a cos ß cos y 

111 

Beweis: (R. 3). 

(647) Führmann XVII, 598. 



sina' sinj3^ siny* 

sina sin|3 siny 

111 



XVni, 355. 



5. Im gleichseitigen Dreieck ABC ist stets 

cot Ä = cot B = cot C == Y cot'O'. 

Aufserdem ist in jedem Dreieck, welches seinem Mittelliniendreieck 

ähnlich ist, die Cotangente des einen Winkels gleich y cot -ö-. 

Beweis: (T. R. 3). Vergl. B. § 1 Nr. 99. 

(830b) Artzt XX, 32. XX, 426. 

6. Sind die Winkel a, /3, y eines Dreiecks nicht alle ein- 
ander gleich, so ist die Cotangente des Brocard'schen Winkels 

gröfser als tg y a + tg y j3 + tg -|- y. 

Beweis: (T. R. 2). 

(977) Emmerich XXI, 429. XXII, 193. 

7. Im spitzwinkligen Dreieck ist die Cotangente des Brocard- 
schen Winkels kleiner, im stumpfwinkligen gröfser als die doppelte 
Cosekante des doppelten irgend eines der Dreieckswinkel. 

Beweis: (T. R.). 

(951) Emmerich XXI, 280. XXII, 22. 

8. In einem Dreieck, welches seinem Schwerliniendreieck 

ähnlich ist, ist cot -Ö* = 4* c* • ^ = 4 • — ^ ' 

^ ^ 8 sin a sm p 

Beweis: (T. R.). Vergl. B § 1 Nr. 99. 

(677b) Abtzt XVIII, 198. XVm, 598. 

9. a) Ist -4'-B'C das aus den Mittellinien von ABC ge- 
bildete Dreieck, so ist 

1 f ft ^ ^^^^ + cot-^' _ cotB + cotJB' ^ cotC + cotO' ^ 

b) Ist ^2-^8^2 ®^^ Dreieck, dessen Winkel den Winkeln 
BKCy CKA, AKB {K Grebe'scher Punkt des Dreiecks ABC) 
supplementär sind, so ist 

cot ^ + cot -O*. 1 , . ^ 

' = -: — r-s oder cot -ö-o « 

Bin 2 -O" * 



8 



Bin 



Beweis: a) (T. R. 2); b) (T. R. 2). 
(781) Artzt XIX, 346. 



2^ + tg^. 



XX, 111. 
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10« Die Linien, welche von den Ecken eines Dreiecks aus- 
gehen und sich in den Segmentärpunkten und 0'*) schneiden, 
treffen sich noch in drei andern Funkten {BO und CO' in A^^ 
CO und AO' in J?^, AO und BO' in C|), welche auf einem 
Kreise liegen, der durch die Segmentärpunkte geht. Auch ist 
/\A^B^C^^ABG^*) 

Beweis: (G. 2). 

(120) Brocard XI, 274. Xu, 108. 

11« Die Brocard'schen Punkte eines gleichschenkligen Drei- 
ecks sind die Schnittpunkte der Mittellinie je eines Schenkels und 
der Gegenmittellinie des anderen. 

Beweis: (T. ß. 4); (G. 2). 

(1000) Emmerich XXI, 592. XXII. 349. 

13. Ist d der. Durchmesser des um ABC beschriebenen 
Kreises und e die Entfernung 00' der beiden Segmentärpunkte, 

so ist d = 



Bina-j/l — 4 ein«'» sin 2-0- >/! — ^tg&^ 
Beweis: (T. R.). 

(198) Brocard XIIT, 33. XIII, 359. 

13. cot •8' ist das Ähnlichkeit sverhältnis des gegebenen Drei- 
ecks und der unter einander kongruenten Dreiecke, welche man 
erhält, wenn man auf den Seiten in ihren Endpunkten in gleicher 
Weise Senkrechte errichtet. 

Beweis: (T. R.); (G.). 

(199) Brocard XIH, 133. XIII, 359. 

14. Im Dreieck ABC werden auf der Seite a in (7, auf h 
in A und auf c in B Senkrechte errichtet, wodurch ein dem ge- 
gebenen ähnliches Dreieck A'B'C' mit den Seiten a', 6', c ent- 
steht; dann ist 

a' =^ a cot -ö-; 6' = & cot -ö-; c' = c cot -Ö*. 

Beweis: Vergl. vorigen Satz. 

(1092) RuLF XXm, 49. XXHI, 425. 



*) Entsprechend der Figur in XV. von H. Bbocard : Notttdles prth 
priäes du triangle sind die in den Aufgaben mit A\ B\ C bezeichneten 
Punkte durch Ai,.B^ und C^ ersetzt. 

**) Die Segmentärpunkte haben vom Mittelpunkt des. umgeschrie- 
benen Kreises gleichen Abstand und ihre Verbindungslinien mit dem- 
selben bilden den Winkel 2/9*. 
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15. Die Projektionen der Segmentärpunkte und 0' auf 
die Seiten des Dreiecks geben 6 Punkte, welche auf einem Kreise 
liegen.*) 

Beweis: (G. 2). 

(232) Neüberq Xni, 206. XIV, 96. 

16. Die Segmentärpunkte und 0' sind Brennpunkte einer 
in das Dreieck ABC beschriebenen Ellipse, deren Berührungs- 
punkte die Schnittpunkte der Seiten mit den Linien sind, welche 
die Ecken mit dem Punkt K verbinden. 

Beweis: (G.). 

(230) Neuberg Xm, 206. XIV, 95. 

17. Bezeichnet man mit r den Badius des um ABC be- 
schriebenen Kreises, so erhält man für die Halbachsen der Ellipse 
Ol == r sin -^j ft^ = 2 r sin Q'^. 

Beweis: (R.). 

(233) Brocard und Neuberg XIII, 206. XIV, 97. 

18« Es soll untersucht werden, ob aus den Abständen des 
Grelle -Brocard'schen Punktes von den Dreiecksseiten ein neues 
Dreieck konstruierbar ist. — Dieselbe Untersuchung soll für den 
Crelle-Brocard'schen Gegenpunkt angestellt werden. 

Lösung: (K). 

(1205) ScHLÖMELCH XXTV, 343. XXV, 110. 

19, Der durch den Grebe'schen Punkt K gelegte ümkreis- 
durchmesser wird von den Brocard'schen Punkten und 0' aus 

unter dem Winkel 180^ — y (^a — ^i) gesehen, wo dg j &^ {ß^ ^ ^i) 
die beiden hohlen Winkel sind, welche der Gleichung 

sin (d + '^) = 2 sin a- 
genügen. 

Beweis: (ß.). 

(1027) Emmerich XXII, 197. XXII, 590. 



§ 5. Über die Dreiecke, welche durch die Geraden gebildet 
werden, durch deren Durchschnitt die Segmentärpunkte 

entstehen. 

1. A A^B^C^ ~ A ABC. (Vergl. § 4 Nr. 10.) 

Beweis: (G. 2). 

(120) Brocard XI, 274. XII, 108. 



*) Der Satz gilt allgemein für Funkte, welche die Eigenschaft 
haben, dafs die durch dieselben gehenden Eoktransversalen symmetrisch 
lu den Dreiecksseiten liegen. Spesielle Fälle sind der Satz vom Fener- 
bach^Bchen Kreise und der von den BerCIhriingskreisen. 
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2. (Yerallgemeinerung des yorigen Satzes.) In der Ebene 
eines Dreiecks ABC seien zwei beliebige Punkte O und O' ge> 
geben; wenn sich dann BO und CO' in JL|, CO nnd AO' in B^, 
AO nnd BO' in Cj, femer J50' und CO in -4,, CO' und AO 
in J^s, ^0' nnd BO in C2 schneiden, so sind die Ihreiecke A^B^C^ 
nnd A^B^C^ unter sich und mit ABC projektivisch, ihre KoUi- 
neationscentra liegen in gerader Linie und ihre EoUineationsaehsen 
fallen zusammen. 

Beweis: (P. G.); (G.); (K. M.). 

(843) Stoll XX, 115. XX, 506. 

3« Bezeichnet man (siehe den vorigen Satz) die Schnittpunkte 
der entsprechenden Seiten der Dreiecke ABC^ A^B^Ci, A^B^C^ 
mit A\ B'y C' und die Endpunkte der durch und 0' gehioiiden 
Ecktransversalen mit X, X\ Y, Y\ Z, Z\ so schneiden sich die 
Geraden 00\ AA\ YZ\ Y' Z in einem Punkte. Dasselbe findet 
auch statt bezügüch 00\ BB\ XZ\ X'Z, sowie 00\ CC\ 
XY\ X'Y*) 

Beweis: (P. G.); (K. M.). 

(968) Glasek XXI, 355. XXII, 104. 

4« Beschreibt man über den Seiten eines Dreiecks nach 
innen ähnliche gleichschenklige Dreiecke mit den Ecken A^^ B^^ C^^ 
so ist A A^B^C^ nur in folgenden zwei Fällen ähnlich ABCi 
1) wenn der Basisvnnkel q> = 0®, 2) wenn 9 =» O ist. — Im 
ersten Fall ist der um A^B^C^ beschriebene Kreis der Feuer- 
bach'sche Kreis des Dreiecks ABC^ im letzteren Fall der Kreis 
der 7 Punkte. 

Beweis: (T. R.). 

(195) Brocard Xm, 33. XIH, 357. 

5. Die drei Seiten des Dreiecks A^B^Gj^ fallen in eine Gre- 
rade, wenn sin (2 g) + "O») = 2 sin -O* ist. 

Beweis: (B. K,); (T. R.). 

(196) Brocard XIII, 33. XIH, 357. 

6. Der Winkel 9, welcher durch die Gleichung sin (2 9 + ^) 
= 2 sin -Ö" definiert wird (vergL die beiden vorigen Sätze), tritt 
bei der Untersuchung der Gleichgewichtslage eines vertikal Hegen- 
den Kreises, dessen Schwerpunkt in der Mitte eines Badius liegt, 
auf einer unter dem Winkel «d* geneigten Ebene auf. 

Beweis: (G. T.). 

(521) Brocard XVI, 357. XVII, 32. 

*) Dieser Satz liefert eine einfache Lösung der Aufgabe XIV, 863: 
Auf einer Geraden, 17 on der zwei Ponkte und 0' gegeben sind, ohne 
Benutzung des Zirkels weitere Punkte zu finden. Das Lineal darf jedoch 
nicht an die beiden Punkte gelegt werden. 
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7. Die Dreiecke ABC und A^B^G^ (vergl. § 5 Nr. 1) sind 
perspektivisch. Ihr Situationspunkt sei D und ihre Situationsachse 
Ö; dann ist HD JL 6r. {R Mittelpunkt des Umkreises von ABC.) 

Beweis: (K. M.); (P. G.). 

(200) Brocard XIII, 33. XIV 26 und 265. 

8. Es ist DH = L^^^ = r (1 - 4 sin d«). 

cos &• ^ J 

Beweis: (G. T.). 

(328) Fuhrmann XIV, 526. XV, 192. 

9. Der Sinus des Winkels DHK ist gleich 
sin (P — y) sin (y — a) sin (a — §) sin -O* 



sin a sin j3 sm y (i — 4 sin «•«)§ 

Beweis: (R. K.); (K. M.). 
(607) Stoll XVn. 365. XVHI, 125. 

10. Die Dreiecke ABC und A^B^C^ haben denselben 
Schwerpunkt E*) 

Beweis: (T. R.); (K. M.). 

(201) Brocard XHI, 33. XHI, 360 und XIV. 27. 

11. Die Punkte 2), E und 8 (Mittelpunkt von 00') liegen 
auf einer Geraden und es ist DE = 2ES^ also ist E Schwer- 
punkt des Dreiecks D00\ 

Beweis: (K M.). 

(202) Brocard XIH, 33. XIV, 27. 

13« Die Senkrechten, welche man durch die Halbierungs- 
pnnkte der Seiten des Dreiecks A^BiC^ auf die Seiten von ABC 
fällt, schneiden einander im Mittelpunkte des Fenerbach'schen Kreises. 

Beweis: (G. 2); (P. G.); (G. T.), 

(271) KnjHL XIV, 33. XIV, 353. 

13. Die Verbindungslinien der Mittelpunkte der Seiten BC 
und B^Ci^ CA und C^A^^ AB und A^B^ schneiden sich im 
Punkte 8 (dem Mittelpunkte von 00'), 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(227) Stoll Xni, 206. XTV, 94. 

14. Die Verbindungslinien der Mittelpunkte von JBC, CA^ 
AB mit den Eckpunkten A^, JB^, C^ schneiden sich im Punkte 
H (dem Mittelpunkte des um das Dreieck ABC beschriebenen 
Kreises). 

Beweis: (G.). 

(228) Stoll XHI, 206. XIV, 95. 



*) Der Satz gilt für sämtliche Dreiecke der Schar in § 5 Nr. 4. 

Anfgabensammlong a. Zeitschr. f. math. n. nat. Unterr. 17 
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15. Die Verbindungslimen der Mittelpunkte von B^Ci^ ^i-^ti 
A^B^ mit den Eckpunkten A^ B^ C schneiden sich in einem 
Punkte S\ dessen trimetrische Koordinaten die reciproken Werte 
der Koordinaten von 8 sind. 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(229) Stoll Xm, 206. XIV, 95. 

16. Fällt man von den Ecken des Dreiecks ABC bezüglich 
Lote anf die Seiten B^C^^ ^i-^u ^i-^d ^^ schneiden sich die- 
selben in einem Punkt N^ der auf der Peripherie des um ABC be- 
schriebenen Kreises liegt, und zwar zu ABC so, wie der Mittel- 
punkt H des um ABC beschriebenen Kreises za A^B^Cj^, 

Beweis: (G. 2). 

(247) Fuhrmann XUI, 364. XIV, 262. 

17. FftUt man von K (d. h. vom Schnittpunkt der durch A^^ 
-^1) ^1) ^^^P- 2^ ^^^ Seiten von ABC gezogenen Parallelen) Lote 
anf die Seiten des Dreiecks ABC^ so erhält man durch die FuHs- 

punkte ein Dreieck A-j = -^ A tg^. Da noch Aj = A^B^C^ = 

4- A (1 — 3 tg-Ö-^, so ist Aa + Ai = Y A. 
Beweis: (T. R.). 

(248) Fuhrmann XTü, 364. XIV, 262. 

18. Fällt man vom Schwerpunkt Lote auf die Seiten des 
Dreiecks, so erhält man ein Dreieck Aj» y A sin a sin/? sin/ cot 6" 

«=a r— 5 cot O. 

Beweis: (T. R.). 

(249) Fuhrmann Xm, 364. XIV, 263. 

19. Die Parallelen, welche durch A^ B, C zu den Seiten 
des Dreiecks A^B^C^ gezogen sind, schneiden sich in einem Punkte 
R des um ^ ABC beschriebenen Kreises.*) 

Beweis: (G. 2). 

(266) Tarry XIV, 33. XIV, 348(. 

30« B liegt auf der Linie JUD, welche senkrecht zu der 
Kollineationsachse G der Dreiecke ABC und A^B^C^ ist. 
Beweis: (P. L.); auch durch (K M.) ausführbar. 

(267) Tarry XIV, 33. XIV, 360. 

21. Dreht man /S^A^B^C^ um die Kollineationsachse mit 
ABCy bis es in dieselbe Ebene fällt, etwa in die Lage A^B^C^^ 
so ist das KoUineationscentrum von ABC und diesem Dreieck der 



*) jB hat zu A ABC dieselbe Lage wj^JT zu A AiB^Ci. 

^ Stegfmanh. 
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Gegenpunkt B von Nj d. h. der Punkt, in dem sich die Parallelen 
durch die Ecken A^B^C zu den resp. Seiten des Dreiecks Ay^B^C^ 
schneiden. 

Beweis: (G.). 

(464) Fuhrmann XV, 614. XVI, 272. 

22. Die Winkel, welche die Seiten des Dreiecks A^B^C^ mit 
der Eollineationsachse bilden, sind den resp. Winkeln gleich, welche 
HK mit den Verbindungslinien von H nach den betreffenden 
Gegenecken bildet. 

Beweis: (G.). 

(455) Fuhrmann XV, 614. XVI, 273. 

23. Für den Winkel, d^n die Seite B<^^Cy^ des Brocard'schen 
Dreiecks mit der Seite BC bildet, ergiebt sich 



o;«^ _ Bin '^ 1 /ain is^ + ^)' - 



— 4 sin -9^' 



Beweis: (R. 4). 

(467) Fuhrmann XVI, 26. XVI, 351. 

24. Sind Ai^ J?i, C't die Winkelgegenpunkte von A^^ B^^ Ci, 
feo sind die Dreiecke ABC und AiBiCi perspektivisch; ihr Pro- 
jektionscentrum D' ist Winkelgegenpunkt zu JD; und ihre Eollinea- 
tionsachse Cr ist identisch mit der von ABO und A^B^Ci,*) 

Beweis: (P. G.); (K. M.). 

(356) Brocabd XV, 39. XV, 354. 

25. (Erweiterung des vorigen Satzes.) Je zwei der Dreiecke 
-4J?C, AiBiCi und AiBiCt sind perspektivisch; ihi*e drei Pro- 
jektionscentra liegen in einer Geraden, und ihre drei Eollineations- 
&cbsen fallen in eine Gerade zusammen; das Projektionscentrum von 
^BO und A^B^Cj^ ist JD; das von ABC und A^Bid ist D\ der 
Winkelgegenpunkt von JD; und das Projektionscentrum D" von 
AiBiCi und AiBiCi teilt DD' so, dafs DD" = 22)'2)" cos 26- ist. 

Beweis: (K. M.); (G. T.). 

(435) Stoll XV, 524. XVI, 201. 

26. a) Wenn Ai, Bi, Ci die Winkelgegenpunkte der auf 
dem Brocard'schen Kreise liegenden Punkte A^^ B^^ C^ bezeichnen, 
80 sind die Dreiecke AiBiCt und AiBid projektivisch; ihr Pro- 
jektionscentrum ist der Schnittpunkt von 88^ nnd HH', 

b) Der Schnittpunkt von BC^ imd B^C ist der Winkelgegen- 
punkt Ai von -4i. 

Beweis: (P. G.); (K. M.). Vergl. Nr. 24. 

(606 ab) Stoll XVH, 365. XVm, 125. 

•) Auch die Dreiecke A^B^C^ und AiBiCi sind perspektivisch; 
ihr Projektionscentrum liegt auf BD\ 

17* 
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27« Die Verbindungslinie der Brocard*sclien Punkte des 
Dreiecks Äj^B^Ci ist senkrecht zu iJJBT, also K^Z l BH^ wenn 
Kl der Grebe'sche Punkt des Dreiecks Ä^B^Ci und Z der Mittel- 
punkt des Brocard'schen Kreises des Dreiecks ABC ist. 

Beweis* (G ) 

(1021) BüCKiNG XXn, 197. XXn, 510. 

28. Die Winkel, unter welchen 00' die Seiten des Dreiecks 
Ä^B^Ci schneidet, sind a + j3', ß' + y\ y -|- a oder deren 
Supplemente, wenn a\ ß', y die Peripheriewinkel über JR-ä., BB^ 
BO im Kreise ABC^ alle in derselben Bichtung gemessen , be- 
deuten. {B ist der Steiner'sche Punkt.) 

Beweis: (G.). 

(1022) BüCKiNa XXn, 197. XXH, 510. 

29. Die Geraden y durch deren Durchschnitt die Segmentär- 
punkte entstehen, bilden nach auTsen umgelegt zwei Dreiecke 
T's und Te, welche unter einander kongruent und dem gegebenen 
Dreieck ähnlich sind. Die Mittelpunkte der diesen neuen Drei- 
ecken umgeschriebenen Kreise liegen in bezug auf H symmetrisch 
zu den Segmentärpunkten und 0'. 

Beweis: (G. T. 3). 

(316) Brooard XrV, 357. XV, 122. 

30« Die Segmentärpunkte imd 0' sind die Grebe'schen 
Punkte der Dreiecke Tß und Tß- 
Beweis: (G.). 

(317) Brocard XIV, 358. XV, 123. 

31. Die Dreiecke Te und T'e (vergl. § 5 Nr. 29) haben als 
zweite Segmentärpunkte die Punkte 0\ und Oi, welche zu O und 
0' in bezug auf HO' und HO sjnmietrisch sind. 

Beweis: (G. T.). 

(383) Brocard XV, 195. XV, 522. 

32. Die Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks ABC mit 
den Segmentärpunkten und 0' bestimmen auf den gegenüber« 
liegenden Seiten zwei Systeme von je drei Punkten X, F, Z resp. 
X', Y' Z\ welche die Ecken von zwei flächengleichen Dreiecken 
sind. Das Verhältnis ihrer Fläche zu der des gegebenen Dreieck^ 
ist zu berechnen. 

Res.: XYZ=X'rz'= ^^ T^^Z^'^Z^-V ^r^ZT ^' 

sm (a + «•) sm (ß + &) am (y + 4t) 
(T. R. 2). \ T j \f-r j \7T j 

(318) Brocard XiV, 358. XV, 124. 

*) Derselbe Wert ergiebt sich für den Inhalt des Dreiecks, dessen 
Ecken die Durchschnittspunkte der Seiten mit den TransYersalen 1) AJS^^ 
BK, CK, und 2) AV, BD, CD sind, wo D das Kollineationscentrum 
der Dreiecke ABC und A^B^C^^ ist. 
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§ 6. Besondere Punkte des Dreiecks. 

1. Im Dreieck ABC sind die Segmentärpunkte und 0' so 
bestimmt, dafs <^ COA = 2 B — a u. s. w., AO'B = 2 B — a 
"Q. s. w. ist. Durch A^^ jBj, C^, in welchen sich resp. BO und 
CO' u. s. w. schneiden, sind resp. mit J5C, AC^ AB Parallele ge- 
zogen, welche sich in K schneiden. Zu beweisen: 

1) Die Entfernungen des Punktes K von den Seiten des 
Dreiecks ABC verhalten sich wie die letzteren. 

2) Die Verbindungslinien von K mit den Halbierungspunkten 
der Seiten gehen durch die Halbierungspunkte der zugehörigen Höhen. 

3) Je eine der Geraden KA^^ B!B^, KC^ wird durch je eine 
der Mittellinien von ABC halbiert. 

4) Die drei Geraden AA^^ -^-^u ^^i schneiden sich in 
einem Punkte.*) 

Beweis: 1) (G. T.). 2) (H. B.) und (K. M.). 3) (H, B.); (K. M.) 
und (G. T.). 4) (G.) und (K. M.). 

(183) Keehl Xn, 363. Xm, 203. 

2. (Vergl. Zus. d. vorg. Satzes.) Ein Punkt P in der Ebene 
eines Dreiecks ABC teilt dieses in demselben Verhältnis wie der 
Winkelgegenpunkt P' sein eigenes durch die Senkrechten P' A\ 
P'J5', P'C' auf die Seiten gebildetes Fufspunktendreieck A' B' C\ 

Beweis: (G. T.) und mit Bülfe von Äquipollenzen. 
(763) KiEHL XIX, 188. XIX, 585. 

3« -^ KAB = JEAC u. s. w., wo E der Schwerpunkt der 
Dreiecke ABC xm^ ^i-^i^i ist- (Vergl. § 5 Nr. 10.) 
Beweis: (K. M.). 
(231) Brocard XIII, 206. XIV, 96. 

4. Durch K gehen die drei Transversalen, welche die Ecken 
des Dreiecks ABC mit den Ecken desjenigen Dreiecks verbinden, 
dessen Seiten die durch Ay B^ C gelegten Tangenten des um- 
geschriebenen Kreises sind. 

Beweis. (G. T.); (H. B. 4); (K M.). 

(268) KiEHL XIV, 33. XIV, 350. 

*) Zusätze: 1) Fällt man von K die Lote KP, KQ, KB auf die 
Seiten des Dreiecks, so ist K Schwerpunkt des Dreiecks PQB, — 

2) Die durch K gezogenen Ecktransversalen teilen die Gegenseiten 
nach dem Verhältnis der Quadrate der anliegenden Seiten. 

3) K ist der Punkt, für welchen die Summe der Quadrate der auf 
die Seiten gefällten Lote ein Minimum ist. 

4) Legt man durch K irgend eine Transversale, welche die Seiten 
des Dreiecks resp. in P, Q, B schneiden möge, bestimmt die harmo- 
nisch konjugierten P', Q\ B' in bezug auf die Ecken des Dreiecks und 
verbindet dann die resp. Ecken des Dreiecks ABC mit diesen Punkten, 
so schneiden sich diese Linien in einem Punkte, der auf der Peripherie 
des amgeschriebenen Kreises liegt. Fuhrmann. 
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5. K ist der Mittelpunkt eines Ereisee*^), der je zwei der 
Seiten von ABC unter einem Durchmesser schneidet (d. h. durch 
Punkt K gehen drei Gerade gleicher LSnge, die in ihm halbiert 
werden). 

Beweis: (G.); (G. T. 2). 

(269) KiBHL XIV, 33. XIV, 351. 

6. Die Cotangenten der in demselben Drehungssinne als 
positiv gerechneten Winkel, welche die Dreiecksseiten mit den 
durch ihre Halbierungspnnkte und durch K bestimmten Transver- 
salen bilden, haben zur Summe 0. (Vergl. den Fasbender'ächen 
Satz tlber die Schwerlinien.) 

Beweis: (G. T. 4). 

(270) Kteht. XIV, 33. XIV, 352. 

7. Bezeichnet u den Umfang eines Dreiecks, so ist 

a) die Summe der Entfernungen des Grebe^schen Punktes 

von den Ecken ^ytil/S; 

b) die Summe der Gegenmittellinien < u ()/2 — yj • 

Beweis: a) und b) (B.). 

(876) Emmerich XX, 350. XXI, 111. 

8. Welches Terrain steht für die Ecken B und C eines 
Dreiecks zur Verfügung, wenn die Ecke A und der Grebe*sche 
Punkt K gegeben sind? 

Auflösung: (R. K.). 

(884) Emmerich XX, 434. XXI, 188. 

9.**) A sei die Spitze, K der Grebe*sche Punkt, H' der 
Höhenschnittpunkt eines gleichschenkligen Dreiecks. In welche 
Grenzen bannen je zwei dieser Punkte den dritten? 

Auflösung: (R.). 

(863) Emmerich XX, 274. XXI, 25. 

10. Es sei ABC ein beliebiges (spitzw.) Dreieck; A\ B\ C' 
seien die Höhenfufspunkte; D^ E^ F resp. die Mittelpunkte von 
B'C\ C'A\ A'B'. Es schneide femer EF die Seite BC in 
^0, FD die Seite CA in B^,, DE die Seite AB in C^ Dann 
ergiebt sich: 

a) Aq, Bq^ Cq liegen in einer Geraden und zwar in der 
Chordale, die bestimmt ist durch den umgeschriebenen Kreis und 
durch Kreis Jf, welcher durch die Punkte GHIKLN geht. (EF 

*) Zweiter Lemoine'scher Kreis; Lemoine 1873. 
**) Konstroktionsaüfgaben über den Ghrebe'schen Punkt siehe in B 
§ 9 Nr. 104—106; femer siehe E § 9 Nr. 87a. F § 1 Nr. Sl. 88. 61. 65. 
§ 4 Nr. 3. 6 § 6 Nr. 12. 
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ßclmeidet AB in K, ÄC in I', FD schneidet BC in H^ AB in 
G, JOE schneidet AC in L, BG in N). 
Beweis: (G.). 

b) Die Verbindungslinien AB^ BE^ CF schneiden sich in 
dem Punkte Ä", von dem einige Eigenschaften in (§ 6 Nr. 1 und 
d. Anmerkung) angegeben sind. 

Beweis: (G. T. 2); (P. L.). 

c) Bezeichnet man die Schnittpunkte einer Seite mit der Ver- 
bindungslinie der Höhenfufspunkte auf den anderen Seiten resp. 
mit A''B''C'\ so sind A' und A'\ B' und B'\ C und C" die 
Doppelpunkte der Involutionen, die auf den Seiten des Dreiecks 
durch den umgeschriebenen Kreis und den Kreis M bestimmt werden. 

Beweis: (H. B.); (P. G.). 

(279—281) Führmann XIV, 99—100. XIV, 521—622. 

11. Ist /\ahcf^ABG und ihm so eingeschrieben, dafs 
seine Seiten auf den homologen Seiten von ABC senkrecht stehen, 
so sind die halben Seiten von ahc gleich den Abständen des 
Grebe'schen Punktes K für ABC von dessen homologen Seiten. 
K ist dann der Mittelpunkt des Kreises um abCf und <^ KaA=c= (7, 
KhB = A^ KcC = jB; oder für das zweite Dreieck aV c\ 
•«^ KdA = &' = J? u. s. w.; aKd liegen in einer Geraden u. s. w.; 
abc = ABC ig ^. 

Beweis: (G. T. 2); (G.). 

(422) Artzt XV, 441. XVI, 121. 

12. Verlängert man im t:\ABC Seite & tlber C hinaus um 
c und Seite c über B hinaus um &, verbindet die Endpunkte 
resp. mit B und (7, und zieht durch C und B Parallelen zu den 
Verbindungslinien, welche einander in A^ schneiden, so liegt A^ mit 
A und dem Grebe'schen Punkte des Dreiecks in einer Geraden.*) 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(678) Emmerich XVIE, 111. XVII, 620. 

13. In einem Dreieck, welches seinem Schwerliniendreieck 
ähnlich ist, berührt CK den Kreis mit dem Durchmesser MK^ 
CS den mit dem Durchmesser 8H («9 Schwerpunkt, H Höhen- 
schnittpunkt, K Grebe'scher Punkt, M Mittelpunkt des Umkreises). 

Beweis: (G. T.); (G. R.); (G.). Vergl. B § 1 Nr. 99; § 9 
Nr. 16 und E § 4 Nr. 5 u. 8. 

(677 c) Artzt XVIH, 198. XVIII, 598. 



*) Trägt man c auf CA von C aus bis D' und b auf BA von B 
aus bis E' ab und zieht durch C und B Parallelen resp. zu BD' und 
CE\ welche sich in A^' schneiden, so ist AA^OA^ eine Gerade und 
A^ (?, ^xi A^' sind harmonische Punkte. (6r Schnittpunkt von AA^^ 
mid BC.) FuHsicAHH. 
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14. Dreieck ABC sei seinem Schwerliniendreieck ^nlich 

und a^c^h\ CD sei die auf AB geföUte Höhe und die 

Mitte von AB\ femer sei M der Mittelpunkt des Umkreises, 8 
der Schwerpunkt, K der Grebe'sche Punkt, H der Höhenschnitt- 
pankt. Dann ist K der Schwerpunkt des Dreiecks CDO; aufser- 
dem ist CK Gegenmittellinie im Dreieck C8H und CS Qegen- 
mittellinie im Dreieck CKM, 

Beweis: (G. T.). 

(736) Steöemann XIX, 32. XIX, 420. 

15« (Eigenschaft des Grebe'schen Punktes, zugleich Verall- 
gemeinerung eines bekannten Satzes über die gewöhnliche Beweis- 
figur des Pythagoreischen Lehrsatzes.) Errichtet man über zwei 
Seiten eines Dreiecks in den Aufsenwinkelrftumen des eingeschlossenen 
Winkels (oder im Eaume des Innenwinkels) je einen Bhombus, und 
verbindet jeden Endpunkt der dritten Seite mit der freien Ecke des 
gegenüberliegenden Bhombus, so schneiden sich die Verbindungs- 
linien auf der Gegenmittellinie nach der dritten Seite. 

Beweis: (G.); (G. T.); (K. M.) und durch ÄquipoUenzen. 

(778) KiEHL XIX, 273. XX, 110. 

16. a) Der Grebe'sche Punkt K ist der Seitengegenpunkt 
des Punktes 2>. 

b) Die durch -4^, B^^ C^ bezw. zu -4(7, AB^ BC gezogenen- 
Parallelen schneiden sich in einem Punkte Oj , die durch -4^ , B^^ 
Ci bezw. zu -4-B, BC^ CA gezogenen Parallelen in Oi, Die beider» 
Punkte Ol und Oi sind die Seitengegenpunkte der Brocard'schexK 
Punkte und 0\ 

Beweis: a) Vergl. Fuhrmann: Synth. Bew. p. 123 und 
Emmerich: Die Brocard'schen Gebilde des Dreiecks p. 85. b) (G. T.); 
(K. M.). 

(1079) Glaser XXII, 596. XXIÜ, 343. 

17. Der Winkelgegenpunkt 8' zu der Mitte 8 von 00' ist 
der Seitengegenpunkt des Halbierungspunktes der Strecke OxOi 
(vergl. den vorigen Satz) in Beziehung auf das Dreieck ABC. 

Beweis: (K. M. 2). 

(1176) V. Jettmar XXIV, 104. XXIV, 453. 

18. Der Grebe'sche Punkt und der Mittelpunkt des Um- 
kreises des Dreiecks ABC sind bezüglich identisch mit dem 
Steiner'schen Punkt und dem Tarry'schen Punkt des ersten 
Brocard'schen Dreiecks A^B^C^. 

Beweis: Prog. d. Friedr.-Wüh.-Realg. Stettin 1887. § 94, 
Vergl. § 5 Nr. 16 und Nr. 19 Anmerk. 

(1026) Stoll XXII, 197. XXII, '590- 
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19. Durch den Grebe'Bchen Punkt müssen die zu den Seiten 
eines Dreiecks gezogenen Antiparallelen gehen, damit die Summe 
der Quadrate der von den entsprechenden Ecken auf sie geföUten 
Senkrechten ein Minimum sei. 

Beweis: (G.); (T. R.)- 

(1196) Stoll XXIV, 271. XXV, 44. 

20, Von den Ecken B und G eines Dreiecks ABC seien 
auf AH {H Mittelpunkt des Umkreises) die Lote 85 und ® geföUt. 

a) J?i sei der Schnittpunkt von GH und 83, C^ der von BR 
und ®; By^C^ treffe BC in A'-^ AA' und die entsprechend kon- 
struierten BB\ CO' schneiden sich in einem Punkte Pj, der mit 
JEJ (Schwerpunkt) und K (Grebe'scher Punkt) in gerader Linie liegt. 

b) L sei der Endpunkt des von A ausgehenden Durchmessers 
des Umkreises; B^ sei der Schnittpunkt von OL mit 83, C^ der 
von BL mit %\ B^O^ treffe BC va A" \ AA'' und die entsprechend 
konstruierten BB'\ CG" schneiden sich in einem Punkte Pg, der 
ebenfalls mit E und K in gerader Linie liegt. 

c) jEJPj wird durch K und Pj harmonisch geteilt. (Vergl. 
Glaser, Progr. d. Realg. in Homburg v. d. H. 1887, § 10 am 
Schlufs).*) 

Beweis: a) (K. M.); (G. T.). b) und c) (K, M.). 
(783) Emmerich XIX, 346. XX, 113. 

31. Der Seitengegenpunkt K' zum Höhenschnittpunkt H im 
A -4.5C ist Grebe'scher Punkt im A -4'-B'C, welches man er- 
hält, wenn man durch die Ecken des Dreiecks ABC Parallelen 
zu den gegenüberliegenden Seiten zieht. 

Beweis: (G.). 

{382) Journ. 616m. XX, 35. 

32« Verbindet man einen Eckpunkt des Dreiecks ABC 

a) mit den Punkten 0, 8\ 0\ B 

b) mit den Punkten E, Z\ H\ N, 

so erhält man jedesmal vier harmonische Gerade. Bezeichnungen 
wie XV- 365 in der Figurentafel von Brocard.**) 

Beweis: a) und b) (H. B.). 

(1102) Meyer XXDI, 125. XXIH, 508. 



*) Die Seite BC wird durch A" und durch ihren Schnittpunkt A' 
mit der in X an den Umkreis gelegten Tangente harmonisch geteilt. 
Schneidet die Höhe von ul den Umkreis in L\ so sind AL und AV 
Gegentransversalen und' die in L' an den Umkreis gelegte Tangente 
trifft BC in einem Punkt A^v, der symmetrisch zu A'" bezüglich des 
Mittelpunktes von BC liegt. Glaser. 

*♦) 5' Winkelgegenpunkt zu der Mitte 5 von 0'; Ä und JV" 
Schnittpunkte von HD (H Mittelpunkt des Umkreises von ABC, I> 
Projektionscentrum von A ABC und AiB^Ci) mit dem Umkreise von 
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23« Der Steiner'sche Punkt B ist der Winkelgegenpankt des 
unendlich fernen Punktes der Yerbindungslinie der Brocard'sclien 
Punkte und 0'.*) 

Beweis: (H. B.); (G.); (K. M.). 

(1020) BüOKiNa XXn, 106. XXH, 609. 

24. Die Brianchon'schen Punkte zweier perspektivisch liegen- 
den Dreiecke, die denselben Kreis berühren, liegen mit ihrem 
Eollineationscentrum in einer Geraden. 

Beweis: (P. L.). 

(531) Aetzt XVI, 429. XVII, 197. 

25. Der Schnittpunkt P der drei Ecktransversalen, welche 
die Gegenseiten eines Dreiecks im Verhältnis der Kuben der 
Quadratwurzeln aus den anliegenden Seiten teilen, ist der Schwer- 
punkt des Systems der drei Lote x^ y^ jer, welche von ihm auf die 
Seiten geföUt sind. 

Beweis: (G. T.); (T. R.); mit Benutzung phjsikal. Gesetze. 
(831) Emmerich XX, 33. XX, 427. 

26. a) Die Abstände des Punktes F von Gergonne (Durch- 
schnittspunkt der nach den Berührungspunkten 2), JEJ, JP des 
Inkreises gezogenen Ecktransversalen) von den Seiten siad 

fßa = -r j n. 8. W. 

b) Die Abstände des Punktes r\ in welchem sich die nach 
den Berührungspunkten D\ E\ F' des Ankreises von a gezogenen 

Ecktransversalen schneiden, von den Seiten sind ya,a^=^ j 9 

^ 96 + ^0 — 9 

^"'' ^9ö + 9c- 9' ^"'^ ~ 9ö + 9c-q' 

Beweis: a) und b) (G. T. 2); (R. K.). Vergl. B § 1 Nr. 68. 
(929) V. Jettmar XXI, 116. XXI, 513. 

27« Es giebt zwei Punkte P^ und P^ von der Eigenschaft, 
dafs ihre Entfernungen von den Ecken eines Dreiecks ABC sich 



ABC; E Schwerpunkt von ABC; Z' Winkelgegenpnnkt des Mittel- 
punktes Z des Brocard*8cheD Kreises; B.' Darchschnittspunkt der Höhen 
von ABG, 

*) 1) Die Parallelen durch B zu den Seiten des Dreiecks ABC 
mögen den Kreis ABC in A\ B\ C schneiden, dann ist 

AA'^BB'WCC'iOO'- 

2) Die Winkel, unter welchen 00' die Seiten des Dreiecks ABO 
schneidet^ sind gleich den Peripherie winkekt über den Kreisbogen BA^ 
BB^ BC oder deren Supplementen. — Die Winkel^ unter denen HK 
die Seiten des Dreiecks schneidet, sind von jenen um 90^ verschieden. 

BücKiHa. 
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yerhalten wie die diesen Ecken gegenüberliegenden Seiten; dieselben 
liegen beide auf der Euler^schen Geraden. 

Beweis: (K. M. 2); (P. L.). 

(851) Stoll XX, 195. XX, 586. 

38. (Im Anschlufs an den vorigen Satz.) Aufser dem Höhen- 
Schnittpunkt giebt es noch einen Punkt, dessen Entfernungen von 
den Ecken des Dreiecks sich yerhalten wie die Cosinus der ent- 
sprechenden Winkel; dieser Punkt liegt auf der Euler'schen Geraden. 

Beweis: (G. T); (K. M.). 

(983) Hahn XXI, 519. XXII, 265. 

29* (Im Anschlufs an den vorigen Satz.) a) Es giebt in der 
Ebene eines Dreiecks ABC immer zwei Punkte Pj und Pg derart, 
dafs F^A : F^B : P^G = F^Ai P^B : P^C =jp iq:r. 

b) Diese Punkte sind harmonische Pole in Bezug auf den 
Umkreis, d. h. sie liegen auf einem Durchmesser des Umkreises 
und teilen denselben harmonisch. 

Beweis: a) (G.). b) (G.); (H. B.); (G. R.> 

(1059) Stoll XXII, 436. XXIH, 188. 

30. Zeichnet man in ein Dreieck ABC das Mittendreieck 
A^B-^C^^ in dieses den eingeschriebenen Kreis, der die Seiten des- 
selben in ^, ^2) ^8 berührt, dann sind ABC und A^B^C^ 
kollinear, das Eollineationscentrum ist der Schnittpunkt T der 
Ecktransversalen nach den Berührungspunkten der entsprechenden 
angeschriebenen Kreise (von Spieker 5. merkwürdiger Punkt, sonst 
auch NageVscher Pimkt, genannt), die Kollineationsachse ist senk- 
recht ST (8 Schwerpunkt des gegebenen Dreiecks). 

Beweis: (H. B., P. L.); auch durch (R.) zu beweisen. Vergl. 
B § 1 Nr. 140—141. 

(378) Führmahn XV, 194. XV, 519. 

31« Welche Beziehung findet zwischen zwei Punkten statt, 
welche die Eigenschaft haben, dafs die Fufspunkte der von ihnen 
auf die Seiten eines Dreiecks gefällten Senkrechten zwei ähnliche 
Dreiecke bilden? 

Auflösung: (G. T.); (P. G.). 

(278) KiBHL XIV, 99. XIV, 520. 
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!•*) Zieht man durch die Ecken eines Dreiecks ABC 
Parallelen zu den gegenüberliegenden Seiten, welche den Umkreis 
(Mittelpunkt M) bzw. ia A\ B\ C' treffen, so geht die Gerade, 

*) Vergl. B § 13 Nr. 26 und F II Nr. 16. 
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welche den Schwerpunkt S von A ABC mit M verbindet, durch 
den Mittelpunkt des Inkreises von A' B'G'. 

Beweis: (G.) auch durch (K. M.) ausführbar. 

(975) KüCKEB XXI, 428. XXII, 192. 

3. a) In welchem Verhältnis schneidet die durch den 
Schwerpunkt S^ den Mittelpunkt M des Umkreises und den Höhen- 
schnittpunkt H gelegte (Eu 1er 'sehe) Gerade die drei Seiten des 
Dreiecks?*) 

b) Welche Bedingung mufs erfüllt sein, damit die Euler'sche 
Gerade einer Seite des Dreiecks parallel ist?**) 

Beweis: a) (T. R.); (R. K.); (K. M. 2). b) (G. T. 2). 

(101 7 ab) V. Jettmar. XXII, 606. 

3« Sind a, &, c die Seiten eines Dreiecks, so ist die Euler'sche 
Gerade 

Beweis: (T. R.); (G. T.). 

(1197) Weinmeister XXIV, 271. XXV, 45. 

4,***) Im A -4J5(7 sei H der Höhenschnittpunkt und P ein 
beliebiger Punkt der Peripherie des umgeschriebenen Kreises (hier 
auf Bogen BC)\ femer sei PD±BC, PE±AC und PF±AB, 
so dafs also EDF die zum Punkte F gehörende Fnfspunktlinie ist; 
dieselbe schneide PH in Q\ dann ist PQ t= QH. 

Beweis: (G.). 

{^68) Journ. 616m. XVI, 504. 

5. Bewegt sich in Nn 4 P auf der Peripherie des um- 
geschriebenen Kreises, so bewegt sich Q auf der Peripherie des 
Feuerbach' sehen Kreises. 

Beweis: (G.). 

(ß69) Journ. 616m. XVI, 504. 

6. In einem Dreieck ABC schneiden sich die beiden zu zwei 
diametral gegenüberliegenden Punkten P und P' (P auf Bogen 
50, P' auf Bogen AB) gehörenden Fufspunktlinien EDF und 
E'F'D' {PD und P'D' ±BC, PE und P'E' ±AC, PF und 
P'F' A. AB) rechtwinklig in G und zwar liegt G auf dem Feuer- 
bach'schen Kreise. 

Beweis: (G.). 

(^70) Nouv. Ann. XVI, 504. 



*) Wird AB von MSH in Z geschnitten, so ist 

AZ : BZ = cos cc sin (ß — y) : cos ß sin (a — y). 

**) Es mufs tg a igß = 3 sein. 
♦**) Aufgaben über Fufspunktlinien siehe B § 9 Nr. 123, 131—133. 
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7. a) Sind A\ B\ C' die Projektionen der Ecken des Drei- 
ecks ABC auf eine beliebige Gerade L seiner Ebene, so schneiden 
sich die von A\ B\ C bezw. auf J?(7, GA^ AB geföllten Senk- 
rechten in einem Punkte D, 

b) Durch D gehen auch (wenn L den Umkreis schneidet) 
die Fofspunktlinien der Durchschnittspunkte des Umkreises mit L. 
Beweis: a) und b) (G.). 

{551) Joum. 616m. XXIII, 514. 

8. Errichtet man auf den Seiten eines Dreiecks ABC in 
den Punkten, in welchen sie von einer beliebigen Transversale L 
geschnitten werden. Senkrechte, so entsteht ein neues Dreieck 
A'B' C, Zu beweisen ist, dafs sich AA\ BB\ CO' in dem 
einen Durchschnittpunkt M der Umkreise beider Dreiecke schnei- 
den, dafs die Fufspunktlinien in Bezug auf beide Dreiecke parallel 
sind und dafs sich die Umkreise beider Dreiecke in M rechtwinklig 
schneiden. 

Beweis: (P. G.). 

{55JS) Mathesis. XXIII, 515. 

9« Wenn zwei Dreiecke ABC und A^B^C^ in demselben 
Kreise liegen und die Lote von A auf B^ C^ und von A^ auf B C 
sich auf dem Umkreise schneiden, so sind 

a) die Fufspunktlinien (Wallace'sche Geraden) eines beliebigen 
Punktes P des Kreises für beide Dreiecke parallel; 

b) die sechs Fufspunktlinien, welche den Ecken jedes Drei- 
ecks in Bezug auf das andere entsprechen, schneiden sich in dem- 
selben bestimmten Punkte; 

c) Die Umkreise aller Dreiecke, welche von irgend drei der 
Seiten von ABC und J-^jB^O^ gebildet werden können, schneiden 
sich in einem Punkte. 

Beweis: a), b) und c) (G.). 

(1111) KüCKBR XXIII, 194. XXIII, 586. 

10. Wenn zwei Dreiecke ABC und A^B^C^ in demselben 
Kreise liegen und wenn die einem beliebigen Punkte des Kreises 
entsprechenden Fufspunktlinien beider Dreiecke aufeinander senk- 
recht stehen, so liegen die beiden Dreiecke, welche die Fufs- 
punktlinien der Ecken von ABC und A^B^C^ bilden, in dem- 
selben Kreise. 

Beweis: (G.). 

(1112) KüCKER XXIII, 194. XXIII, 586. 

11. Wenn die Dreiecke ABC und A^B^C^ in demselben 
Kreise liegen, wenn femer ABC fest ist und A^B^C^ alle mög- 
lichen Lagen einnimmt, so beschreibt der Mittelpunkt des Um- 
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kreises desjenigen Dreiecks, dessen Seiten die FuTspanktlinien von 
ÄiB^Gi ftlr ABC und umgekehrt sind, einen bestimmten Kreis.*) 

Beweis: (G.). 

(1122) KüOKEB XXIII, 271. XXIV, 20. 

12. (Verallgemeinerung von Nr. 10.) Wenn zwei Dreiecke 
ABC und A^B^Ci in demselben Kreise liegen, dann liegen die 
beiden Dreiecke, welche gebildet werden durch die Fufspunkt- 
linien von ABC in Bezug auf A^B^C^ und umgekehrt in dem- 
selben Kreise. 

Beweis: (G.). 

(1178) KüOKEE XXIV, 104. XXIV, 454. 

13* D und E seien die Endpunkte eines Durchmessers des 
Umkreises von A ABC. Dann schneiden die Fufspnnktlinien von 
2) und E in Bezug auf A ABC jede Seite in zwei Punkten, 
welche symmetrisch gegen die Seitenmitte liegen. Die Fufs- 
punktlinien sind die Asymptoten einer um ABC beschriebenen 
gleichseitigen Hyperbel, deren Gleichung xy ^^Je * k' ist, wenn Ä 
und k' die Abstände der Punkte D und E von den zugehörigen 
Fufspnnktlinien bedeuten. 

Beweis: (G. T,); (R. K). 

(1179) KücKEB XXIV, 104. XXIV, 456. 

14* ABC ist ein Dreieck, H sein Höhenschnittponkt, D ein 
beliebiger Punkt des Umkreises und E der Mittelpunkt von HI>\ 
dann ist E auch der Mittelpunkt jeder Strecke, welche auf der 
zu D gehörenden Fufspunktlinie von einem beliebigen Paare auf- 
einander senkrecht stehender Fufspnnktlinien begrenzt wird. 

Beweis: (G.); (R. K.). 

(1180) KÜOKEB XXIV, 104. XXIV, 456. 

15* Wenn sich zwei Seitengegengeraden eines Dreiecks lot- 
recht schneiden, so sind sie Fufspunktlinien (d. h. die in ihren 
Schnittpunkten mit den Dreiecksseiten zu diesen errichteten Lote 
treffen sich in einem Punkte). 

Beweis: (G. 2); (R. K.): 

(1223) KücKEE XXIV, 459. XXV, 271. 

16« Die Dreiecke ABC und 8TÜ liegen in einem Kreise 
und Ä'i, Ti, U^ sind die zweiten Endpunkte der durch Ä, T, U 
gehenden Durchmesser. Ist nun die zu 8 gehörende Fufspunkt- 
linie für ^ ABC parallel TU, so bilden die den sechs Punkten 



*) Der Satz behält seine Gültigkeit^ auch wenn die verschiedenen 
DreiecKC A^BiCi nicht koDgrueot sind, wenn sie nur die Bedingung 
erfallen, dafs die Summe der Quadrate der Seiten eine feste Grölse ist 
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S, T, ü, Ä^, Tj, Ui entsprechenden Fufspunktlinien die Seiten 
und Höhen eines Dreiecks. 
Beweis: (G.); (R. K.). 

(1224) KücKEB XXIV, 469. XXV, 272. 

17« Oiebt es Punkte auf dem Umkreise eines Dreiecks, dessen 
Fufspunktlinien durch den Mittelpimkt des Feuerbach'schen Kreises 
gehen? und wo liegen sie?*) 

Auflösung: (G.); (R. K.) 

(1225) Stoll XX, 459. XXV, 237. 

18« Die Fufspunktlinien zweier diametral gegenüberliegen- 
der Umkreispunkte P und P' schneiden sich bekanntlich recht- 
winklig in einem Punkte S des Umfanges des Feaerbach 'sehen 
Kreises; wenn sich nun P auf dem Umkreise mit einer gewissen 
Winkelgeschwindigkeit bewegt, so geschieht die Umdrehung von 
8 auf dem Feuerbach'sohen Kreise in entgegengesetzter Richtung 
und mit doppelter Winkelgeschwindigkeit. 

Beweis: (G.), auch durch (K. M.) ausführbar). 

(1300) Stoll XXV, 351. XXVI, 108. 

19. A Ä^SiCi sei das Brocard'sche Dreieck von AäBO 
und AB^ schneide BÄ^ in 0', BCi schneide CB^ in A' und CA^ 
schneide AC^^ in B\ Dann gehen AA^, BB' und CC durch 
einen Punkt 2)', welcher auf der Verbindungslinie des Grebe'schen 
Punktes K und des Mittelpunktes M des Umkreises liegt.**) 

Beweis: (H. B.). 

(1290) BüCKiNG XXV, 279. XXVI, 104. 

30. Man ziehe in einem Dreieck die Verbindungslinie der 
Mittelpunkte M des Inkreises und des Umkreises; durch M 
wird der Durchmesser des Umkreises in zwei Teile geteilt. Trägt 
man den einen Teil auf den Höhen ab und zwar von den Ecken 
gerechnet, so liegen die drei erhaltenen Punkte auf einer Ge- 
raden. Dasselbe gilt, wenn man den zweiten Teil ebenso abträgt. 
Diese beiden Geraden stehen aufeinander senkrecht und gehen 
durch M, 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(821) Fuhrmann XIX, 589. XX, 345. 



*) Es giebt drei Fufspunktlinien im A A^ -ä, -ig , welche den Feuer- 
bach'schen Kreis des Dreiecks berühren. (Vergl. Nr. 17.) 

(1886) BüCKOTö XXV, 514. XXVI, 422. 

**) Der Satz ist eine Umformung des Satzes: Der Winkelgegenpunkt 
J)' des Punktes D liegt auf MK. 
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31. In jedem Dreieck steht die Verbindungslinie des Höhen- 
schnittpunktes mit dem Mittelpunkt des Feuerbach'schen Ejreises 
senkrecht zur Harmonikaien G des Höhenschnittpunktes H.*) 
Beweis: (K. M); (H. B. 2) mit (T. B.)- 
(809) V. MiORiNi XIX, 509. XX, 194 (798 statt 809). 

23. a) Durch ein Dreieck lassen sich sechs Transversalen 
XYZ legen, für welche ÄY=JBZ = CX ist. Die drei Schnitt- 
punkte je zweier entsprechenden Transversalen haben die baiy- 
centrischen Koordinaten 6, c, — a ^ P«; &? — c, a ^ P^; — &, 
c, a^^ Pc. Bezüglich der Bedingung AZ = jBX= CY ergeben 
sich Punkte mit den Koordinaten c, — a, h^Qa] c, a, — ft^^jj 
— c, a, ft^öc 

b) Die Mittelsenkrechten auf PaQat PbQb^ PeQe schneiden sich 
im Höhenschnittpunkt. Durch letzteren Punkt geht auch die 
Mittelsenkrechte auf Pß, wo P und Q Punkte mit den Koordi- 
naten J)^ c^ a und c^ a^ h bedeuten. 

Beweis: (K. M.). 

(1062) Glaseb XXn, 436. XXm, 190. 

33. Zieht man durch die Eckpunkte des Dreiecks ABC die 
Parallelen zu der Brocard'schen Geraden 00' und bestimmt die 
bezüglich der Parallelen zu den entsprechenden Höhen symmetrisch 
gelegenen Geraden, so gehen letztere durch einen Punkt auf dem 
Umkreise. 

Beweis: (H. B.); (G. 2). 

(1113) Meybb XXIII, 195. XXIII, 688. 
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a. Die ApoUonisohen Kreise. 

1. a) Halbiert man in einem Dreieck ABC die inneren und 
äufseren Winkel durch AD und AD\ BE und BE\ CF und 
CF\ und beschreibt die Kreise durch je eine Ecke und die Punkte, 
in welchen die Halbierungslinien der Winkel die Gegenseiten 
treffen, also durch ^, 2), D' u. s. w., so schneiden sich die drei 
Kreise in zwei Punkten P und P\ Fällt man von diesen Punkten 
die Lote P« und P«, Pj und P^, Pc und Pc auf die Seiten, so 
sind die Dreiecke P«, P^, Pc und P«, P^, P« gleichseitig. 

b) Auf PP' liegt der Mittelpunkt H des umgeschriebenen 
Kreises und der Grebe'sche Punkt K, 

Beweis: a) (G. 2). b) (G.). Vergl. § 2 Nr. 9. 

(352—353) Führmann XV, 39. XV, 352—353. 

m ■ ■ ■ I 

*) Ist G die Harmonikale eines Punktes der E[iepert*8chen Hyperbel 
P, 80 ist SR J_ Gf wo S der Schwerpunkt von ABC ist 
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2* (Im Anschlufs an § 8 Nr. 1, a.) Beschreibt man an einem 
Dreieck die Ejreise durch je eine Ecke und die Punkte, in welchen 
die Halbierungslinien der Winkel die Gegenseiten treffen, und 
projiziert die Mittelpunkte der drei Kreise auf die Seiten des 
Dreiecks, so liegen die 6 Projektionen auf zwei Geraden. 

Beweis: (G. T.); (K. M.). 

(446) Wbbbb XV, 613. XVI, 268. 

3. Die drei Kreise, welche durch je eine Ecke des Dreiecks 
ABC und diejenigen Punkte der Gegenseite gehen, welche letztere 
im Verhältnis der anliegenden Seiten teilen, schneiden sich auf 
der Centrale des Umkreises xmd des Brocard'schen Kreises in zwei 
Punkten F und F' (vergl. § 8 Nr. l). Ist nun K der Grebe'sche 
Punkt, einer der beiden Brocard'schen Punkte des Dreiecks 
ABC, so ist ^FOK= F'OK^ 60^ 

Beweis: (H. B. 2) mit (T. E.). 

(833) Emmerich XX, 33. XX, 429. 

4. a) Legt man in den Punkten F und P^, in denen sich 
die drei Apollonischen Kreise (Mittelpunkte Ma^ M^, Me und 
Badien Va^ r», r«), welche die Seiten eines Dreiecks im Verhältnis 
der anliegenden Seiten teilen (yergl. § 8 Nr. 1) Tangenten an 
die Kreise, so schneiden sich je zwei dieser Tangenten unter 
einem Winkel von 60^. 

b) Ist a = 120^, so liegt F auf J?C und P' auf der Ver- 
längerung der Mittellinie zu BC'^ ist ß «» 60^, so liegt Pauf der 
Mittellinie zu ^0 und P' auf der Verlängerung von AC. 

Beweis: a) (G. T); (G. 2). b) (K. M.); (G.). 

(919) Glasee XXI, 31. XXI, 423. 

5. a) Ist P der Punkt im Dreieck ABG^ aus welchem die 
Seiten des Dreiecks unter gleichen Winkeln erscheinen, und sind 
2>, JE und F die Fufspunkte der Lote von P auf die Seiten des 
Dreiecks, so schneiden sich die Apollonischen Kreise des Dreiecks 
JDEF^ d. h. diejenigen, welche jede Seite im Verhältnis der an- 
liegenden Seiten teilen, in P. 

b) Ist F' der Winkelgegenpunkt des in a) genannten Punktes, 
so ist das FuXspunktdreieck von F' gleichseitig. Siehe Emmerich, 
Die Brocard'schen Gebilde. § 49, 1. 

Beweis: a) (G. T.). b) (G.). 

(1279) BüCKiNO XXV, 192. XXVI, 20. 

b. Die seohB Kreise, die sich zu je dreien in den Segmentftr- 

pnnkten sohneidenu 

6. a) Die Mittelpunkte a^, ß^^ y^ der um die Dreiecke OBC^ 
OAC, OAB beschriebenen Kreise bestimmen ein Dreieck, dessen 

AviSgabeiuMminlimg a. Zeitschr. f. mafh. u. nat. Unterr. 18 
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einer Segmentärpunkt der Mittelpunkt H des um ABC beschrie- 
benen Kreises ist. Ebenso bestimmen die Mittelpunkte o^, /S^, y^ 
der um die Dreiecke O'BC^ O'ÄC, 0' AB beschriebenen Kreise 
ein Dreieck, dessen einer Segmentärpunkt ebenfalls der Punkt 
H ist 

b) Die Dreiecke a^ftyi, ci^ß^y^^ ABO sind ähnlich. 

c) Die Dreiecke t^iß^yi und cc^ß%y^ sind perspektivisch; ihr 
Projektion scentrom ist H, 

Beweis: a) (G. 2). b) (G. 2); (G. T.). c) (G.). 
(299—301) Dewulp XIV, 270—271. XV, 33—34. 

?• Der Mittelpunkt des Kreises 00 A sei <^., der von GAB 
sei /5i, der von OBO sei y^\ ferner der von AB sei o^, der 
von 0' BO sei ß^ und der von O'OA sei y^] BO werde von fty^ 
und ß^y^ resp. in L-^ und L^^ OA von y^cc^ und y^a^ resp. in 
M^ und Jlfj, -4-B von «ij^^ und a^ß^ resp. in ^^ und N^ ge- 
schnitten, l?^^^ und ß^y^ schneiden sich in ofj, y^a^ nnd ^^^^^ ^ 

ft» «ift iin<l «2^ i» ys- 

Dann gelten folgende Eelationen: 

V ^ . & sin «O* ^f . c sin <6' 

a) OA = —, , O -4. ■= — ; 

^ sma sma 

/ 1 2cos<6' 2 sma' * 2 sma' AM^ c 

c) A ^JtfgJVi ~ ABC] A J?iVaXi ~ OL^Mj^ ~ uä-BC. 

d) JtfgJVi = N^Li = Xgüfi = r tgd"^ OL2 : -AJ^^ = a:c. 

e) ^2^1 B c^; ^«A II ^^; ^2-3^1 II ^G. 

Die Entfernung der beiden Parallelen L^Ni und (7^ ist 
ANi sin a = Y 6 tg -^j d. h. sie ist gleich sowohl der Entfernung 
des Punktes JT, als auch des Punktes B^ von OA, 

f) ^2^1 geht durch K und 5^; M^L^ geht durch -BT und 
Ci'j N^M^ geht durch K und J.^. 

g) L^K=N,B^', M^K^L^O^', N^K=M^A^. 

h) OM^N^B^ ist ein Parallelogramm und -^-4 Jf^iVi«« -<4 CB^ = ^, 
ebenso ^ BN^L^ = CJ^i Jlfi = J-iVg-afg = BL^N^^ CM^L^ = -^, 
Beweise einfach, zum Teil (G. T.). 
(Vorbemerkungen zu den Sätzen 332—341) XV, 285. 

8, Die Vierecke ß^Vz^t^ii yzß^^zßu ^^VißzVi sind centrisch 
und die ihnen umgeschriebenen Kreise schneiden sich in dem 
Mittelpunkte Z von HK {H Mittelpunkt des Umkreises von ABO\ 
K der Grebe'sche Punkt). (Z ist der Mittelpunkt des Brocard- 
schen Kreises.) 

Beweis: (G.). 

(333) Stoll XIV, 698. XV, 287. 



§ 8. Besondere Kreise. 275 

9. Die Dreiecke ccj^ßiVi und (X2ßiy2 ^^^ kongruent und ver- 
halten sich zum Dreieck ABC^ das ihnen ähnlich ist, wie 
1 : 4 sin -9*^ 

Beweis: Vergl. Nr. 6b (G.). 

(334) Artzt und Stoll XIV, 598. XV, 287. 

10, Die Mittelpunkte H^ H^ und H^ der Bereise um ÄBCj 
ccißiyi und ofgl^gya liegen auf einer zu 00' parallelen Geraden; 
H halbiert H^H^, und es ist HO^ = HH^ . 00\ 

Beweis: (G.), auch durch (R.) ausführbar. 

(335) Artzt und Stoll XIV, 598. XV, 287. 

11« Der Punkt ist der erste Segmentärpunkt des Drei- 
ecks ccißiyi, der Punkt 0' ist der zweite Segmentärpunkt des 
Dreiecks €Ciß2y2i femer ist die Mitte von HK (vergl. Nr. 8) der 
Grebe'sche Punkt für die beiden Dreiecke ccißiyi ^^^ ^2ß2y2* 

Beweis: (G.). 

(336) Artzt und Stoll XIV, 598. XV, 287. 

13« Die Eollineationsachse der Dreiecke ccißiyi und (K21^29'2 
^It mit HK zusammen. 
Beweis: (K M.); (G.). 
(437) Stoll XV, 524. XVI, 202. 

13. Dreht man cc^ß^y^ um den Punkt 0, «2)^272 ^^ ^\ 
beide um 90° — -9^, aber ersteres in der Richtung ABC, das 
andere in der Bichtung ACB, so liegen die drei Dreieckig ähn- 
lich; ist dann Ähnlichkeitspunkt der Dreiecke ccißiyi und ABO, 
0' der von a2fty2 ^"^^ ABC, der unendlich ferne Punkt auf 00' 
der von cc^ßiyi und a2ßiy2' 

Beweis: Folgerung aus Nr. 11 und Nr. 40. 

(340) Artzt XIV, 598. XV, 288. 

14. Hat A ahc den Punkt zum ersten und fl^ (Mittel- 
punkt des Umkreises von cc^ßiyi) zum zweiten Segmentärpunkt 
und ist ahc^ aißiyi, so steht ersteres zum letzteren in derselben 
Beziehung, wie ciiß^y^ zu ABC Denkt man sich nun diese Reihe 
der ähnlichen Dreiecke ABC, cciß^y^, ahc, von denen jedes nach- 
folgende zum vorhergehenden in derselben Beziehung steht wie 
^ßi?! 2^ ABC in infinitum nach vorwärts und rückwärts fort- 
gesetzt, so liegt jede Reihe homologer Punkte etwa A, a^, a etc. 
auf einer Spirale. Die Gleichung der entsprechenden Spirale zu 
bestimmen. 

Beweis: (G. T.)* 

(341) Artzt XIV, 598. XV, 288. 

Fernere Sätze über die Kreise, die sich zu je dreien in den 
Segmentärpunkten schneiden, sind in c) unter Nr. 30—37. 

18* 
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c. Der Brooard'sohe Kreis. 

15« Folgende sieben Punkte eines Dreiecks liegen auf einem 
Kreise: 

1) Die beiden Segmentärpunkte und 0\ d. h. die beiden 
Durchschnittspunkte der über den Seiten als Sebnen nach innen 
konstruierten Ereisbogen^ welche die Supplemente der anliegenden 
Dreiecks Winkel als Peripheriewinkel fia^sen, also 

^ COA = 2 E — «, ÄOB = 2E — /5, J?0C«2-B — y, 
AO'B = 2 Ä — a, BO'C = 2 Ä — /3, CO'Ä = 2 Ä — y. 

2) Die drei Punkte Ä^, J?^, (7^, in denen sich bezüglich BO 
und C0\ CO und Ä0\ ÄO und BO' schneiden. 

3) Der Mittelpunkt JS des \im AABC geschriebenen Kreises. 

4) Der Punkt K^ in welchem sich die drei durch A^^ JB^, C^ 
bezüglich zu BO^ CA^ AB gezogenen Parallelen schneiden. 
Femer ist <^ OHO' «= 2 -^ (^ — -^ OAB = OBC n. s. w.) und 
A OHO' gleichschenklig.*) 

Beweis: (G.). 

(133) Brocaed XI, 434. XII, 263. 

16» Es sei D der Situationspunkt der Dreiecke ABC und 
A^BiC^', Punkt D' sei so bestimmt, dafs ^DBA = D'BC, 
^ DCB = D'CA und ^ DAC = D'AB ist, so ist D' Pol der 
Sehne 00' des Kreises der 7 Punkte (yon Herrn Neuberg der 
Brocard'sche Kreis genannt). 

Beweis: (G.); (H. B.); (K. M.). 

(234) Brooard Xin, 207. XIV, 97. 

17. Ist H' der Durchschnittspunkt der Höhen des Dreiecks 
ABC, so ist HD' || H'D. 
Beweis: (G.). 

(235) Brooard XIII, 207. XIV, 98. 

18« Die Punkte H' und D' und der Punkt N, in welchem 
DH den umgeschriebenen Kreis schneidet, liegen in gerader 
Linie.**) 

Beweis: (P. L.); (G. T.). 

(329) Führmann XIV, 626. XV, 193. 



*) HK ist ein Durchmesser dieses Kreises, femer steht KH^ OCf , 
Stoll. Der Radius des Brocard'schen Kreises ist ^ ea ^ '^i-^Stg^'. 

**) Es ist HB' - !l£2?-?T/i-4Binö-» 

' cos 2 ö* '^ 

und H'B = 2r cos «• yi — 4sina'*. 
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19« Ist Cg der Durchschnittspunkt des Ejreises HAB und 
des Brocard' sehen Kreises, so geht C^C^ durch die Mitte yon A^B^, 
Beweis: (G. 2); (K. M.). 

(314) Tabry XIV, 357. XV, 121. 

20« Läfst man in entsprechender Weise wie C^ auch A^ nnd 
B^ entstehen, so liegen die Dreiecke ^2-^2^8 ^^d A^B^C^ per- 
spektivisch; ihr Projektionscentrum ist der Schwerpunkt JE des 
gegebenen Dreiecks und die KoIlineationsach«e steht senkrecht auf 
JSZ {Z Mittelpunkt des Brocard'schen Kreises). 

Beweis: (G.). Vergl. B. § 1 Nr. 141. 

(315) Tarry XrV, 357. XV, 122. 

21. Die Mittellinie nach BC trifft den umgeschriebenen 
Kreis in einem Punkte T, dessen Symmetriepunkt in Bezug auf 
CB(Aq) sei. Bestimmt man ebenso die Punkte B^ und C3, so 
befindet sich /^ A^B^C^ mit A^B^C^ in Ähnlichkeitslage. (VergL 
die beiden vorigen Sätze.) 

Beweis: (P. L.) und (K. M.). 

(327) Taery XIV, 526. XV, 191. 

22« (Ergänzung zu 19 und 20.) Die Chordale zum Brocard- 
sehen und umgeschriebenen Kreise ist die Polare des Grebe'schen 
Punktes K zum umgeschriebenen Kreise. 

Beweis: (G. T.) und (H. B.) 

(366) Führmann XV, 125. XV, 435. 

23« Die Entfernung des Mittelpunktes des umgeschriebenen 
Kreises (Badius r) von der Badikalachse dieses Ejreises und des 

Brocard'schen ist — ==• 

1/1 — 3 tg -O-» 

Beweis: (G. T. 2); (K. M.). 

(355) Brocard XV, 39. XV, 363. 

24. Der Mittelpunkt von KE und die drei Punkte F, E, Z 
sind die Ecken eines Parallelogramms. {F Mittelpunkt des Feuer- 
bach'schen Kreises, Z Mittelpunkt des Brocard'schen Kreises). 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(468) Stoll XVI, 26. XVI, 353. 

25« Die Verbindungslinien H^O und B^O' schneiden sich im 
Pole B' der Sehne 00' des Brocard'schen Kreises. Vergl. b. Nr. 10.) 
Beweis: (G.). 
(337) Stoll XIV, 598. XV, 288. 

26. Die Geraden B' H^ und B'H^, welche den Brocard'schen 
Kreis berühren, gehen aufserdem durch die Punkte Oi und Oi 
Beweis: VergL § 5 Nr. 32. 
(384) Brocard XV, 195. XV, 522. 
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37. Schneidet (?*) den Kreis um ABC in G und G\ so ist 
JBÖ* oder RG'^ die Potenz von R für den Brocard'schen Kreis.**) 

Beweis: (G. 3). Vergl. § 5 Nr. 16 und 22. 

(496) Aktzt XVI, 273. " XVI, 587. 

38. Schneiden die Tangenten in ^, jß, (7 an den Kreis um 
ABC die Gegenseiten des Dreiecks ABC in a, ß^ y^ so ist be- 
kanntlich ußy eine Gerade; diese Gerade, die Achse G und die 
gemeinsame Sehne des Kreises ABC und des um G umgeklappten 
Brocard'schen Ejreises gehen durch einen Punkt. 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(496) Artzt XVI, 273. XVI, 587. 

39« Auf der in dem vorigen Satze genannten Sehne liegt 
auch der homologe Punkt der beiden ähnlichen Dreiecke ABC 
und ^ßJJßCß. (VergL § 5 Nr. 21).***) 

Beweis: (G.). 

(497) Abtzt XVI, 273. XVI, 688. 

80. Die sechs Kreise um BOC, COA, AOB und BO'C, 
CO' Ay AO'B^ welche sich zu je dreien in und 0' schneiden, 
schneiden sich zu je zweien in den Punkten ^2) -^2? ^21 welche 
auf dem Brocard'schen Kreise liegen. NB. G. Tarry hat Ä^^ B^, Cg 
gefunden als Durchschnittspunkte der drei Kreise um HBC^ 
HCA, HAB mit dem Brocard'schen Kreise (vergl. Nr. 20 und 21). 

Beweis: (G.); (G. T.); (K. M.). 

(357) BöKLBN XV, 39. XV, 355. 

31. Die Mittelpunkte dieser sechs Böklen*schen Kreise fallen 
mit den Eckpunkten der Dreiecke cc^^ßiyi und cc^ß^y^ zusammen. 
(Vergl. § 6 Nr. 6. § 5 Nr. 12 und § 8 Nr. la.) 

Beweis: Vergl. die angeführten Sätze. 

(436) Stoll XV, 524. XVI, 202. 

33. AA^^ -^^21 ^^2 g^^ei^ durch K und A^A^^ -^1^21 
C^C^ durch den Schwerpunkt JE7. 
Beweis: (G.); (G. T.); (K. M.). 

(358) BÖKLEN und Stoll XV, 39. XV, 356. 

33« ^, B2, C2 sind die Brennpunkte von drei Parabeln, 
von denen jede zwei Seiten von ABC in den Endpunkten der 
dritten Seite berührt. 



*) G ist die Eollineationsachse der Dreiecke ABC und ^JB^Oi. 
♦*) ÜB und KB werden beide durch G halbiert, falls U der Schnitt- 
punkt von HB mit dem Brocard^schen Kreise ist. Abtzt. 

***) Ist das Eollineationscentrum zweier perspektivisch liegenden 
gleichwendig ähnlichen Dreiecke der eine Schnittpunkt ihrer ümbreise, 
80 ist der homologe Punkt dieser Dreiecke der zweite Schnittpunkt. 

Abtzt. 
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Beweis: (P. G.); (G.); (K. M.). (VergL Progr. d. Gjmn. zu 
Becklinghausen 1884. p. 4 — 10.) 

(359) BöKLBN XV, 39. XV, 356. 

34« Die sechs Kreise schneiden sich aoTserdem zu je zweien 
in drei weiteren Punkten ^3, B^^ C^, die auf einem Ejreise liegen^ 
dessen Durchmesser EH^ ist. (H' Durchschnittspunkt der Höhen 
ABC.) 

Beweis: (G.); (K. M.). Vergl, B § 1 Nr. 141. (Ä^ ist iden- 
tisch mit ff'.) 

(360) BÖKLEN XV, 40. XV, 357. 

35. AÄ^y BB^j CCq schneiden sich in E. 
Beweis: Vergl. Nr. 34. 

(361) BÖKLBN XV, 40. XV, 358. 

36, a) Die Punkte J^, J?2> ^2 sind Winkelgegenpunkte von 
Aqj Bq^ Gg. 

b) -^2, B^j C2 liegen auf den Ecktransversalen des Grebe'- 
schen Punktes K\ J.3, ^3, C^ auf den Ecktransversalen des Schwer- 
punktes E, 

Beweis: Vergl. Nr. 30, 32 und 34. 

(779) Glaser XIX, 273. XX, 110. 

37« Auf den sechs Kreisen liegen die Brennpimkte aller 
Parabeln, welche eine Seite von ABC m ihrem Endpunkte und 
eine andere Seite berühren. 

Beweis: (G.). 

(362) BÖKLBN XV, 40. XV, 358. 

d. Der erste Lemoine'sche Kreis, die Tuoker'sehen Ereise; 

der Taylor'sohe Kreis. 

Bezeichnungen siehe b Nr. 7. 

38« Die sechs Punkte Z^, Xg, itfi, -Sfg, N^, N^ liegen auf 
einem Kreise, der mit dem Brocard'schen Kreise des Dreiecks 

ABC koncentrisch ist und den Radius y r sec -^ hat.*) 

Beweis: (G. T. 3). Vergl. b. Nr. 7. 

(332) Stoll XIV, 598. XV, 285. 

39, Die Verbindungslinien X^Mg, M^N^^ ^1^9 gehen durch 
den Grebe'schen Punkt Z^ des Dreiecks ABC*, und die Dreiecke 
L^M^Ni ^^^ L2M2N2 sind deshalb perspektivisch und haben K 
zum Projektionscentrum. 

Beweis: Vergl. b Nr. 7 f. 

(338) Stoll XIV, 598. XV, 288. 

*) Lemoine, Nouv. Ann. 1873, S. 364—366. 
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40, Die Dreiecke L^MiNi and L^M^N^ sind unter sieh 
kongruent und ähnlich dem Dreieck ABC, 

Beweis: (G. T.). Vergl. b Nr. 7h und 7e. 

(339) Stoll XIV, 598. XV, 288. 

41. Die Segmente L^L^^ M^M^^ ^1^2 ^^^ proportional 
den Kuben der Seiten des Dreiecks ABC, Der konslÄnte Faktor 

Beweis: (T. B.)- 

(381) TuoKEE XV, 195. XV, 521. 

43« a,) K ist der zweite Segmentärpunkt des Dreiecks LiM^Ni 
und der erste des Dreiecks X2itf2-N'2, während der erste Seg- 
mentärpunkt von LiM^Ni und 0' der zweite yon L^M^N^ ist 

b) Sind Kl und K^ ^^® Greb ersehen Punkte der beiden 
Dreiecke L^M^Ni und 2^2-^2 -^2 9 ^^ ^^^ K^KK^ eine Gerade, 
EK±K^K^, KKi = KK^, OK^ und O'K^ schneiden sich in D\ 
dem Pole der Sehne 00' des Brocard'schen Kreises. 

Beweis: a) und b) (G.). 

(382) Stoll XV, 195. XV, 521. 

43, Schneiden sich L^Mi und £2-^2 ^ ^41 -^i-^i ^^^ M^L^ 
in J9^, NiL^ und ^2-^2 ^^ ^4* ^^ ^^id die Seiten des Dreiecks 
A^B^C^ parallel denen von ABC. Der Ähnlichkeitspnnkt ist der 
Winkelgegenpunkt Si vom Mittelpunkte 8 von 00',*) 

Beweis: (G. T.); (K. M.); (G. 2). 

(408) Fuhrmann XV, 359. XVI, 17. 

44. Die Kollineationsachse der Dreiecke L^M^N^ und L^M^^^ 
steht senkrecht auf HK, 

Beweis: (K. M.); (G.). 

(438) Stoll XV, 524. XVI, 203. 

46. Die Schnittpunkte von M^L^ und L^N^^ -^1-^2 ^^^ ^x^i'i 
N^M^ und M^L^ bilden ein neues Dreieck PQB^ das mit ABG 
projektivisch ist; das Projektionscentrum ist der Grebe'sche Punkt K. 

Beweis: (G. 2); (P. L.); (K. M.). 

(469) Stoll XVI, 26. XVI, 353. 

46. a) In das Sechseck X|X2^i-^8-^i-^2 ^^^^^ ^^'^^ ^^^ 
Ellipse beschreiben, deren Mittelpunkt in die Mitte von FZ föllt. 

b) Die Verbindungslinien von A^ B, mit den Berührungs- 
punkten auf BC, CA, AB schneiden sich im Punkte S' und die 
Verbindungslinien von P, Q, B mit den Berührungspunkten auf 

*) 1) S' liegt auf der Geraden ZE', da Z Höhenschnittpunkt von 
A^B^C^ ist. 2) S'Z: 8'H' — A^B^ : ulB — 1 : 4 cos ^». 
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QB^ BP, PQ schneiden sich in einem Punkte T, der mit K und 
8' auf derselben geraden Linie liegt. 

Beweis: a) (G.); (K. M.); b) (H. B.); (K. M.). 

(470) Stoll XVI, 26. XVI, 354. 

47. Die Schnittpunkte von M^N^ mit M2N2, N^L^ mit 
N^L^ und L^Mi mit L^M^ seien resp. ^, Bq^ Cq\ dann schneiden 

die Geraden AA^^ -S-^e» ^^e ^^^^ ^ -^'» ^^^ ^^^ "^on 00' in 
Bezug auf den Brocard'schen Kreis. 
Beweis: (G. T.); (K. M.). 

(553) FuHKMANN XVI, 503. XVH, 356. 

48. Schneiden diese Linien die Seiten von PQB (Bezeich- 
nungen wie Nr. 45 — 47) resp. in J.7, J?7, C7 und sind Z«, Z^, Zq 
die Fufspunkte von Z auf die Seiten von ABC^ so gehen AiZa^ 
BiZh, CiZc durch K. Sonach ist JK", da auch die Verbindungs- 
linie der Berührungspunkte der in Nr. 46 genannten Ellipse mit 
den resp. Seiten von ABC und PQB durch K gehen, der Schnitt- 
punkt von 24 Geraden; 10 Gerade giebt Kiehl in seinem Pro- 
gramm (Bromberg 1881) an, dann 

1) L^M^, M,N,, N^L^. 

2) -^4-^> -^4-^6) ^4^6* 

3) Die drei letztgenannten Berührongssehnen. 

4) AqZaj B^Zb, CtZq. 

5) BS' und NZ\ 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(554) Fuhrmann XVI, 504. XVII, 357. 

49. Unter welcher Bedingung ist ein Tucker'scher Kreis 
zugleich ein Steiner'scher Kreis? Bem.: Man erhält sechs Punkte 
eines Steiner'schen Kreises, wenn man von zwei Winkelgegenpunkten 
eines Dreiecks Lote auf die Seiten fällt. (S. Steiner BSveloppe- 
fnent d^tme s4ne de theor^es relatifs aux sections conigues, Werke I, 
8. 191,) — Die Seiten eines Dreiecks, welches zu ^ ABC ähn- 
lich liegt in Bezug auf dessen Grebe'schen Punkt als Ähnlich- 
keitspunkt, treffen den Umfang des Dreiecks ABC in sechs 
Punkten eines Tucker'schen Kreises (Lemoine 1873). 

Auflösung: (G. T.); (G.). 

(1152) EiofERiCH XXIII, 511. XXIV, 269. 

60, (o sei der Brocard'sche Winkel eines Dreiecks ABO, d' 
der Winkel, unter welchem die Banddiagonalen eines eingeschrie- 
benen Tucker'schen Sechsecks symmetrisch gegen die Seiten des 
Dreiecks geneigt sind. Falls nun d' nicht gröfser ist als der 
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kleinste Winkel von A ABC^ so gilt für das Sechseck die Inhalts- 

1 o A sin ( P sin (ca + 2 d) 

formel S =^ /\ . . . ^ — -' 

sin (cd + vy 

Beweis: (G. T. 2). 

(1153) Emmerich XXm, 591. XXIV, 335. 



51. ABC sei ein spitzwinkliges Dreieck (für ein stumpf- 
winkliges erfahren die Beweise kleine Änderungen). Die FuTs- 
punkte der Höhen seien A\ B\ C'\ die Seiten des Höhendreiecks 
a\ h\ c \ die Mitten derselben resp. D, i7, P; BF schneide A^ 
in Qr und OB in fl"; FB schneide AC in I und J.JB in JBT; BB 
schneide AC m L und OB in ^. Dann ist 

a) aH = IK^ LN. Beweis: (G.). 

b) A ABC •=» r • GH. (r Radius des um J.JBC beschriebenen . 
Kreises.) Beweis: (T. K); (R.); (G. T.). 

c) G^ H^ I, K, L^ N liegen auf der Peripherie eines Kreißes. 
Beweis: (G. 2). 

d) Der dem Dreieck BEF eingeschriebene Ereis ist kon- 
centrisch mit dem Kreise in c). Beweis: (G.)-*) 

(121—124) KiBHL XI, 315. Xn, 109. 

62. Die Projektionen der Höhenfufspunkte A\ B\ 0' eines 
Dreiecks auf die Seiten desselben liegen auf einem Kreise (dem 
Taylor 'sehen Kreise).**) 

Beweis: (G.). 

{378) Mathesis. XX, 34. 

63. Im Dreieck ABO seien die Fufspunkte der Höhen mit 
A\ B\ C\ die Mittelpunkte von B' 0\ 0'A\ A' B' bezw. mit 
A'\ B'\ 0" bezeichnet, und es treffe JB"C" die Seite AO in 
Bai ^16 Seite AB in C«, femer treffe C"A" die Seite BA in 
Cbi die Seite BC m At und endlich treffe A" B' die Seite CB 
in Aü^ die Seite CA in Bq. Dann sind nach Kiehl (vergl. Nr. 51 
und Progr. d. Friedr. Wilh. Realg. in Stettin 1886, § 65 und 56' 



*) Zusatz: ,,Ist ^ A ein stumpfer, so halbiert die Mittelsenkrechte 
Ton JjQ den Winkel D, die Mittelsenkrechten yon KN und JJET da- 
gegen halbieren die Nebenwinkel von F und F^ so dafs der Kreis (7, 
£[, J, K^ L^ N concentrisch mit dem FF angeschriebenen Kreise ist 

Stoll. Glasbb. 
**) Mit Benutzung dieses Satzes kann der von Bleicher XIX, 415 
aufgestellte Satz: «^Beschreibt man über den Höhen eines Dreiecks als 
Durchmessern Kreise Kj^ und über dei^jenigen Segmenten der Höhen, 

welche zwischen den Ecken des Dreiecks und dem Höhenschnittpunkt 
liegen, als Durchmessern Kreise K^^ so liegen die sechs weiteren Schnitt- 

ponkte, welche die drei Kreise Kj^ mit den drei Kreisen K^ gemein- 
schaftlich haben, auf einer neuen Kreisperipherie £"" bewiesen werden. 
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die Transversalen BaCa^ CbAf,^ Ä^Bq einander gleich und ihre 
sechs Endpunkte liegen auf einem Kreise, dessen Mittelpunkt mit 
dem Mittelpunkt des Inkreises von A" B" 0" zusammenftlllt; hin- 
zufügen läTst sich noch, dafs das Quadrat des Halbmessers dieses 
Kreises gleich ist der Summe der Quadrate des Inkreishalbmessers 
und des ümfanges von A"B"C*\ Bewiesen soll werden: 

a) -äft, -4<,, jBo, J?aj ^ö) Gh sind die Projektionen der Fufs- 
punkte der Höhen auf die Seiten, der Kiehl'sche Kreis ist also 
identisch mit dem in dem vorigen Satze behandelten Tayl er- 
sehen Kreise. 

b) Der Mittelpunkt T dieses Kreises liegt auf KK {H Mittel- 
punkt des Umkreises, K Grebe'scher Punkt des Dreiecks ABO) 
und zwar in der Bichtung HK, so dafs, wenn man den Radius 
des Brocard'schen Kreises mit 9i, den des Inkreises von 
A"B"C" mit r, den des Umkreises von ABC mit r bezeichnet, 
£:T= 2 8l-r:r ist.*) 

Beweis: a) (G.). b) (P. L.); (K. M.). 

(941 ab) Stoll XXI, 194. XXI, Ö84. 



e. Die Nenberg'sohen !E[reise.**) 

54, Die Summe 8 der Flächen der den Seiten des Dreiecks 

zugeordneten Neuberg'schen Kreise ist ä'= 7r(a* + &^ + <?")- i, 

wenn mit e die Excentricität der Brocard'schen Ellipse be- 
zeichnet wird. 

Beweis: (G. T.). 

(932) Beybns XXI, 115. XXI, 616. 

66. Wenn üfj, M^^ M^ die Mittelpunkte der Neuberg'schen 
Kreise des Dreiecks ABC bezeichnen, so schneiden sich die Ver- 
längerungen von M^A^ M^B^ M^C im Tarry'schen und die ent- 
sprechend an die Neuberg' sehen Kreise in A, JS, (7 gelegten Tan- 
genten im Steiner'schen Punkte des Dreiecks ABC, 

Beweis: (K. M.). 

(1183) Stoll XXIV, 189. XXIV, 603. 



*) Ist A ABC spitzwinklig, so liegt K zwischen H und T, Ist 
A ABC rechtwinklig, so wird t =t 0, T fällt mit K zusammen in die 
Mitte der Hjpotenusenhöhe. Ist A ABC stumpfwinklig, so lie^t T 
zwischen H und K und der Kreis (T, x) wird der Ankreis von A' B^\ 

**) Neuberg^sche Kreise sind die Orter der Spitzen von Dreiecken 
mit fester Grandlinie und konstantem Brocard^scnen Winkel. Vergl. 
XXI, 116 Anmerk. 
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§ 9. Besondere Eegelsclinitte. 

a. EegelBohnitte, eneugt dtiroli projektivisohe Fnnktreiheii 

nnd StrahlenbüsoheL 

1« Die yerSnderlichen Punkte ho and Co liegen auf den Seiten 

CA und AB des Dreiecks ABC und genügen der Bedingung 
Cb^ Ac^ 

Die Reihen (ho) nnd (co) sind fthnlich nnd ihre Pro- 



o 



Ah, Bc, 

jektionsstrahlen berühren die Parabel Q>oC^ 

2l\ Die Elemente dieser Parabel sind zu bestimmen. 

b) 00, ho^ Co sind die Halbierungspunkte der Dreiecksseitea 
BC^ CA, AB] (a), (5), (o) deren Mittelsenkrechten; a, hj c Punkte 
auf den letzteren und genügen der Bedingung GoO : höh : CoC 
= BC :CA: AB, Die Reihen {ttoo), Q>o^)j {cqc) sind fthnlich 
und bestimmen die Parabeln {ah), (&o), (ca); ihre Elemente sind 
zu bestimmen. 

Bemerkung. Die Reihen sind so zu wählen, dafs die Bttschel 
A(hoh) und A{coc) gegenläufig sind u. s. w. 

c) Welche Tangenten berühren die Parabel (hc) auf der 
Geraden AH^ (H^ Höhenpunkt von ABC) und welche auf der 
Geraden HA^? (über A^ vergleiche § 8 Nr. 21). 

d) A ist für Parabel (hc) der Pol von HA^. (H Mittel- 
punkt des Kreises um ABC). 

e) Der Halbierungspunkt von B^C^, der von hc und der 
Mittelpunkt F des Feuerbach'schen Kreises f^ ABC liegen auf 
einer Geraden. 

f) Ist a der Fokus von (hc), so ist A ahc^ ABZ, in 
welchem <^ ABZ =2B — A und BZ^ CA. 

g) Jedes Dreieck der Schar ahc liegt perspektivisch zu ABO, 
der Ort des Kollineationscentrums D ist zu bestimmen. 

h) Zu bestimmen die Kurve, welche die Kollineationsachse 
51 einhüllt. 

i) HD±^. 

Beweis: Vergl. Progr. d. Gymn. zu Recklinghansen*) 1884. 

(399—407) Artzt XV, 359. — 

2. Die Gerade A^B^C^, auf welche sich das Dreieck A^B^Ci 
der Sätze in § 5 Nr. 4 — 6 reduziert, geht durch den Schwer- 

*) Artzt : Untersuch ungen über ähnliche Pnnk treiben auf den Seiten 
eines Dreiecks und auf deren Mittelsenkrechteu, sowie über kongruente 
Strahlenbflschel aus den Ecken desselben; ein Beitrag zur Geometrie 
des Brocard'schen Kreises. Vergl. XV, 460—466. Femer Abtzt: Unter* 
suchungen über ähnliche Dreiecke, die einem festen Dreieck umgeschrieben 
sind, nebst einer Anwendung auf die Gerade der zwölf harmonischen 
Punktreihen und ihre beiden Gegenbilder, die Ellipse und den Kreis der 
zwölf harmonischen Punktsysteme. Vergl. XVIII, 94—106. 
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pnnkt E und ist gemeinsame Tangente der drei Parabeln in § 9 a 
Nr. Ib. 

Beweis: (G.), Vergl. Brocard; FropriiUs de Vhyperböle des neuf 
paints und Artzt: Frogr. Becklinghausen 1884. 

(Ö22) Bbocard XVI, 357. XVII, 33. 

3« Die durch den Schwerpunkt E zu dieser Geraden ge- 
zogene Senkrechte tangiert ebenfalls diese drei Parabeln. 
Beweis: (G.). 
(523) Bbocard XVI, 357. XVII, 33. 

4« (Im Anscblufs an die Sätze § 9 Nr. 1.) Man konstruiere 
über den Seiten eines Dreiecks ÄBG die gleichseitigen Dreiecke 
BCA^y CAB^^ AB Ol, deren Mittelpunkte ^, B^^ C^ seien. 
Dann schneiden sich AA^, ^-^n ^^i ^^ einem Punkte P|, AJ^, 
BB^j CCg in einem Punkte P^. Dies ist bekannt. Daran schliefsen 
sich noch folgende Eigenschaften: 

a) üf, P^, Pg liegei^ iii einer Geraden (M Mittelpunkt des 
Umkreises). 

b) ABC und A^Bj^C^ haben dieselbe Kollineationsachse wie 
ABC und A^B^C^. 

c) Diese Kollineationsachse ist senkrecht zu MP^P^. 

a) Pg ist Mittelpunkt des Feuerbach'schen Kreises zu A^B^Ci, 
e) Der Winkelgegenpunkt von P^ im Dreieck ^J^gOg ist M,*^ 
Beweis: a) (H. B.); (G.). b), c), d), e) (G.); a), c) und d) 
auch durch (K. M.) ausführbar. Vergl. B § 1 Nr. 165—167. 
(655) Fuhrmann XVIH, 37. XVHI, 442. 

5, Die beiden gemeinschaftlichen Tangenten (vergl. § 9 a 
Nr. 2 und 3) der drei durch ähnliche Punktreihen auf den Seiten 
eines Dreiecks bestimmten Parabeln sind parallel den Asymptoten 
der Hyperbel der neun Punkte (vergl. Nr. 10 — 13). 

Beweis: (G. T.); (G.). Vergl. Artzt: Progr. ßecklinghausen 
p. 11. 

(625) KiEHL XVII, 447. XVIII, 195 und XIX, 31. 

6» (Im Anschlufs an den vorigen Satz.) Sind A^, B^^ C^ 
die Brennpunkte der drei Parabeln, welche durch ähnliche Punkt- 
reihen auf den Mittelsenkrechten eines Dreiecks ABG erzeugt . 
werden, und verbindet man dann den Schwerpunkt E mit A und 
A^ resp. mit B und B^^ G und G^^ so sind die Halbierungslinien 



*) Errichtet man über den Seiten eines Dreiecks je zwei gleich- 
schenklige Dreiecke, bei denen sich die Basiswinkel zu 90* ergänzen 
und deren Spitzen resp. A\ A'\ B\ JB", C, C" sind, so schneiden sich 
ÄA\ BB\ CG' in einem Punkte P' und AA'\ BB'\ CG" in einem 
Punkte P"; MP*¥* liegen auf einer Geraden und die Dreiecke ABC^ 
A'B'G\ A"B"G" haben dieselbe Kollineationsachse. FumuiAnrN. 
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der Winkel AEÄ^^ BEB^y OEC^ die gemeinschaftlichen Tangenten 
T nnd T' der drei Parabeln.*) 

Beweis: (G.). 

(678) Fuhrmann XVni, 198. XVm, 600. 

7* Die beiden gemeinschaftlichen Tangenten der drei Para- 
beln in Nr. 5 halbieren den Winkel HEZ und seinen Nebenwinkel 
(^H Mittelpunkt des Umkreises, Z der des Brocard'schen Kreises, 
E Schwerpunkt). 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(681) Stoll XVIII, 277. XIX, 25. 

8. Die Parabel P« der Brocard'schen Gruppe (vergL Progr. 
des Bealg. zu Bromberg 1888. § 15) steht in derselben Beziehnng 
zu einer Parabel ^ay welche die Dreiecksseiten AB und AC in 
den Endpunkten der Verlängerungen von AHe, AH^, (IT», Ec 
Höhenfufspunkte) um sich selbst berührt, wie die Parabel 0» der 
zweiten ArtzVschen Gruppe zur Parabel $« der ersten Artzt'schen 
Gruppe (ibid. oder Progr. des Gymn. zu Recklinghausen 1884, 
§ la, § 2a). 

Zusatz: ^3 (Projektion des Höhenschnittpunktes auf die Mittel- 
linie ASa) ist der Brennpunkt von 9ia; die Achse verläuft parallel 

J^ 
AK. der Parameter ist -=- cos a. 

Beweis: (G.). 

(899) Emmerich XX, 511. XXI, 275. 

9, Im ^ ABC schneiden sich die Ecktransversalen AA\ 
BB\ CG' in y, ß, a und die Seiten BC, CA, AB so, dafs 

l = -jj^, «= g^ = ^y ; ^ ist der Schwerpunkt von ABC, Ä' 

liegt so auf AE, dafs AE =^ EA!' u. s. w. 

a) Es ist cot a + cot /3 + cot y = cot J. + cot 5 + cot C\ 
speziell: cot A + cot 5 -|- cot (7 = cot (180® — BEC) 
+ cot (180® — CEÄ) + cot (180® — AEB). 

b) cot B'BC + cot C'CA + cot A'AB = ?-±^ (cot 4 + cot J5 

+ cotC) und ü,oiB'BA + cot C'CB + GoiA'AC=(2X + 1) 
• (cotA + cot J9 + cot C).**) 

*) Auf T und T' liegen die Achsen der Ellipse ABC, deren 
Centrum in B fällt, und die Achsen dieser Ellipse sind den Asymptoten 
der Hyperbel der nenn Punkte parallel. 

**) Wenn man die Seiten eines Dreiecks fortlaufend um sich selbst 
verlängert und die erhaltenen Endpunkte mit den bezüglichen Gegen- 
ecken verbindet, so haben die Winkel, die hierdurch an der Ecke so 
entstehen, dafs man zu dem äufseren Winkel noch den Dreieckswinkel 
hinzufugt, die Eigenschaft, dafs die Summe ihrer Cotangenten gleich 
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c) cc liegt auf der Ellipse um BCE mit dem Centrum 
A'' u. s. w. ABC gehört zur Schar (ccßy), JE ist ihr Nulldreieck. 
ccßy = Max «= 4 ABC, wenn ßy ^ BG u. s. w. 
Beweis: a) und b) (G. T. 2). c) (P. G.) 
(635 ab und 636) Artzt XVII, 526. XVIII, 274—276. 



b. Eegelsohnitte, die dem Dreieck umgeschrieben 

oder eisgeschrieben sind. 

10. Die neun Punkte A, J5, C, D, F, Ä', Z\ E\ N (Be- 
zeichnungen siehe § 6 Nr. 22 Anmerkung) liegen auf einer gleich- 
seitigen Hyperbel P, deren Mittelpunkt W die Mitte von H'N 
ist und auf der Mediane des Trapezes DH'EZ' liegt.*) 

Beweis: (G. T.); (K. M.). 

(395) Brooard XV, 290. XV, 609. 

!!• Die in dem vorigen Satze erwähnte Mediane ist parallel 
HD^ sie geht durch die Mitte o von HH\ den Mittelpunkt des 
Peuerbach' sehen Kreises, und durch S, den Mittelpunkt von 00'. 

Beweis: (G.). 

(396) Brocard XV, 290. XV, 611. 

12. Die Asymptoten von F sind die Sehnen Wm^, Wm^ 
des Feuerbach'schen Kreises, wo m^m^ der mit HB\ BH\ E7/ 
parallele Durchmesser des Feuerbach'schen Kreises ist. 

Beweis: (P. G.); (G. 2). 

(397) Brocard XV, 290. XV, 611. 

13« (p und ij; seien die Winkel, welche von den Verlänge- 

Txmgen der Seiten des vollständigen Vierecks ABCN gebildet 

werden. Die Halbierungslinien von q> und if; stehen auf einander 

senkrecht und sind den Achsen der gleichseitigen Hyperbel F 
parallel.**) 

Beweis: Vergl. Fuhrmann: Anal. Geom. der Kegelschnitte. 
§ 158. (G.). 

(398) Brooard XV, 290. XV, 612. 



Null ist, d. h. die Summe her Cotangenten der Wiokel, welche die 
Mittellinien eines Dreiecks mit den betreffenden Seiten bilden, ist Null. 
(Vergl. auch C. § 1 Nr. 53.) Fuhrmann. 

*) Vergl. Bkocard: HyperhoU des neuf points, nouvelle andlogie entre 
Vhyperböle iquüatbre et le cercle, Journ. de math. sp^c, 1884. 

*♦) Die Halbierungslinien der Winkel resp. Nebenwinkel (J.J5, BiAi)^ 
{BC, C^Aj) und {OA^ ^lA) ®i^d ^^^ Asymptoten parallel. 

(Abtzt, Stegemann.) 
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14. Die Gerade HH' ist die Polare des Punktes £" in Be- 
zug auf die Hyperbel P.*) 
Beweis: (H. B.); (K. M.). 
(453) Stbgemann XV, 614. XVI, 271. 

16. a) ^ ist der Schwerpunkt des Dreiecks ItH'N^ daher 
liegen B, E, W in gerader Linie und es ist RE =s 2 WE, 
b) Die Punkte U, 8 und 5' liegen in gerader Linie.**) 
Beweis: a) (G.); b) (H. B.); (K. M.). 
(604 ab) Stoll XVII, 288. XVIII, 36. 

16. a) Die Punkte 2>, F, Z' (F Mittelpunkt des Feuerbach- 
sehen Kreises) liegen in gerader lAnie und es ist DEf^aSFE', 

b) Die Punkte N^ 8\ F liegen in gerader Linie. 

Beweis: a) (G.); (K. M.). b) (H. B.) mit Bezug auf 16 b. 
(G.); (K. M,). 

(605 ab) Stoll XVII, 288. XVm, 35. 

17« a) Die Senkrechten von den Mittelpunkten 8a, S», Sc 
der Seiten des Dreiecks ABC auf die entsprechenden Seiten von 
Äj^B^Ci schneiden sich in einem Punkte T, der die Strecke BB! 
halbiert und mit N, Z und E in gerader Linie liegt. Auch T, 
F (Mittelpunkt des Feuerbach'schen Kreises), 8 und W (Mittel- 
punkt der gleichseitigen Hyperbel der neun Punkte) bilden eine gerade 
Linie und WT ist ein Durchmesser des Feuerbach'schen Kreises. 

b) Die Geraden KF^ DH' und NE schneiden sich in einem 
Punkte F, welcher der Höhenschnittpunkt des Dreiecks A^ B^ C^ isi***) 

Beweis: a) und b) (G.); (K. M.). 

(^665 ab) Stoll XVIH, 132. XVIH, 508. 

18. Die gleichseitige Hyperbel F^ durch -4^, Bj, Ci und 
den Schwerpunkt E des Dreiecks ABC geht auch durch den 
Mittelpunkt H des Umkreises dieses Dreiecks. 

Beweis: (G.). 

(1023) BüCKiNG XXII, 197. XXII, 588. 

19. Verbindet man den Mittelpunkt M^ der C* {ABC 00') 
mit dem Schwerpunkt E des Dreiecks ABC und macht 
MqE:ET'=1:2{MqET' eine Gerade), so liegt T' auf der 
Hyperbel der neun Punkte und der Winkelgegenpunkt T ist Pol 
von 00' für den Kreis ABC. 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(1024) BücKma XXH, 197. XXII, 588. 

*) D' ist der Pol von FZ, S der Pol der durch F zu HK ge- 
zogenen Parallele, Z der Pol von FD\ H der Pol von FK und F der 
Pol von HK, (BezeichnuDgen siehe § 6 Nr. 82 Anmerkung.) 

**) 8, /, S\ B liegen harmonisch. (I Schnittounkt von HE' 
und DD'.) 

***) N, F| -ff» H' liegen auf einem Kreise. 
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20. Die Punkte Ä^ B^ C7, (>, 0' bestimmen eine Hyperbel, 
welche auch durch das perspektivische Centrum 8' des Dreiecks 
ABC und desjenigen Dreiecks geht, dessen Ecken die Seitenmitten 
des Brocard'schen Dreiecks Äj^B^C^ sind.^) 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(102Ö) BücKiNa XXII, 197. XXÜ, Ö89. 

31. Der Mittelpunkt Mq der 0* (ABC 00') ist die Mitte 
Yon BS\ 

Anmerkung: Der Satz gilt für und 0' als beliebige Winkel- 
gegenpunkte und B als den Winkelgegenpunkt des unendlich ent- 
fernten Punktes der Geraden 00\ 

Beweis: (H. B.); (K. M.). 

(1035) BücKiNO XXn, 274. XSHI, 41. 

22. 00' ist parallel den Tangenten in B und 8' an die 
C^XABC00'B8y 

Anmerkung: Der Satz gilt nur, wenn und 0' die Brocard- 
sehen Punkte sind. 

Beweis: Folgerung a. d. vorigen Satz. 

(1036) BücKiNG XXn, 274. XXHI, 42. 

23. Die Tangenten der C^ {ABC 00') in -ä, J?, findet 
man, indem man die Schnittpunkte der Dreiecksseiten und 00' 
mit den bezw. gegenüberliegenden Ecken des Dreiecks verbindet 
und die Gegentransversalen dieser Verbindungslinien bestimmt. 
Analog^ bestimmt man die Tangenten der Hyperbel der neun 
Punkte durch KH in A, B^ C. 

Beweis: (G.); (K. M.). und 0' können beliebige Winkel- 
gegenpunkte sein. 

(1037) BÜCKING XXn, 274. XXHI, 42. 

24. Die Verbindungslinien A^A^^ -^i-^a» ^i^a ^^^ Ecken 
der beiden Brocard'schen Dreiecke A^B^C^ und A^B^C^ schneiden 
sich bekanntlich im Schwerpunkt des Dreiecks ABC^ die beiden 
Brocard'schen Dreiecke sind also unter sich kollinear. Es soll 
bewiesen werden, dafs die Verbindungslinie der Mittelpunkte der 
Kiepert'schen und Jerabek'schen Hyperbel ihre Kollineationsachse ist. 

Beweis: (K. M.). 

(1184) Stoll XXIV, 189. XXIV, 604. 

25. Die Inverse irgend eines Durchmessers des Umkreises 
eines Dreiecks ist eine gleichseitige, dem Dreieck umgeschriebene 
Hyperbel, deren Asymptoten die FuTspunktlinien der Endpunkte des 
Durchmessers sind. 

*) Die Hyperbel geht auch durch den Steiner'schen Punkt Jß, da 
dieser der Winkelgegenpunkt des unendlich fernen Punktes auf 00' ist. 

Meteb. 

AufgabenBammlang a. Zeitschr f. math. n. nat. ünterr. 19 



290 ^* Neuere Geometrie des Dreiecks. 

Beweis: Vergl. Progr. d. Friedr. Wilh. Bealgymn. Stettin 
1888. § 129 und Fahrmann: Synth. Beweise § 86. 

(1301) Stoll XXV, 351. XXVI, 109. 



36* Zeichnet man in eine Ellipse -^ -f- 1|^ ob i Dreiecke 

von gröfstem Inhalt (so dafs der Mittelpunkt der Ellipse Schwer- 
punkt des Dreiecks wird), so haben alle denselben Brocard'schen 
Winkel*) 

Beweis: (G. T.); (P. G.); (K. M.) 

(802) FuHBMAHN XIX, 430. XX, 268 (808 statt 802). 

27« a) Bewegt sich ein Punkt auf dem Umkreise eines 
Dreiecks, so drehen sich die zugehörigen Harmonikaien um den 
Grebe'schen Punkt. 

b) Die Harmonikale des Steiner'sohen Punktes (yergl. Progr. 
des Friedr. Wilh. Bealg. 1887. § 95) geht durch den Grebe'schen 
Punkt und den Schwerpunkt. 

c) Die zuletzt genannte Gerade ist der Ort der Punkte, deren 
Winkelgegenpunkte und Seitengegenpunkte mit dem Schwerpunkt 
in gerader Linie liegen. 

Beweis: a) Spezieller Fall von G § 5 Nr. 12. b) und c) 
(K. M.); (P. G.). 

(950) Glaser XXI, 280. XXH, 21. 

28* Zieht man zu irgend einem Punkte P der dem Dreieck 
Ä^A^Ä^ umschriebenen Ellipse kleinsten Flächeninhaltes die drei 
Ecktransversalen A^P, Ä2P, A^P, welche die Gegenseiten bezw. 
in den Punkten Ai, Ai, Ai schneiden, teilt man femer die drei 
Seiten des Dreiecks durch Ai\ A%j Az in reoiprokem Verhältnis, 
80 dafs A^Ax '• A\Az -» A^Ai : AiA% u. s. w., so ist 

AiAt H -42 ^2' Q A^Az. 

Beweis: (K M.); (R.); (P. G.). 

(1056) V. Jbttmar XXII, 435. XXm, 186. 

29* Zieht man zu irgend einem Punkte P einer Geraden Q 
die Ecktransversalen A^P, A^F^A^P^ welche die Gegenseiten bezw* 



*) Dieser Satz ist ein spezieller Fall des folgenden Satzes: Zeichnet 
man in eine Ellipse — s + fs "" 1 ^^ ^ Eck vom gröfsten Inhalt, so 

hat dessen Brooard'scher Winkel d einen konstanten Wert, wenn man 
unter cot ^ den Quotienten aus der Summe S^ der Quadrate der Seiten 
des n Ecks und dessen vierfachem Inhalt f versteht. Es ist 

Vergl. Abtzt: Beiträge zur Geometrie des Brocard^schen Kreises. 
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in den Punkten ^i, Äiy Ai schneiden und teilt die Seiten des 
Dreiecks durch die Punkte Äi\ Ai\ Ai' bezw. in reciprokem Ver- 
hältnis, so gehen die EcktransversaJen AiAi'j A%Ai\ A^As durch 
einen Pnnkt P' eines dem Dreieck A^A^Aq umschriebenen Kegel- 
schnitts. (Kürzer: Der Seitengegenpnnkt eines in einer Geraden Cr 
bewegten Punktes bewegt sich auf einem durch die Eckpunkte des 
Dreiecks gehenden Kegelschnitt.) 

Beweis: (K. M.). Verallgemeinerung d. vorigen Satzes. 

(1057) V. Jettmar XXn, 435. XXIII, 187. 

30. Die Harmonikaien der in der Harmonikaien des Höhen- 
Schnittpunktes liegenden Paukte umhüllen dei^jenigen Kegelschnitt, 
welcher die Dreiecksseiten in den Höhenfufspunkten berührt.^) 

Beweis: (K. M.); (P. G.). 

(1058) V. Jettmar XXH, 435. XXIH, 187. 

31. Die Achsen der um das Dreieck ABC beschriebenen 
Ellipse, deren Mittelpunkt der Schwerpunkt 8 des Dreiecks ABO 
ist (Steiner'sche Ellipse) sind parallel den Asymptoten der Kiepert- 
sehen Hyperbel. 

Beweis: (G.). Vergl. Fuhrmann: Synth. Beweise. Anh. 
Nr. 87—89. 

(1204) Stoll XXIV, 343. XXV, 109. 

32. Die Asymptoten einer beliebigen durch A, B, C gehen- 
den gleichseitigen Hyperbel schneiden eine Seite des A. ABC in 
Z7 und F; dann ist das Maximum von UV gleich dem Durch- 
messer des Kreises ABO. 

Beweis: (R. K.); (G.). 

(1335) BüCKiNG XXV, 514. XXVI, 422. 

33. Es giebt drei gleichseitige durch A, B, gehende 
Hyperbeln, deren Asymptoten jedesmal ein Durchmesser und eine 
Tangente des Feuerbach^schen Kreises des /\ABC sind. 

Beweis: Ein besonderer Fall von Nr. 25. 

(1337) BijOKma XXV, 515. XXVI, 422. 



*) 1. Die Harmonikale eines Panktes P ist Tangente des Inkreises, 
wenn P ein Punkt auf der Harmonikaien des Grebe^schen Punktes ist. 

Meyeb. 

2. Ist ein Kegelschnitt K^ um ein Dreieck und K^ in dasselbe be- 
schrieben, und ist die PaskaVsche Gerade p des Dreiecks in Bezug auf 
K^ zugleich Harmonikale des Brianchon*schen Punktes P des Dreiecks 

für Ä"^, so ist p die Polare von P für beide Kegelschnitte. — Die 
Harmonikaien aller Punkte von p umhüllen JT^, die harmonischen Pole 
aller Geraden durch P liegen auf K^, — Die Harmonikaien aller Punkte 
von K gehen durch P, die harmonischen Pole aller Tangenten von K^ 
liegen auf p, Hollündbb. 

19* 
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34« Ä^ sei die Projektion deis ümkreUmittelpoxiktes eines 
Dreiecks auf die Gegenmittellinie AKa^ Ä^ sei die Projektion des 
Höhenschnittpunktes auf die Mittellinie ÄSw Die Winkelgegen- 
punkte A^y A^ sind die Brennpunkte einer Ellipse, welche die 
Brocard'sche Ellipse in Kc berührt. 

Beweis: (G. 2); (K. M.). 

(886) Emmebioh XX, 434. XXI, 189. 

S. femer Böklen: Einige Sätze, die mit dem Au^ben-Beper- 
torium in naher Verwandtschaft stehen« XY, 21 — 23. In diesen 
Sätzen werden Eigenschaften von Dreiecken angegeben, die einer 
Ellipse (Halbachsen a und h) umgeschrieben nnd einem Kreise um 
den Mittelpunkt der Ellipse (Badins a + h) eingeschrieben sind 



F. 

Geometrische Orter 
und Umhülluiigskurven. 



L Geometrisclie Örter. 

§ 1. Cferade Linien sind gegeben. 

a. Der Ort ist eine Gerade. 

1* Gegeben eine Gerade ÄJB und auf ibr ein beweglicher 
Punkt C\ über ÄC und BC konstruiert man nach derselben Seite 
die gleichseitigen Dreiecke AGB und CBE. Gesucht wird 

1) der geometrische Ort der Mitte F der Seite 2>j&7; 

2) der Ort des Schwerpunktes 8 von A CBE\ 

3) der Ort für den Durchschnittspunkt der Höhen des 
Dreiecks CED-, 

4t) der Ort M des um CBE beschriebenen Kreises {M hat 
eine konstante Lage). 
Lösungen: (G.). 
{153) Joum. 616m. XIV, 358—359. 

2« Dnrch die Ecke G eines gleichseitigen Dreiecks ABG zieht 
man eine beliebige Gerade, welche von den auf AB m A und B 
errichteten Senkrechten resp. in P und Q getroffen wird; üher 
PQ sind zwei gleichseitige Dreiecke beschrieben. Zu heweisen, 
dafs sich ihre Spitzen B und E auf AB und einer Parallelen zu 
AB bewegen. 

Beweis: (G.). 

{99) J0U131. 616m. XHI, 126. 

3* Dreieck ABG sei seinem Schwerliniendreieck ähnlich und 

a^c^h. Welches ist der geometrische Ort des Mittelpunktes 

M des Umkreises von ABG, wenn die Punkte A und B fest 
sind, G veränderlich ist? 

Lösung: (G.). 

(736b) Stegemaot XIX, 32. XIX, 420. 
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b. Der Ort ist ein Ereis. 

4. Aaf der gegebenen Strecke AB sind in Ä und B nach 
derselben Seite hin zwei Senkrechte ÄC nnd BD so errichtet, 
daTiB der Inhalt des Trapezes AB CD den konstanten Wort nf 
hat. Yen der Mitte E von AB sei auf CD die Senkrechte EF 
gef&llt. Gesucht wird der Ort für F. 

Lösung: (G.). 

(154) Nouv. Ann, XIV, 359. 

5. Auf zwei Parallelen, deren Entfernung AB gegeben ist, 
sind auf derselben Seite der letzteren die Strecken AA' und BB' 
so angenommen, dafs AA' > BB' =^ AB^; AB' und BA' schnei- 
den sich in Jtf. Gesucht wird der Ort ftlr M^ wenn AA' sich 
verändert. 

Lösung: (G.). 

(155) Nouv. Ann. XIV, 369. 

6. Wenn die Fufspunkte A', B'^ C' der von einem Punkte 
auf die Seiten eines Dreiecks ABC gefHUlten Perpendikel in 
gerader Linie liegen, so ist der Ort dieses Punktes der dem 
Dreieck umgeschriebene Kreis. 

Lösung: (G.). 

(166) Stoll XII, 266. Xm, 119. 

7. Den Ort für den Mittelpunkt eines gleichseitigen Drei- 
ecks ABC zu finden, dessen Seiten durch drei gegebene Punkte 
P, ö, R gehen. (P auf JB(7, ^ auf CA, R auf AB.) 

Lösung: (G.). 

{156) Joum. 616m. XIV, 360. 

8. Durch die Spitze C eines gleichschenkligen Dreiecks ABO 
zieht man eine beliebige Gerade CL und nimmt den zu B sym- 
metrischen Punkt M in Beziehung auf CL. Der Ort des Punktes 
P, in welchem sich CL und AM schneiden, wird gesucht. 

Lösung: (G.). 

(157) Joum. Mm. XIV, 360. 

9. Von den Ecken A und C eines Dreiecks ABC f&llt man 
auf eine sich um B drehende Gerade die Senkrechten AE und 
CD; man verbindet E mit der Mitte K von AB, und D mit der 
Mitte I von BC] gesucht wird der Ort fUr M, in welchem sich 
KE und DI sclmeiden. 

Lösung: (G.). 

(160) Joum. 616m. XIV, 361. 

10. Dreieck ABC sei seinem Schwerliniendreieck ähnlich 
und a ^ c^h. Welches ist der geometrische Ort des Schwer- 
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pnnkts 8 des Dreiecks, wenn die Punkte Ä nnd B fest sind und 
C veränderlich ist? 

Lösung: (6.). 

(736 b) Stbgemänn XIX, 32. XIX, 420. 

!!• a) In Bezug auf ein Dreieck ist der Umkreis Ort der 
Winkelgegenpunkte unendlich weit entfernter Punkte. 

b) Liegen verschiedene Punkte auf einem Kreise, welcher 
durch zwei Ecken eines Dreiecks geht, so befinden sich die be- 
züglichen Winkelgegenpunkte ebenfalls auf einem Kreise, der durch 
die nämlichen zwei Ecken geht. 

Lösung: (G.); (K. M.). 

(7ö4ab) Glaser XIX, 98. XIX, 504. 

12. Der Ort für die Spitzen aller Dreiecke von gemeinsamer 
Basis BCj in, welchen die Cotangente des Brocardschen Winkels 
doppelt so grofs ist wie die Cotangente des Winkels an der Spitze, 

ist ein Kreis um die Mitte von B C mit -j BG ^b. 

Lösung: (G. T.); (R. K). 

(1005) Emmerich XXH, 26. XXH, 430. 

13,*) Wenn sich zwei Gerade um zwei feste Punkte drehen, 
so dafs sie aus einer Lage in die andere übergehend in der- 
selben Richtung gleiche Winkel beschreiben, welchen Ort beschreibt 
ihr Schnittpunkt? Vergl. Aufgabe Nr. 47. 

Lösung: (G.); (P. G.). 

(1072a) Ritsert XXII, 511. XXTTT, 265. 

14« Den Ort eines Punktes P in der Ebene eines Dreiecks 
^BC z\k bestimmen, für welchen '^PBC = PCÄ ist. 

Lösung: Liegt P innerhalb des Dreiecks, so ist der Ort ein 
Ereis**), liegt P aufserhalb des Dreiecks, so ist er eine gleich- 
seitige Hyperbel. Vergl. Nr. 13 und Nr. 47. 

Lösung: (G.) und (K. M.). 

(1246) Emmerich XXV, 48. XXV, 425. 

16, Welches ist der Ort für den Höhendurchschnitt H***) des 
]>reiecks ÄBC^ wenn die Grundlinie e und der Radius r des Um- 
keises gegeben sind? 

Lösung: (G.); (R. K.). 

(1237) Steckelberg XXIV, 608. XXV,' 345. 

*) Die Anfj^abe ist identisch mit der Aufgabe: Den geometrischen 
Ort für die Spitze eines Dreiecks zu bestimmen, wenn gegeben die 
Grundlinie AB und die Summe der Wmkel an der Grandlinie oder der 
Winkel an der Spitze. Vergl. Aufgabe Nr. 46. 
**) Zweite Lösung Zeile 3 lies y statt cc. 
***) Vergl. B. § 1. Nr. 78, wo noch andere örter für H und den 
Schwerpunkt des Dreiecks in Form von Sätzen angegeben sind. 



296 F. Geometrische Orter u. ümhüUongskanren. I. G^mettiBche Orter. 

16. Sind Äq, J?of ^o ^^® Mitten der Seiten BC^ OA^ AB 
eines Dreiecks ABC, ist femer D der Schwerpimkt nnd P ein 
beliebiger Ponkt in der Ebene des Dreiecks, so schneiden sich die 
Parallelen dorch A xa A^Py durch B zu BqP und dnroh C zu 
CqP in einem Punkte Q, und zwar bewegt sich, 

a) wenn P eine Gerade durchläuft, Q auf einer Gtoraden, die 
dieser parallel ist; 

b) wenn P den Umkreis des Dreiecks durchläuft, Q anf einem 
Kreise, dessen Mittelpunkt der Höhenschnittponkt und dessen 
Badius gleich dem Durchmesser des Umkreises ist; 

c) wenn P einen Ejreis durchläuft, der um den Schweipunkt 
konstruiert ist, Q auf einem concentrischen Ereiee mit doppeltem 
Badius. 

Lösung: (B. Bu). Vergl. B. § 1. Nr. 77. 

(62) SoHLÖMiLOH IX, 286. X, 419. 

17« Die Mittelpunkte aller Bechtecke, deren Seiten durch 
vier feste Punkte gehen, liegen auf einem Kreise.*) 
Beweis: (G.); (B. K.). 
(697) Sporer XVIII, 357. XIX, 94. 

18, Gegeben Bhombus AB CD, in welchem die Diagonale 
BD gleich einer Seite ist; eine durch C gezogene Gerade trifft 
AB in P und AD in Q. Gesucht wird der Ort für den Durch- 
schnittspunkt M von PD imd QB, wenn sich PQ um C drehte 

Lösung: (G.). 

(53) Joum. 616m. XII, 39. 

19,**) In dem Viereck AB CD, dessen drei Ecken Aj B, 
C fest liegen, hat ilD* + BD^ + CD* einen unveränderlichen 
Wert s\ Welches ist der Ort fllr D? 

Lösung: (B K. 2). 

(1164) Glaser XXm, 591. XXIV, 336. 

20. Welches ist der Ort aller Punkte, fllr welche ar*+ jSri*=Ä?, 
wo k konstant ist, r und r^ die Abstände von zwei festen Funkten 
sind? Läfst sich das Besultat in derselben Form auf n Punkte 
ausdehnen, bez. auf die Potenzen von n Kreisen? 

Lösung: (B. K.). 

(1236) BÖKLB XXIV, 608. XXV, 346. 

*) Der Sats gUt fCbr jedes Parallelogramm mit gegebenem Winkel. 

*^) Verallgemeinerung fOr ein n Eck: Der Ort eines Punktes, üEbr 
den die Summe der Quadrate der Abstände von einer beliebigen An- 
zahl Ton Punkten (bez. multipliciert mit gewissen Konstanten) konstant 
ist, ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt der Sohwerpunldi des Systems ist, 
Vergl. Casbt: A sequel to ihe first six booha of ihe dementa of Eneliid. 
p. 27. Cor. I. (1884). 
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c. Der Ort ist eine Parabel« 

21. Gegeben AABC, BC auf der Linie OP und MN durch 
A parallel OP] AB beliebig (z. B. <^ ABB — w); EGF, parallel 
AJDj schneide CA in ff nnd BA in F, so dafs AB : Fff «■ j) : w, 

also FG = — AB ist. Man nehme Punkt -4^, ii^i u. s. w. be- 
liebig auf MN an (sowohl nach der Eichtnng M als ^ hin); ziehe 
A^B und -AjC; AiB^ ( -AD; konstruiere E^G^I^ I -^lAi so ^^a^» 

jF^ffi «= — JLiDj (also gleich — AB\ wird; verfahre ebenso mit 

den anderen Punkten A^^^ ^^ u. s. w. Es soll der geometrische 
Ort für die Punkte G^ Gr^y ff^ u. s. w. und ebenso für die Punkte 
F^ JP^, ^n u. s. w. gesucht werden. Wie sind die örter, wenn 

- = 1 oder w = ^(fi ist? 
P 

Lösung: (E. K). 

(70) Emsmann X, 118. XI, 30—81. 

22. Gegeben sind die beiden Parallelen L und L' und ein 
fester Punkt (0 liege aufserhalb L und L\ näher an X); durch 
ist die bewegliche Gerade L" gezogen, welche L m A und L' 
in B trifft; gesucht wird der Ort für den Durchschnittspunkt M 
der von A auf X' geflQlten und auf L" in B errichteten Senkrechten. 

Lösung: (B. E.). 

{561) Joum. 616m. XXIV, 26. 

23. Von einem Dreieck ABC kennt man die Seite AB '^ c 
und die zugehörige Höhe CB «■ h. Gesucht wird der Ort für 
den Höhenschnittpunkt H, 

Lösung: (R. K.). 

(563) Mathesis. XXIV, 26. 

24* Von einem Dreieck ABC ist die Grundlinie J.J? ■» 2(? 
und der untere Abschnitt HB *» m der Höhe hc gegeben. Welches 
ist der Ort für C? 

Lösung: (EL K). 

(1268) STBCKELBEBa XXV, 60. XXV, 607. 

25. Welche Kurven werden durch die Seiten und durch die 
merkwürdigen Punkte eines Dreiecks von konstanter Gestalt er- 
zeugt, wenn die Ecken des Dreiecks drei feste Gerade durchlaufen? 

Lösung: (P. G. 2); auch durch (K. M.) leicht ausführbar. 

(186) KiEHL XII, 432. XIII, 276. 

26«*) In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC wird 
durch A eine Transrersale gezogen^ welche die gegenüberliegende 

*) Das Dreieck kann auch ein beliebiges Dreieck «ein. 
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Kathete a in D schneidet. Durch D wird eine Parallele zur 
Hypotenuse c gezogen, welche die Kathete b in E trifft, und durch 
E eine Parallele zur Kathete a, welche ÄD in P schneidet. Was 
für eine Kurve beschreibt P, wenn die Transversale variiert? 

Lösung: (R. K.); (F. G.). 

(867) BuLP XX, 276. XXI, 29. 

27.'^) In einem Rechteck ABCD wird durch A ein Strahl 
gezogen, der CD iu E schneidet; durch E wird eine Parallele 
zur Diagonale BB gezogen bis BC m F geschnitten wird und 
durch F eine Parallele zm AB gezeichnet, welche den Strahl AE 
in P trifft. Was für eine Kurve beschreibt P, wenn der Strahl 
variiert? 

Lösung: (R. K.); (P. G.). 

(873) RüLP XX, 360. XXI, 109. 

28.**) Ein Rechteck ABCD mit den Seiten AB — a, 
BC =^1) ist gegeben. Durch A wird ein Strahl gezogen, welcher 
CD in E schneidet, und zu BE wird durch D eine Parallele ge- 
zogen, die den Strahl AE in P trifft. Was für eine Enrve be- 
schreibt P, wenn der Strahl variiert? 

Lösung: (R. K.); (F. G.). 

(897) RuLF XX, 511. XXI, 273. 

29. Bleiben zwei Ecken eines Dreiecks fest, und bewegt sich 
die dritte Ecke auf einer Geraden, so beschreibt der Höhenschnitt- 
punkt einen Kegelschnitt. Derselbe ist eine Parabel, wenn die 
Gerade parallel zur Yerbindongslinie der festen Ecken läuft. 

Lösung: (R. K.) und (F. G.). VergL Beyel: 70 Sätze über 
das orthogonale Viereck. (Schlömilch: Zeitschr. f. Math. n. Phjs. 
Bd. XXXIV.) 

(1320) BöKLE XXV, 432. XXVI, 273. 

d. Der Ort ist eine Ellipse. 

30****) Es soll der geometrische Ort für die Scheitel aller 
harmonischen Büschel, deren Strahlen durch die Ecken eines ge- 
gebenen Rechtecks gehen, gefunden werden. 

Lösung: (R. K); (P. G.). 

(75) V. SoHÄWEN X, 197. X, 347—348. XI, 31. 

*) Die Aufgabe ist dieselbe, wenn an Stelle des Rechtecks ein 
Trapez mit den parallelen Seiten AB und CD tritt. Femer kann die 
Aufgabe zur Vereinfachung der Parabelkonstruktion dienen, wenn der 
Scheitel, die Achse und ein Punkt gegeben sind. 

**) Die Aufgabe kann verallgemeinert werden, indem man das 
Beckteck durch ein beliebiges Parallelogramm ersetzt. 

***) Die Aufgabe ist ein specieller Fall des Satzes: Der Ort eine» 
Punktes, dessen Verbindungslimen mit 4 festen Punkten 4 harmonische 
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31* In jedem Dreieck MNP liegen bekanntlich der Mittel- 
punkt U des nmgescliriebenen Kreises, der Höhendurchscbnitts- 
punkt V und der Schwerpunkt 8 in einer Oeraden. Denkt man 
sich die Ecken M und N als fest, P da.gegen als beweglich auf 
einer Kurve, so wird auch die Transversale UV ihre Lage kon- 
tinuierlich ändern. Es wird nun gefragt, auf welcher Kurve P 
fortrücken mufs^ wenn UV eine parallele Verschiebung zu sich 
selbst erleiden soll. 

Lösung: (R. K.). Ist y der Winkel zwischen SV und der 
Abscissenachse MN, so ist für y < 60^ der Ort eine Ellipse, für 
y > 60^ eine Hyperbel und für y = 60^ erhält man zwei Paare 
von parallelen geraden Linien. 

(86) ScHLÖMiLCH X, 361. XI, 196. 

32**) Dreieck ABC sei seinem Schwerliniendreieck ähnlich 

und a ^ c ^ 6. Welches ist der geometrische Ort des Grebe'schen 

Punktes K, wenn die Punkte Ä und JB fest sind, C veränder- 
Hch ist? 

Lösung: (E. K.). 

(736b) Stbgemann XIX, 32. XIX, 420. 

33* Von einem Dreieck ist die Grundlinie und der gegen- 
überliegende Winkel gegeben; es soll der Ort des Grebe'schen 
Punktes gesucht werden. 

Lösung: (R. K.); (P. G.). 

(1346) Stoll XXV, 590. XXVI, 428. 

34, Liegt die Grundlinie BC eines Dreiecks fest, so sind 
die Endpunkte ^, Kq der von B und C ausgehenden Gegen- 
mittellinien gefesselt an die Ellipse, deren Brennpunkte B und 
sind und von deren Nebenscheiteln aus die Seite BC unter rechten 
Winkeln erscheint. 

Lösung: (ß. K.); (ß.). 

(852) Emmerich XX, 196. XX, 587. 

35. Auf welchen Kurven wandern die Punkte Zj, Kß^ in 
welchen die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks von den 
zugehörigen Gegenmittellinien getroffen werden, wenn die Basis 
festliegt? 

Lösung: (ß. K.). 

(875 a) Emmerich XX, 350. XXI, 111. 



Strahlen sind, besteht aas drei Kegelschnitten, welche durch die 4 Pankte 
gehen und harmonische Kegelschnitte heifsen. (Vergl. Steiner: Vor- 
lesungen über synth. Geometrie bearb. v. Schröter. 1. Aufl. § 27.) 

^ Die Ellipse ist der Grenzwall für K. (Vergl. Progr. d. Realgymn. 
in Mülheim a. d. Bohr 1887.) 
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36. Einen Ort für die Spitzen aller Dreiecke zu finden, 
welche über BC'^a so konstruiert werden können, da& 

a^ der Höhenschnittpnnkt H in der Mitte der Höhe ÄD liegt; 
b) dafs ÄD : HD = in:n ist. 

Lösnng: (G.) und (R. K. 3). 

(979) Sammon XXI, 429. XXII, 195. 

37«'^) Ein gleichschenkliges Dreieck ABC mit der Grund- 
linie 2 a und der Höhe b ist gegeben. Es wird eine Parallele 
zur Höhe gezogen, welche die Grundlinie AB in D, AC iR E 
und BC ia F schneidet. Die Verbindungslinien AF und BE 
schneiden sich in P. Welche Kurve beschreibt P, wenn die 
Parallele variiert? 

Lösung: (R. K.) und (P. G.). 

(854) RuLF XX, 196. XX, 589. 

38. a) Fällt man von dem beliebigen Punkt P auf die Drei- 
ecksseiten Lote, so ist bekanntlich ACj^-^ BAi'-\-CB^^^AB^ 
+ CA^-^- BC^^ wo .4^, ^1, Gl die Fufspunkte jener Lote be- 
deuten. Hat AC^ -^^ BA^ '■\' CB^ einen konstaftten Wert i^ 
so ist der Ort für P eine Ellipse, deren Mittelpunkt der Umkreis- 
mittelpunkt ist. 

b) Hat PA^^ + PPj^ + PCj* einen konstanten Wert 5^ so 
ist der Ort ftir P eine Ellipse, deren Mittelpunkt der Grebe'sche 
Punkt ist. 

c) Sämtliche Ellipsen in a) und b), welche den verschiedenen 
Werten von s entsprechen, sind ähnlich und in ähnlicher Lage. 

Das Achsenverhältnis ist -r- = y "__ , wo e die Entfernung des 

Schwerpunktes vom ümkreismittelpunkt ist. 
Lösung: (R. K.); (P. G.). 
(1206) Glaser XXIV, 343. XXV, 110. 

39* Welches ist bei festliegender Grundlinie AB eines Drei- 
ecks ABC der geometrische Ort des dritten Eckpunkts C7, des 
Schwerpunkts 8 und des Höhenschnittpunkts H^ wenn M8 {M, 
Mittelpunkt des Umkreises) parallel AB ist. 

Lösung: (R. E.). Alle drei Ellipsen sind ähnlich. 

(1017 c) V. Jbttmar XXn, 106. XXII, 505. 



*) Die Ortslinie von P ist aach dann noch eine Ellipse, wenn 
A ABC ein ganz beliebiges ist und FD die Richtung der zu AB ge- 
hörenden Mittellinie annimmt. Diese Angabe liefert eine recht ein- 
fache Eonstmktion einer Ellipse, deren Achsen bekannt sind. 
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e. Der Ort ist eine Hyperbel. 

4ß» Zieht man durch zwei Gegenecken Ä und C eines 
Parallelogranmis AB CD die sich in schneidenden Geraden ÄO 
und CO so, dafs ^ BÄO =^ JBCO ist, so ist der geometrische 
Ort des Punktes eine gleichseitige Hyperbel 

Lösung: (G.); (P. G.). 

(190b) Bermann Xn, 482. XHI, 279. 

41. Eine Seite AD ^=^ a eines Quadrats AB CD bewegt sich 
mit ihren Endpunkten A und D auf zwei sich rechtwinklig schnei- 
denden Geraden OA und OD, und berührt einen Kreis (P, r), der 
diese beiden Geraden berührt. Gesucht werden die Orter ftlr die 
Punkte B und C. 

Lösung: (E. K.). 

{577) Educ. Times. XXIV, 192. 

42. Den geometrischen Ort für die Spitze C eines Dreiecks 
von konstanter Grundlinie ii^ zu bestimmen, wenn der Mittel- 
punkt F des Feuerbach'schen Kreises die Seiten des Dreiecks 
durchläuft. 

Lösung: 2 Fälle: 1) F durchlaufe AB, (R. K.); (P. G.). 
Gleichseitige HyperbeL 2) F durchlaufe eine der Seiten z. B. BC, 
(R. K. 2). Kurve dritter Ordnung. 

(186) KiEHL xn, 432. XIII, 275. 

43.*) Vom A -450 ist "^ y und der Inkreis mit dem Mittel- 
punkt festgelegt. Welches ist der Ort für den Halbierungs- 
punkt M von AB*^ 

Lösung: (G.); (K. M.). 

(933) Simon XXI, 115. XXI, 617. 

44.**) Im gleichschenkligen Dreieck ABC {C Spitze) wird 
nach BC die Ecktransversale AD gezogen, dann DEJLAC und 
EFXAB gefällt; AD und EF schneiden sich in P. Welches 
ist der Ort fttr P, wenn D den Schenkel BC durchläuft? 

Lösung: (R. K.); (P. G.). 

(1227) Steckelberg XXIV, 459. XXV, 274. 



*) Die Aufgabe ist ein besonderer Fall des Satzes: Die Punkte, 
welche die zwischen zwei bestimmten Tangenten eines Eegelschnitts ge- 
legenen Abschnitte der übrigen Tangenten in einem konstanten Ver- 
hSutnis teilen, liegen auf einer Hyperbel, welche mit der Kurve den 
Mittelpunkt und eine doppelte Berührung gemein hat und deren 
Asymptoten parallel den beiden Tangenten laufen. 

*♦) Diese Aufgabe kann in derselben Weise für ein beliebiges 
DreiecK behandelt werden. 
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45*'^) a) Der Ort für die Spitze eines Dreiecks ABC mi 
fester Grundlinie J.J? «= o, in welchem die Höhe CD und der 
Badiüs CM des Umkreises aufeinander senkrecht stehen, ist eine 
gleichseitige Hyperbel, deren Mittelpunkt die Mitte von ^J? und 
deren Hauptachse ■» c ist. 

b) Dieselbe Hyperbel wird auch von dem Höhenschnittpunkt 
H beschrieben und zwar durchläuft H den unteren Ast der Hyperbel, 
wenn C auf dem oberen Ast wandert und umgekehrt. 

c) Der Schwerpunkt 8 von ABC beschreibt ebenfi&Us eine 
gleichseitige Hyperbel, deren Mittelpunkt die Mitte von AB und 

deren Durchmesser = y c ist. 

d) Endlich beschreibt auch der Mittelpunkt N des Inkreises 

eine gleichseitige Hyperbel, deren Durchmesser --= ist und mit 

AB ini Mittelpunkt einen Winkel von 22<>30' bildet 

Lösungen: (B. E.). i 

(1081) KoEBKB XXn, 595. XXHl, 345. 

46* Ein veränderliches rechtwinkliges Dreieck bewegt sich 
so, dafs die rechtwinklige Ecke fest ist, die Hypotenuse beständig 
durch einen zweiten festen Punkt geht und eine spitze Ecke auf 
der Halbierungslinie der Strecke der beiden festen Punkte verbleibt 
Was für eine Kurve beschreibt die freie spitze Ecke desselben? 

Lösung: (R. K.); (P. G.). 

(1348) RuLF XXV, 590. XXVI, 429. 

47,^*) Wenn sich zwei Gerade nm zwei feste Punkte 
drehen, so dafs sie aus einer Lage in die andere ttbergehend in 
entgegengesetzter Richtung gleiche Winkel beschreiben, welchen 
Ort beschreibt ihr Schnittpunkt? 

Lösung: (F. G.). Vergl. Rulf: Elemente d. projekt. Geometrie. 

(1072b) Ritsert XXH, 511. XXm, 265. 

f. Der Ort ist eine Kurve höherer Ordnung. 

48» Den geometrischen Ort der Punkte zu finden, von welchem 
aus zwei beliebige auf einer Geraden liegende Strecken unter 
gleichen Winkeln gesehen werden. 

(36) Stammer VI, 299. — 

*) Die Voraussetzung, dafs AB fest ist und a — |} ■» 90^ ist, kami 
dabin verallgemeinert werden, dafs a — ß »^ d konstant bleibt. 

**) Die Aufj^abe stimmt mit der folgenden überein: Den geometri- 
schen Ort für die Spitze eines Dreiecks zu bestimmen, wenn gegeben 
die Grnndlinie AB and der Unterschied der Winkel an der Grund- 
linie. (Vergl. Fort and Schlömilch: Anal. Geom. § 33, 1; Koppe: Anal. 
Geom. § 168, 6.) 
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49. Eine Gerade AB von konstanter Länge stützt sich auf 
zwei rechtwinklige Achsen OX, OT-^ einen Ort für den Punkt M 
dieser Geraden zu finden, so dafs MÄ * AO = MB • BO ist. 

{25^) Nouv. Ann. X, 112. — 

50, Dreieck ABC sei seinem Schwerliniendreieck ähnlich 
und a ^ c ^ &; welches ist der geometrische Ort des Höhen- 
Schnittpunktes H^ wenn die Punkte A und B fest sind, C yer. 
änderlich ist? 

Lösung: (B. E.). Centrische Curve vierten Grades. 
(736) Stbgemann XIX, 32. XIX, 420. 

61, Auf welchen Kurven wandern die Punkte Zj; ^c» UJ 
welchen die Schenkel eines gleichschenkligen Dreiecks von den 
zugehörigen Gegenmittellinien getroffen werden, wenn die Basis- 
höhe festUegt? 

Lösung: (B. E.). Enrve aus d. Geschlecht d. Cissoiden. 

(875) Emmerich XX, 350. XXI, 111. 

52»'^) a) Der Ort der Spitze eines Dreiecks ABC, dessen 
Grundlinie BC festliegt und in welchem die Mittellinie ASa und 
die Gegenmittellinie AGa aufeinander senkrecht stehen, ist die 
Lenmiskate^ deren Achse die Grundlinie ist. 

b) Welche Eurve wird von der Gegenmittellinie umhüllt? 

c) Welche Bahn beschreibt der Grebe'sche Punkt? 
Lösung: a) (B. E.); (E. M.). Lemniskate. b) (B. E.). Gleich- 
seitige Hyperbel, c) (B. E.) Eurve 4ten Grades. 

(865) Emmerich XX, 274- XXI, 26. 

53* *'^) (Im Anschlufs an Nr. 52.) Zieht man von einem 
Punkte P aus Gerade gleicher Neigung d gegen die Tangenten 

*) Hieraus ergeben sich leicht folgende Sätze: 1) Jede Tangente 
einer gleichseitigen Hyperbel ist Gegenmittellinie in allen Dreiecken, 
deren Ecken der Berührungspunkt und die Endpunkte eines beliebigen 
Dorohmessers sind. Und: Für alle Dreiecke mit fester Mittellinie und 
auf ihr senkrechten Gegenmittellinie liegen die Endpunkte der Grund- 
linie auf einer gleichseitigen Hyperbel, deren halbe Hauptachse die 
Mittellinie ist. — 2) Alle Kreise, deren Durchmesser die Halbmesser 
einer gleichseitigen Hyperbel sind^ haben als EinhüUongskurve diejenige 
Lenmiskate, deren Achse die Hauptachse der Hyperbel ist. — 3) Lemnis- 
kate und gleichseitige Hyperbel Rtehen in der Beziehung zu einander, 
dals jede die Polarfigur der andern in Bezug auf den Er eis vom Mittel- 
punkte S^ und Halbmesser a ist. — 4) Sind B, C die Scheitel, A ein be- 
liebiger Punkt einer Lemniskate oder gleichseitigen Hyperbel, so schnei- 
den sich die beiden Parabeln, die den Mittelpunkt zum Brennpunkt 
haben und AC und AB in A berühren, in einem Punkte, welcher auf 
einer gleichseitigen Hyperbel resp. Lemniskate liegt. Kückeb. 

**) Die ümkehrung des Satzes lautet: Bewegt sich der Scheitel 
eines Winkels d auf einer beliebigen Eurve K^ während der eine Schenkel 
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einer Enrve C7, 8o liegen die Treffpunkte auf einer neuen Kurve 
K^ die sich auch als Fofsponktkurve erhalten Iftfiit. Man braucht 
nur die gegebene Kurve C um den Pol P um einen Winkel 

90® — d zu drehen und ihre Dimensionen im Verhftltnis -r— = : 1 

smo 

zu yergröfsenL 

Lösung: (0.). 

(1028) Dorn XXH, 197. XXII, 591. 

54. Den geometrischen Ort eines Punktes P zu bestimmen, 
von dem aus die Seiten a und h des Dreiecks ABC unter gleichen 
Winkeln gesehen werden. 

Lösung: (K M.); (P. G,). Kurve dritter Ordnung. 

(1051) RiTSBET XXn, 351. XXIII, 121. 

55*^) Der Ort für die Spitze C eines Dreiecks ABC mit fest- 
liegender Grundlinie o, in welchem der Winkel y durch die Höhe 
CD und den Radius des Umkreises CM in drei gleiche Teile ge- 
teilt wird, ist eine Kurve dritter Ordnung. 

Lösung: (R. K.). 

(1082) KoBBKE XXn, 595. XXTIT, 347. 

56. Von einem Dreieck ist gegeben ein Winkel und die 
Summe der einschliefsenden Seiten; es soll der Ort des Grebe- 
schen Punktes gefunden werden. 

Lösung: (R. K.). Kurve dritter Ordnung. 

(1347) Stoll XXV, 590. XXVI, 428. 

57. Die Ecken B und C eines Dreiecks bleiben fest, auch- 
wenn sich A auf einer Parallelen zu BC bewegt. Man macht 
AX BMf AB = AC Welches ist der Ort fttr X? 

Lösung: (R. K.); (P. G.). Kurve dritter Ordnung. 
(1350) BöKLBN XXV, 590. XX^ 494. 

58. Welche Kurve hat die Eigenschaft, dafs die von je einem 
Punkte derselben nach den Eckpunkten des Dreiecks ABC ge- 
zogenen Strahlen unter sich die Winkel x, y, bilden mit der 
Eigenschaft, dafs m cot a; + w cot «/ + j? cot je? = 0, wo w, n, p 
beliebige Koefficienten sind? 

Lösung: (K. M.). Kurve vierter Ordnung, die für n = — ni, 
p = in die Kurve dritter Ordnung übergeht, die sich aus Auf- 
gabe Nr. 54 ergiebt. 

(1061) Ritsert XXII, 436. XXm, 189. 

durch einen festen Punkt P geht, so erzeugt der andere Schenkel eine 
Kurve, deren Gestalt ganz anabhängig von d ist; nur die Dimensionen 
der Enveloppe und ihre Lage werden durch die Gröüse des Winkels be- 
stimmt. Dorr. 

*) Das Wesen dieses Satzes beruht auf dem Abh&ngigkeitsverhäliiiiB 
der Winkel a und ß, dafs nämlich 2 a — ß s=s d^ also gleich einer kon- 
stanten Gröfse ist. Kügkxb. 
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59.*) Den geometrischen Ort der Pankte innerhalb des 
Ihreiecks ABC zu bestimmen, welche die Bedingung cot o;-];- cot ^ 
+ cot iE? «= cot (a — Äj) + cot (/? --^ y) + cot (y — 0) erfüllen^ wo 
x^ y^ die Winkel bedeuten^ welche die Y<m einem beliebigen 
Funkt der Kurve nach den Ecken gezogenen Strahlen mit den 
Seiten einschliefsen. 

Lösung: (E. K.); (K. M.). Kurve dritter Ordnung. 

(1319) Junker XXV, 432. XXVI, 272. 



60* Eine Schar Dreiecke ist einem Kreise eia-, einem anderen 
tungeschrieben. Ifon macht ÄX auf AB gleich AC. Welches 
ist der Ort für Z? 

(1361) BÖKLB» XXV, 590. Nicht gelöst. 
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a. Der Ort ist eine G-erade. 

!• Auf der gegebenen Geraden AB bewegt sich der Punkt 
C] über AC und BC als Durchmesser werden die Kreise K und 
K' beschrieben. Eine an beide gelegte gemeinschafkliche äufsere 
Tangente schneidet die Tangenten in A und B in den Punkten 
P und Q. Gesucht wird der Ort für den Durchschnittspunkt M 
der Linien PK imd QK\ 

Lösung: (G.). 

(48) Joum. a^m. Xu, 38. 

2« Gegeben zwei Kreise K und K' und eine Senkrechte zur 
Gentrallinie; durch jeden Punkt Q derselben zieht man an beide 
Kreise Tangenten; die beiden Berührungssehnen schneiden sich in 
einem Pimkte P, dessen Ort gesucht wird. 

Lösmig: (P. G.). 

(öJSi) Joum. Ä16m. XII, 39. 

3. Eine Gerade schneidet zwei Kreise K und K' so, dafs die 
abgeschnittenen Sehnen AB und CD einander gleich sind. Ge- 
sucht wird der geometrische Ort der Mitte von AD, 

Lösung: (G.). 

(84) Journ. Üim. XII, 434. 

*) Auf der Kurve, dieüich aus dieser Aufgabe ergiebt, liegen die 
Ecken des Dreiecks, die Mitten der Seiten, die Mittelpmikte des üm- 
kreises, des Inkreises und der Ankreise, der Höhenschnii^mikt und der 
Schwerpmikt. Für a = ^ zerfällt die Kurve in die Höhe und eine 
Hyperbel, die durch A und B geht; für a » ^ « y wird sie durch die 
drei Höhen dargestellt. 

Aufiffabenrnminlimg a. Zeltsohr. f. math. tu nat Unten. 20 
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4. An einen Kreis K sind in den Endpunkten des Durch- 
messers AB Tangenten a und h gelegt. Die Schenkel eines 
rechten Winkels, dessen Scheitelpunkt Ä ist, schneiden d in C 
und D; von C und D sind an K zwei Tangenten gelegt, welche 
sich in P schneiden. Gesucht wird der Ort für P, wenn sich der 
rechte Winkel um Ä dreht. 

Lösung: (G.). 

(15J2) Joum. 616m. XIV, 368. 

5* Gegeben Kreis K und zwei senkrechte Durchmesser AÄ' 
nnd JBB''^ von Ä zieht man eine Gerade, welche die Tangente in 
A' m D nnd BB' in JE trifft; von I) zieht man die zweite 
Tangente DG] AG trifft BB' in F. Der geometrische Ort des 
Durchschnittspunktes I von A'F und AD wird gesucht. 

Lösung: (G.). 

{165) Joum. 6l6m. XIV, 362. 

6» Gegeben Kreis JE^ (Radius r) mit einer festen Tangente 
in JP; auf dieser Tangente nimmt man zwei bewegliche Punkte Ä 
und ^ so an, dafs AF ' BF = p^ konstant ist. Gesucht wird 
der Ort des Durchschnittspunktes C der von A und ^ an ^ ge- 
zogenen Tangenten. 

Lösung: (G.). 

(57) Joum. 6l6m. XII, 113. 



b. Der Ort ist ein Ereis. 

?• Gegeben ein Kreis 8^ ein ihm eingeschriebenes Dreieck 
ABC und zwei Feripheriepunkte P und P\ Bekanntlich liegen 
die Fufspunkte der von P und P' auf die drei Seiten geilten 
Senkrechten auf zwei Geraden D und D\ 1) Zn beweisen, dafs 
der Schnittpunkt der Geraden D und D' einen Kreis 8' beschreibt, 
wenn die Punkte -4, B^ P, P' eine feste Lage beibehalten und 
C sich auf der Peripherie bewegt. 2) Den Ort für die Mittel- 
punkte der Kreise 8' zu bestimmen, wenn die Funkte A und B 
fest bleiben und die Punkte P und P' ihre Lage derart verändern, 
dafs der Bogen PP' eine konstante Länge beibehält. 

(^2) Nouv. Ann. X, 353. — 

8. Gegeben sind auf einem Kreise zwei diametral gegenüber- 
liegende Funkte A und JB; man nimmt auf diesem Kreise irgend 
einen Funkt C an und irägt auf der Geraden AC zu beiden 
Seiten des Funktes C gleiche Längen CD und CD' ab, so dafs 
das Verhältnis einer jeden zur Länge CB einem gegebenen Ver- 
hältnis gleich ist. Man läfst nun den Punkt C sich auf dem Um- 
fange bewegen und sucht l) die örter der Funkte D und 2)'; 
2) die Orter des Durchschnittspunktes der Höhen des Dreiecks ABD 
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und des Durchschnittspunktes der Höhen des Dreiecks ÄBD'- 
3) den Ort für den Mittelpunkt des dem Dreieck BDI)' ein- 
geschriebenen Kreises; 4) die örter«der Mittelpunkte der zu dem- 
selben Dreieck BBB' gehörenden äufseren Berührungskreise. 
{22^ Nouv. Ann. XI, 109. — 

9. Gegeben zwei Kreise K und K\ welche sich in A von 
auTsen berühren; durch A zieht man in beiden Kreisen zwei Sehnen 
AB und ACy welche auf einander senkrecht stehen. Gesucht 
wird der Ort für M^ welcher BC so teilt, dafs BM : CM =^m\n. 

Lösung: (G.). 

{49) Journ. 616m, XII, 38. 

10* Gegeben Kreis K mit Sehne AB'^ von irgend einem 
Punkte G des Kreises als Mittelpunkt beschreibt man einen Kreis, 
welcher AB berührt. Gesucht wird der Ort für den Durchschnitts- 
punkt P der von A und B an diesen Kreis gelegten Tangenten 
AD und BE, 

Lösung: (G.). 

ipÖ) Journ. flem. XII, 38. 

11« Gegeben sind zwei sich von aussen in A berührende 
Kreise K und K' mit den Radien r und r\ Durch A zieht man 
in K eine beliebige Sehne AB^ und in K' die Sehne AG senk- 
recht zu AB. Gesucht wird der Ort l) der Projektion P des 
Punktes A auf die Hypotenuse BCy wenn sich das veränderliche 
Dreieck ABG um A dreht; 2) der Mitte M der Hypotenuse BG\ 
3) des Schwerpunktes 8 von ABC. 

Lösung: (G.). 

(54) Journ. ilim. XII, 112. 

12. Gegeben Kreis R und Punkt P; man zieht durch P 
zwei Sekanten PAA\ PB'B* Die um die Dreiecke PAB und 
PA'B' beschriebenen Kreise schneiden sich aufser in P noch in M, 
Gesucht wird der durch M beschriebene geometrische Ort, wenn 
man die eine der beiden Sekanten sich verändern läfst. 

Lösung: (H. B.). 

{p6) Journ. elim. XII, 112. 

13. Gegeben Kreis K und zwei Punkte A und B auf dem- 
selben Durchmesser {A innerhalb, B aufserhalb des Kreises); die 
Verbindungslinien PA und QB von A und B mit den Endpunkten 
eines beweglichen Durchmessers PQ schneiden sich in M, Gesucht 
wird der Ort für Jf, wenn sich PQ bewegt. 

Lösung: (P. L.). 

ipe) Journ. k\km, XII, 113. 

14. Gegeben ein Kreis mit dem Durchmesser AB und Mittel- 
punkt K\ man zieht eine beliebige Sehne AG und verlängert sie 

20* 
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ttber (7 bis D, so dafs CD «= ^C7 ist Gesucht wird der Ort des 
Dnrchschnittspnnktes E von BC und DIL 

Lösung: (G.). 

{158) Joum. 6Wm. XIV, 360. 

15» Gegeben eine Gerade und auf ihr zwei feste Punkte A 
und B. Man konstruiere zwei Kreise, welche sich unter einander 
und die Gerade in A nnd B berühren; femer konstruiere man 
die zweite gemeinschaftliche äufsere Tangente CD. ^ Gesucht wird 
der Ort der Mitte M von CJ)^ wenn sich die beiden Kreise ver- 
findem. 

Lösung: (G.). 

{159) Joum. 616m. XIV, 360. 

16. Gegeben ist der Kreis mit den zu einander senkrechten 
Badien OX und 0Y\ femer sei auf OX der Funkt C gegeben 
und auf OX in C sei die Senkrechte CL errichtet Eine an den 
Kreis gelegte Tangente berühre ihn in P, schneide OX in ^ and 
OF in £; die Senkrechte auf AB m A schneide CL in B. Ge- 
sucht wird der Ort für den Durchschnittspunkt M von BB und 
OB^ wenn P variiert. 

Lösung: (G.). 

{649) Mathesis. XXV, 197. 

17« Auf einem Kreise (itf, r) ist ein Punkt A und auf dem 
Durchmesser desselben ein Punkt B gegeben. Durch A wird eine 
Sekante gezogen, die den Kreis in C schneidet und auf derselben 
der Punkt D so bestimmt, dafs BD ^= BC ist. Was für eine 
Kurve beschreibt D, wenn die Sekante variiert? 

Lösung: (G.); (R. K). 

(808) BuLP XIX, 509. XX, 194 (797 statt 808). 

18* Gegeben ein Kreis mit einer festen Sehne AB. Man 
ziehe durch A die beliebige Sehne AM, verbinde M mit B und 
errichte auf MB in ihrer Mitte N die Senkrechte bis zum Schnitt- 
punkt mit der verlängerten AM ia P. Welchen Ort bestimmt P, 
wenn M den gegebenen Kreis beschreibt? 

Lösung: (G.); (R. K.); (P. G.). 

(987) LEuziNaEE XXI, 520. XXII, 269. 

19. Welches ist der geometrische Ort eines Punktes, für 
welchen als Inversionscentrum zwei gegebene Kreise in gleich grofse 
Kreise invertiert werden? 

Lösung: (R. K.). Vergl. Geiser: Einl. in d. synth. Geom. § 28^ 
Fuhrmann: Einl. i. d. neuere Geom. p. 60. Lieber u. v. Lühmann: 
'Geom. Konstr.-Aufg. § 96. 

(608) Meyer XVII, 365. XVIII, 126, 188. - 
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20. Der Ort für den Schwerpunkt eines Dreiecks, das in den 
Kreis nm ABC^ dessen Mittelpunkt H^ beschrieben ist und mit 
^i?C die Summe der Quadrate der Seiten gemein hat, ist der 
Kreis um H mit HE*) 

Lösung: (G.). 

(780b) Artzt XIX, 346. XX, 111. 



c. Der Ort ist eine Parabel. 

21« Ein Kreis mit veränderlichem Badius geht durch einen 
gegebenen Punkt und berührt eine gegebene Gerade. Man soll 
den Ort derjenigen Funkte des Kreises finden, für welche die 
Tangente senkrecht auf der gegebenen Geraden steht. 

{13^ Nouv. Ann. X, 354. — 

• 

22. Gegeben die Gerade AB und auf ihr Punkt K\ xnm K 
schlägt man mit einem willkürlichen Badius einen Kreis, welcher 
AB isL C und C schneidet. Von C aus trägt man nun nach 
dem Mittelpunkte zu CD gleich der gegebenen Strecke a ab. 
Gesucht wird der Ort für M und M\ in welchem die auf AB m 
D errichtete Senkrechte den Kreis trifft. 

Lösung: (R. K.). 

{51) Joum. 616m. Xu, 39. 

23. An einen Kreis ist in dem Endpunkt B des Durch- 
messers AB eine Tangente gelegt, welche von einer an den Kreis 
in dem beliebigen Punkt M gelegten Tangente in G getroffen 
wird; gesucht wird der Ort des Durch Schnittspunktes I von OM 
und der Senkrechten auf BG in C (identisch mit No. 24). 

Lösung: (G.). 

{163) Joum. a6m. XIV, 361. 

24. Gegeben ist der Kreis mit dem Durchmesser AGB 
und der Tangente AT] die Tangente in einem Punkt G des Kreises 
trifft AT in D] und die Parallele durch D zu AB trifft OC in 
P. Gesucht wird der Ort für P, wenn sich G auf dem Kreise bewegt. 

Lösung: (B. K). 

{3^0) Mathesis. XVIII, 200. 

25. Gegeben Kreis K mit dem Durchmesser AB und der 
Tangente AL] man konstruiert eine unendliche Menge von Kreisen 



*) Ist ein Brennpunkt eines Kegelschnitts der Mittelpunkt eines 
Kreises und seine Hauptachse der Badius desselben, so kann man un- 
endlich viele Dreiecke m den Kreis beschreiben, deren Seiten den Kegel- 
schnitt berühren. In allen Dreiecken ist die Summe der Quadrate der 
Seiten konstant. Fühbmann. 
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K\ welche durch Punkt K gehen und AL berühren. Einer der 
Durchschnittspunkte von K und K' sei M\ in M werde an K 
eine Tangente gelegt, welche JT' in J trifft. Der Ort von I wird 
gesucht. 

Lösung: (G.). 

{164) Joum. 616m. XIV, 361. 

26. Eine gegebene Gerade AB werde von einem Kreise K 
in A berührt; eine Senkrechte auf AB in A treffe den Kreis in D. 
Von dem festen Punkt P auf AB zieht man an JT die Tangente 
PJJ, welche eine Parallele durch D zxi AB in I trifft. Gesucht 
wird der Ort des Punktes 2", wenn sich der Kreis verändert. 

Lösung: (G.). 

{166) Journ. 616m. XIV, 362, 

27. Gegeben ist ein Kreis (Radius r) mit dbn zueinander 
senkrechten Durchmessern AA' und BB'] B sei die Projektion 
eines beliebigen Punktes C des Kreises auf BB\ Gesucht wird 
der Ort des Durchschnittspunktes M der Geraden OC und AB. 

Lösung: (R. K.). 

{321) Mathesis. XVm, 200. 

28* In einem gegebenen Kreise sind zwei zueinander 
senkrechte Radien OA und OB gezogen und von dem auf dem 
Bogen AB beweglichen Punkt M ist MC _L OB gefällt. Gesucht 
wird der geometrische Ort für den Durchschnittspunkt J von OM 
und AC (identisch mit No. 27). 

Lösung: (G.). 

{562) Journ. 616m. XXIV, 26. 

.29, Eine Gerade Cr, ein JTreis K und im Umfange des 
letzteren zwei Punkte A und B sind gegeben. Durch A wird ein 
Strahl gezogen, welcher 6r in Z und K in Y schneidet. Welche 
Kurve hüllt die durch X zu BY gezogene Parallele T ein, wenn 
der Strahl AY variiert? 

Lösung: (G.); (R. K.); (P. G.). 

(978) RuLP XXI, 429. XXH, 194. 

d. Der Ort ist eine Ellipse, 

30. Gegeben Kreis und Durchmesser BQ\ von dem Punkte 
Ay welcher sich auf dem Kreise bewegt, fällt man AB A. PQ und 
schlägt mit AB um A einen Kreis ^ welcher den Kreis in C 
und D schneidet; AB und CD schneiden sich in J; gesucht wird 
der Ort für I. 

Lösung: (G.). 

{217) Journ. 616m. XV, 363. 
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31. Gegeben ein Kreis (0, r) und in demselben der Durch- 
messer AB. Gesucht wird der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte der Preise, welche AB berühren und den Kreis in zwei 
Punkten schneiden, deren Verbindungslinie Durchmesser des be- 
weglichen Kreises ist. 

Lösung: (R. K.). 

{566) Nyt Tidsskrift. XXIV, 27. 

6. Der Ort ist eine Hyperbel. 

33. AA^ und BB' seien zwei zueinander senkrechte Durch- 
messer des Kreises 0, und CC' sei eine mit AA' parallele Sehne. 
Gesucht wird der Ort des Durchschnittspunktes von AC und BC\ 
wenn sich CG' bewegt. 

Lösung: (R. K.). 

(3J2^) Mathesis. XVIII, 200. 

33. Es soll der Ort für die Mittelpunkte M aller Kreise 
bestimmt werden, die einen festen Kreis (Z", r) berühren und eine 
feste Gerade L so schneiden, dafs die abgeschnittene Sehne von 
M aus unter einem konstanten Winkel 2 a erscheint. 

Lösung: (R. K.). 

(1349) Handel XXV, 59. XXVI, 494. 

f. Der Ort ist eine Kurve höherer Ordnung. 

34, Gegeben die Gerade T, auf ihr Funkt A und aufser- 
halb C. Von A werden an alle Kreise, welche durch C gehen 
und T berühren, Tangenten AP gelegt. Gesucht wird der Ort 
von P. 

Lösung: (R. K.). Kurve vom 6ten Grade. 

(206) Weinmeisteb XIII, 34., XIII, 362. 

36,*) Gegeben ein Kreis mit dem Mittelpunkt und eine 
Gerade JD, welche von einer durch gezogenen Geraden in X ge- 
troffen wird; ferner errichtet man in X auf L eine Senkrechte, 
welche den Kreis in Y trifft und zieht durch Y die Parallele zu 
Lf welche OX xa Z schneidet. Gesucht wird der geometrische 
Ort des Punktes Z. 

Lösung: (R. K.). Kurve vom vierten Grade. 

(451) Haag XV, 613. XVI, 271. 

*) Nimmt man statt des Mittelpunktes einen andern Punkt und 
statt L einen Kreis, so erhält man für die verschiedenen Lagen leicht 
diskutierbare Kurven dritten und vierten Grades, darunter die Konchoide. 
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§ 3. Eine Parabel ist gegeben. 

1. Eine Gerade 8Ä (y >» mx) dreht sich um den Scheitel 8 
einer Parabel (^ «== ^P^^ Brennpunkt JP); von Ä^ dem Durch* 
Schnittspunkte von SÄ und der Parabel f&llt man ÄP senkrecht 
auf die Scheiteltangente; D sei der Durchschnittspimkt der 
Directrix und Achse, l) PD und A8 schneiden sich in IL 
2) PF und AS schneiden sich in N. 3) PQ±ÄS. 4) PQ sei über 
Q um sich selber verlängert bis B. Zu beweisen, dafs 1) M eine 
Hyperbel, 2) N eine Ellipse, 3) Q einen Kreis, 4) B eine Strophoide 
beschreibt. 

Lösung: Teils (R. K.), teüs (G.). 

(88) Nouv. Ann. XU, 435. 

2, Den geometrischen Ort der Brennpunkte sämtlicher Para- 
beln zu finden, welche drei gegebene Gerade berühren. 

Lösung: Kreis. (G.); (P. G.). 

(128) ScHLÖMiLCH XI, 433. Xn, 358. 

8«*) Den geometrischen Ort der Brennpunkte . sämtlicher 
Parabeln zu finden, welche durch drei gegebene Punkte gehen. 
Lösung: Kurve achter Ordnung. (R. K.). 
(181) KiEHL XII, 181. Xm, 200. 

4, Gegeben eine Parabel; von einem Punkt derselben fällt 
man auf die Directrix die Senkrechte MC und von C auf den 
Radiusvektor FM die Senkrechte CA, Gesucht wird der Ort 
für A. 

Lösung: Kreis. (G.). 

(161) Journ. iUm, XIV, 361. 

6, Gegeben eine Parabel^ durch den Durchschnittspunkt 
der Directrix und Achse zieht man eine Sekante OAB; C sei die 
Mitte der Sehne AB*^ 2) sei die Projektion von C auf die Direktrix; 
femer sei DQ- J^ OAB] gesucht wird der Ort von G. 

Lösung: Kreis. (G.). 

(16J2) Journ. 616m. XIV, 361. 

6, Gegeben eine Parabel y^ «= 2px mit dem Scheitel S] auf 
der Achse nimmt man den Punkt D so, dafs SD ^^ 2p ist; eine 
Senkrechte auf SD in D trifft die Parabel in C; auf CD nimmt, 
man den beliebigen Punkt B an und zieht durch B eine Parallele 
zur Achse, welche die Parabel in A trifft Gesucht wird der Ort 



*) Besonderer Fall der Aufg. 8. Art. 810 in Salmon- Fiedler: AnnaL 
Geom. (8. Aufl.). 
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ftLr den Mittelpunkt des nm SAB beschriebenen Kreises, wenn B 
die Gerade CD durchläuft. 

Lösung: Parabelachse. (G.). 

{212) Joum. mm. XV, 361. 

7* Ein Dreieck bewegt sich so, dafs sich zwei seiner Ecken 
auf den Tangenten einer Parabel befinden, während die Verbin- 
dungslinie derselben selbst Parabeltangente ist. Es soll bewiesen 
werden, dafs der Ort der dritten Ecke eine gerade Linie ist (resp. 
vier gerade Linien), wenn sich das bewegliche Dreieck ähnlich bleibt. 
Lösung: (G. 3); auch durch (P. 6.) und (R.) ausführbar.*) 
(520) Sporbr XVI, 357. XVII, 31. 



§ 4. Eine Ellipse ist gegeben.*"^) 

!• Für eine Ellipse sei a die grofse, h die kleine Halbachse 

und zur Abkürzung Ya^ + 5* = c; durch einen Ellipsenpunkt P, 
dessen Centralvektor r heissen möge, ist die zugehörige Ellipsen- 
normale gelegt, welche die grofse Achse in Q, die kleine in B 
schneidet; endlich hat man zwischen Q und B den Punkt S so ein- 
geschaltet, dafs die Strecke PS=^s das geometiische Mittel zwischen 
PQ und PB bildet.***) Unter dieser Voraussetzung ist erstens 

wenn zweitens P die Ellipse durchläuft, so beschreibt 8 einen 
Ereis, welcher mit der Ellipse konzentrisch ist und den Radius 
a — h besitzt. 

Beide Sätze zusammen liefern eine einfache Konstruktion des 
Punktes 8. 

(80) ScHLÖMiLCH X, 197. X, 349. 

2* Gegeben ist eine Ellipse mit dem Mittelpunkt 0, F sei 
ein Brennpunkt, M sei der Berührungspunkt einer Tangente, auf 
welche die Senkrechte FP^ geföllt ist; eine durch zu MF ge- 
zogene Parallele treffe P^F in P, Zu beweisen, dafs der Ort fttr 
P ein Eteis ist. 

Lösung: (G.). 

(215) Tidsskrift. XV, 363. 

*) Im dritten Beweise ist mit Ausnahme von Zeile 2 Qberall „JP*^ 
statt ,3** zu lesen. 

*♦) VergL G. § 8 Nr. 3, 6, 21. 

**^ Trägt man das geometrische Mittel zwischen PQ und PB auf 
der Normale Ton P aus nach entgegengesetzter Richtung bis 8' ab, so 
dals P8' aufserhalb der Ellipse hegt, so spielt der Punkt 8' eine ähn- 
liche Bolle wie 8. Durchläuft P die Ellipse, so beschreibt S' einen 
Kreis, der mit der Ellipse konzentrisch ist und den Radius a -^ h 'besitzt. 
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3, a) Die Seiten aller in eine Ellipse eingeschriebenen Drei- 
ecke gröÜBten Flächeninhalts berühren eine zweite der ersten ähn- 
liche und ähnlich liegende Ellipse, deren Achsen halb so grofs sind 
wie die der ersten, und werden durch die Berührungspunkte halbiert 

b) Die Mittelpunkte der Umkreise aller dieser Dreiecke liegen 

auf einer Ellipse, deren Gleichung ist: a^x^ + 5*y* "^ ieC^* — ^*)*- 

c) Die Grebe'schen Punkte aller dieser Dreiecke liegen auf 

einer Ellipse, deren Gleichung ist: a*y* + l^a? «= . , , , , , - 

Lösung: a) (P. G.); (K. M); b), c) (R. K). 

(898) Stoll XX, 511. XXI, 273. 

4.*) Ein Durchmesser AA' ^=^ 2 a einer Ellipse (Achsen 
2 a und 2 2)) ist der GröCse und Lage nach gegeben, sein kon- 
jugierter 2 h' nur der Gröfse nach. Den Ort der Brennpunkte F 
und F' zu finden. 

Lösung: Cassinische Linie. (G.). 

{87) Journ. 616m. Xu, 435. 

5. Welches ist der geometrische Ort aller Punkte, denen 
die Eigenschaft zukonmit, dafs die von ihnen auf eine Ellipse ge- 
fällten Normalen vier harmonische Strahlen bilden? 

Lösung: Kurve sechster Ordnung. (R. K.). 

(1158) KoscH XXIII, 591. XXIV, 339. 



§ 5. Eine Hyperbel ist gegeben. 

1* Gegeben ist ein bei rechtwinkliges Dreieck AOB\ man. 
betrachtet alle Hyperbeln, welche durch die Punkte A und B 
gehen und deren Asymptoten parallel den Seiten OA und OB sind. 

1^ Die allgemeine Gleichung dieser Hyperbeln aufzustellen. 

2) Die Gleichung des Ortes für die Scheitel dieser Hyperbeln 
aufzustellen und diesen Ort zu konstruieren. 

3) Wenn man einen Punkt P auf dem gefundenen Ort an- 
nimmt, diejenige der betrachteten Hyperbeln zu konstruieren, welche 
einen Scheitel in P hat; und zu untersuchen, auf welchem Teile 
des Ortes P liegen mufs, damit A und.f entweder ein und dem- 
selben Zweige oder beiden Zweigen dieser Hyperbel angehören. 

(i7i) Nouv. Ann. X, 110. — 

flu' i/' 

3. Gegeben die Achsen-Gleichung -^ — ^^=s\ einer Hyperbel 
und die Koordinaten (|k, v) eines Punktes M ihrer Ebene. Durch 

*) Sucht man den Ort für eine Hyperbel, wo die GrÖfse des kon- 
jugierten imaginären Durchmessers gegeben ist, so erhält man die- 
selbe Kurve. 
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den Funkt M sind zwei Tangenten an die Hyperbel gezogen, 
welche sie in den Punkten A und B berühren; die Gleichung des 
Kreises zu finden, welcher durch die Punkte A und B und den 
Mittelpunkt der Hyperbel geht. Dieser Kreis schneidet die 
Hyperbel in zwei Punkten C und D, welche von A und B ver- 
schieden sind; die Gleichung der Geraden CD zu finden. Wenn 
der Punkt M eine Gerade der Ebene beschreibt, so werden den 
verschiedenen Lagen des Punktes M verschiedene Lagen der 
Geraden CB entsprechen; welches ist der Ort der Fufspunkte der 
Perpendikel, welche vom Mittelpunkt der Hyperbel auf diese Geraden 
geföllt sind? 

{21^ Nouv. Ann. X, 111. — 

3. l) Gegeben ist in einer Ebene eine Gerade P und ein 
Punkt F auTserhalb derselben in einer Entfernung a von dieser 
Geraden. Die allgemeine Gleichung der Hyperbeln aufzustellen, 
welche den Punkt F zu einem ihrer Brennpunkte und die Gerade 
P zu einer ihrer Asymptoten haben. 

2) Vom Mittelpunkt einer jeden dieser Hyperbeln fällt man 
auf die Gerade P eine Senkrechte, welche man bis zu ihrem 
Durchschnitt M mit der dem Brennpunkt F entsprechenden Leit- 
linie verlängert; die Gleichung der Kurve zu finden, welche ein 
Ort der Punkte M ist und die Lage dieser Kurve zu bestimmen. 
. 3) Die Gleichung der Projektionen des Brennpunktes F auf die 
zweite Asymptote einer jeden der betrachteten Hyperbeln aufzustellen. 
{15^ Nouv. Ann. X, 355. — 

4. Auf einer gleichseitigen Hyperbel x^ — ^^ = o^ ist der 
Punkt P (m, n) gegeben, während A und B die Endpunkte eines 
beweglichen Durchmessers sind. Gesucht wird der geometrische 
Ort für den Umkreismittelpunkt von ABP. 

Lösung: Gleichseitige Hyperbel. (E. K.). 

(574) Nyt Tidsskrift XXIV, 191. 

6. Gegeben sind zwei gleichseitige Hyperbeln, welche die- 
selben Asymptoten haben. Ein veränderliches Dreieck PQE be- 
wegt sich so, dafs P stets auf der einen Hyperbel liegt, Q und 
B auf der andern liegen und dafs PQ und PE den Asymptoten 
parallel sind. Es soll der geometrische Ort des Durchschnitts- 
punktes der Tangenten bestimmt werden, welche in Q und B an 
der Hyperbel konstruiert sind, auf der diese Punkte liegen. 

Lösung: Gleichseitige Hyperbel, (R. K.). 

(576) Nyt Tidsskrift. XXIV, 191. 

6. a) Der Ort der Mittelpunkte aller in ein Dreieck ein- 
geschriebenen gleichseitigen Hyperbeln ist derjenige Kreis, für 
welchen die Ecken des Dreiecks die Pole der Gegenseiten sind. 
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• 

b) Nur in ein stumpfwinkliges Dreieck kann eine gleick- 
seitige Hyperbel eingeschrieben werden. 

Lösung: Milinowski: Element.-synth. Geom. d* gleichs. Hyperbel 
p. 21 u. 33. 

(1233 ab) Stoll XXIV, 608. — 

7« Der Ort der Mittelpunkte aller gleichseitigen Hyperbeln, 
welche dasselbe Polardreieck haben, ist der Umkreis desselben. 

Lösung: Milinowski: Element.-synth. Geom. d. gleichs. Hyperbel 
p. 33 u. 34. 

(1234) Stoll XXIV, 608. — 



§ 6. Ein Kegelschnitt ist gegeben oder erst zu bestimmes. 

1. Gegeben ein gleichschenkliges Trapez AB CD mit der 
Höhe 2 h^ der halben Summe der Grundlinien 2 a und dem stumpfen 
Winkel a. Man betrachtet alle diesem Trapez umgeschriebenen 
Kegelschnitte. 

1) Die allgemeine Gleichung dieser Kegelschnitte au&ustellen. 

2) Den Ort der Berührungspunkte der Tangenten zu finden, 
welche an einen jeden von ihnen parallel der Seite BC gezogen 
sind, und diesen Ort zu konstruieren, nachdem nachge wieseif ist, 
dafs die Seite BC demselben angehört. 

3) Wenn ein Funkt dieses Ortes gegeben ist, die Art des 
dem Trapez eingeschriebenen Kegelschnittes zu untersuchen, welcher 
durch diesen Punkt gehi 

{18^ Nouv. Ann. X, 110. — 

2. Ein der Gestalt und Gröfse nach gegebener Kegelschnitt 
bewegt sich so, dals jeder seiner Brennpunkte auf einer gegebenen 
Geraden bleibt. In jeder Lage zieht man an den Kegelschnitt 
Tangenten parallel der Geraden, welche der eine Brennpunkt be- 
schreibt. Den Ort der Berührungspunkte zu bestimmen. 

{20^) Nouv. Ann. X, 111. — 

3« Man betrachtet alle Kegelschnitte, welche einem bei A 
rechtwinkligen Dreieck ABC so umgeschrieben sind, dafs die in 
B und C an diese Kegelschnitte gelegten Tangenten sich auf der 
Höhe des Dreiecks schneiden. Gesucht wird: 

1) Der Ort des Durchschnittspunktes der Normalen, welche 
in B und C an diese Kegelschnitte gelegt sind. 

2) Der Ort der Mittelpunkte dieser Kegelschnitte; zu unter- 
scheiden sind die Punkte des Ortes, welche Mittelpunkte der 
Ellipsen sind, von denen, welche Mittelpunkte der Hyperbeln sind. 
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3) Der Ort der Pole irgend einer Geraden D. Dieser Ort 
ist ein Kegelsclinitt; zu untersuchen sind alle. Geraden B\ für 
welehe dieser Kegelschnitt eine Parabel ist; und zu suchen ist der 
Ort der Projektionen des Punktes A auf diese Gerade. 

(22^ Nouv. Ann. X, 111. — 

4. In einer Ebene sind eine Gerade LL\ ein Ponkt F und 
ein Punkt A gegeben; man betrachtet alle Kegelschnitte, für 
welche der Punkt F ein Brennpunkt und die Gerade LL* die 
entsprechende Leitlinie ist. Durch den Punkt A zieht man an 
alle diese Kegelschnitte Tangenten, und man verlangt 

1) den Ort der Projektionen des Punktes A auf alle Be- 
rührungssehnen; 

2) den Ort der Berührungspunkte. 

Dieser letztere Ort ist ein Kegelschnitt; man soll untersuchen, 
von welcher Art er je nach der Lage des Punktes A ist, und für 
eine gegebene Lage dieses Punktes durch einfache Konstruktionen 
eine Zahl von Punkten und Tangenten zu erhalten suchen, welche 
hinreichend sind, um den Kegelschnitt zu bestimmen. 

(14^ Nouv. Ann. X, 354. — 

5* Von einem Kegelschnitt mögen F und Q die Brennpunkte 
sein, P bedeute einen beliebigen Peripheriepunkt, Q den Mittel- 
punkt des in das Dreieck FGF beschriebenen Kreises; es soll nun 
untersucht werden, welche Kurve der Punkt Q beschreibt, sobald 
P den gegebenen Kegelschnitt durchläuft. 

Femer soll eine gleiche Untersuchung angestellt werden über 
die Mittelpunkte der drei Kreise, welche je eine Seite des Drei- 
ecks FGF und die Verlängerungen der beiden andern Seiten 
berühren. 

Die Aufgabe läfet sich noch dahin verallgemeinem, dafs man 
statt der Brennpunkte F und G zwei andere feste Punkte nimmt, 
welche auf der Hauptachse des Kegelschnitts und in gleichen Ent- 
fernungen von dessen Centrum liegen. 

Lösung: (R. K.). 

(60) SoHLÖMiLCH IX, 285. X, 416—418.. 

6« Von einem beliebigen Punkte P sind an einen gegebenen 
Kegelschnitt Tangenten gelegt, deren Berührungspunkte Q und B 
heifsen mögen, femer bezeichne 8 den Eufspunkt der Senkrechten 
von P auf QB^ also die Projektion des Pols auf seine Polare. 
Durchläuft nun P eine bestimmte Linie, so wird 8 eine gewisse 
andere Linie beschreiben, deren Natur untersucht werden soll. 

Da der Ort von 8 meistens zu den Kurven höherer Grade 
gehört, so mögen folgende einfache Fälle untersucht werden. 

a) Ist der Kegelschnitt eine Parabel, und der Weg von P 
parallel 2u deren Directriz, so beschreibt 8 einen Kreis, dessen 
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Centmm im Brennpunkte liegt, und dessen Badius gleich ist dem 
Abstände des Polwegs von der Directrix. 

b) Der Kegelschnitt sei zweitens eine Ellipse mit den Brenn- 
punkten i^, G^ und es beschreibe P eine Gerade, welche durch 
den Mittelpunkt der Ellipse geht und deren Peripherie in den 
Punkten H, I schneidet; die Projektion S bewegt sich dann auf 
einer gleichseitigen Hyperbel, welche mit der Ellipse koncentrisch 
ist und durch die vier Punkte Fj G, H, I geht. 

Bezeichnet a die grofse, h die kleine Halbachse der Ellipse, 
h deren Halbparameter, e ihre lineare Excentripität, y den Winkel 
zwischen a und dem Polwege jB"J, femer d den Winkel zwischen 
a und der oberen Hyperbelasymptote, endlich c^ die Halbachse der 
Hyperbel, so gelten die leicht konstruierbaren Formeln 

tan ^ = jr tan y , a^ = e Ysin. 2 d. 

Im speziellen Falle tan y = — wird d = 45^ und a^ der 

Gröfse und Lage nach identisch mit e. 

Für die Hyperbel bestehen ähnliche Sätze wie für die Ellipse. 

Lösung: (R. K.). 

(81) ScHLÖMiLCH X, 198. XI, 268. 

7« a) Die drei Paare von Punkten, in welchen die Seiten 
eines vollständigen Vierecks von einer Geraden geschnitten werden, 
bilden bekanntlich eine Involution. Bückt die Gerade parallel 
weiter, so ist der Ort der bezüglichen Centralpunkte eine dem 
Viereck umschriebene Hyperbel. 

b) Für jede Hyperbel giebt es zwei verschiedene Scharen 
von Geraden, durch die sie erzeugt werden kann. Den beiden 
Scharen gehören auch die Asymptoten an. In einem Viereck, 
dessen Gegenseiten senkrecht aufeinanderstehen, ist die Hyperbel 
gleichseitig. 

c) Der Ort der Mittelpunkte aller möglichen Hyperbeln ist 
ein dem Dreieck der Diagonalpunkte umschriebener Kegelschnitt. 
Bei konvexen Vierecken ist er eine Hyperbel, bei konkaven eine 
Elb'pse, bei einem Viereck mit senkrechten Gegenselt<en ein Kreis. 

d) Der Mittelpunkt des Kegelschnitts in (c) ist der Punkt, 
in dem sich die Verbindungslinien der Mitten der Gegenseiten des 
Vierecks schneiden. ''• 

Lösung: (P. G.); (K. M.). N 

(989) Glaser XXI, 520. XXII, 270, 516 Berichtigung 

8. a) Teilt man in einem Kegelschnitt die auf der Haupt- 
achse senkrecht stehenden Sehnen nach dem goldenen Schnitt, 
liegen die Teilpunkte auf einem neuen Kegelschnitt derselben Art, 
welcher mit dem gegebenen die Hauptachse gemein hat. 
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b) Teilt man die durch den Scheitel eines Kegelschnitts ge- 
zogenen Sehnen nach dem goldenen Schnitt so, dafs der gröfsere 
Abschnitt demselben anliegt, so liegen die Teilpnn^te auf einem 
ähnlichen Kegelschnitt. 

Lösung: (G.); (K. M.). 

(909) RüLP XX, 594. XXI, 349. 

9. Welchen Ort beschreibt der Schwerpunkt S des in eine 
Kurve ü. 0. konstruierten Dreiecks ABG, wenn sich C auf der 
Kurve bewegt? 

Lösung: Eine Kurve, die mit der ersten in der Ähnlichkeits- 
lage sich befindet. (G.) 

(1009) Meyer XXH, 26. XXII, 433. 

|.0. Wenn der eine Brennpunkt F einer veränderlichen 
Kurve IL 0., welche stets die Seiten eines Dreiecks ABC berührt, 
eine durch A und B gehende Kurve IE. 0. X durchläuft, dann 
bewegt sich der andere Brennpunkt F' auf einer ebenfalls durch 
A und B gehenden Kurve 11. 0. X\ welche in besonderen Fällen 
mit X zur Deckung kommt. — Beschreibt hingegen F eine durch 
A , B und C gehende Kurve IE. 0., dann durchläuft F' eine Gerade. 

Lösung: (P. G.); (K. M.). 

(1096) Meyer XXIII, 50. XXIII, 429. 



§ 7. Physikalische Gesetze sind zn beachten.*) 

!• Auf einem ebenen Felde hört man den Knall des Ge- 
wehrs und das Einschlagen der Kugel in die Scheibe zu gleicher 
Zeit. Den Ort des Hörers zu finden. 

Lösung: Hyperbel. 

(167) Educ. Times. XIV, 362. 

2. Von einem Schiefsstande A wird gleichzeitig nach den 
Scheiben B und C gefeuert (AB = r^^ AG = r^). Die Geschofs- 
geschwindigkeiten seien resp. v^ und V2. Auf welcher Kurve liegt 
Ay wenn das Einschlagen des einen Geschosses um t Sekunden 
früher in A gehört werden soll, als das des anderen? 

Lösung: Kurve vierter Ordnung. Ist t^i = ^2, ©ine Hyperbel. 

(368) SiEVEBs XV, 125. XV, 436. 

3. Auf welcher Kurve bewegt sich ein Punkt P, wenn er 
von zwei Lichtquellen A und B verschiedener Intensität immer 
dieselbe Lichtmenge empfängt? 

Lösung: Kugel. (G.) 

(369) SiBVERS XV, 125. XV, 437. 

*) Vergl. J § 2 Nr. 3, 8, 9. - 
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4« In einer vertikalen Ebene sind zwei Punkte A nnd B 
gegeben. Es soll der geometrische Ort aller Punkte P bestinunt 
werden, denen die Eigenschaft zakommt, daCs die VerbindnngRlinien 
PA und PB von einem Massenpunkt in gleicher Zeit durehMLen 
werden. 

Lösung: Gleichseitige Hyperbel. (G. 2); (B. E.). 

(1170) KoscH XXIV, 23. XXIV, 449. 



n, Umliüllimgskurven.*) 

1* Ein fester, auf der Peripherie eines Kegelschnitts üben- 
der Punkt sei der Scheitel eines Winkels, dessen Schenkel die 
Kurve auüser in noch in P und Q schneiden. Wenn sich nun 
der Winkel um den Punkt dreht, ohne seine GröDse sa &ndeni, 
so bewegt sich die Sehne PQ so, daCs sie immer einen zweiten 
Kegelschnitt berührt**) (VergL No. 2.) 

Beweis synthetisch. 

(51) ScHLÖMiLCH IX, 22. X, 115—118; X, 412. 

£• Eine Kegelschnittssehne bewege sich so, daCs ne an 
einem festen Peiipheriepunkt einen Winkel von unyerSnderlicher 
6r5fee spannt. Welche Kurve wird von ihr eingehüllt und welche 
8&tie erhSlt man aus dem Eigebnis mittelst K<^lineation und Kor- 
relation? (VergL No. 1.) 

L58ung: Kegelschnitt (P. G. 2). 

(811) WmaiEiSTKR XIV, 357. XV, 118. 

3« Der Mittelpunkt eines Kreises von kimstantem Badios 
bewegt sich in seiner Ebene auf dem Umfange eines festen Kreöses 
0\ Zu suchen die Umhülhangskorve der Polären eines toBbai 
Punktes P in Beiug auf den Kreis O. 

i^4^ Nouv. Ann. X, 112. — 



*) VeigL G § S Nr. 17, 23, 24. § 3 Nr. 12, § 4 Kr. 9. GH Nr. 4 
und J S 8 Nr. 9. 

^ Die ünteraodran^ des K^geLschnitti führt lu dem Satae: Bewegt 
dch ein konitaater Wii&el mit seinem Schdtel im Bieniipqiikte eines 
Kegielschmtfes, eo echaeideB 8aae Sehttkel den Kegebchnitt im vier 
Paakteii, ird^e ein demielben eiaMehiiebeBes Viereck büdea, de«ai 
g«g|i»iüberliegeiide Seiten einen und denedben K«gidaduati bei^iliiea. 
Han «ryUt alao twei E<«el«ehnitte, irekhe nur für den fUl idenÜBdi 
weiden, ab der kcyastante Winkel gldi^ euMm Bechtea wird. Vei]^ 
Fdedleb: DanMlende QeMMtrie. 1871. p^ 110; fener P<»cim: IVwde 
lies pnopr. jpr^ 4es fi§. S<«t IV, Cinp^ t Art. 453, 457, 4ei, 480-^183, 
486, 4$1. Bcior und XaaMKibrift d, Bed. X, U7— 118; X, 412. 
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4. Ein centrischer Kegelschnitt A(x — w)^ + J5 (y — vY = 1 
werde parallel za sich selbst so verschoben, dafs seine Achsen 
tmyerändert bleiben und sein Mittelpunkt uv eine feste Gerade 
Mu + Nv = L durchlaufe. Welche Kurve berühren die zum 
Koordinatenanfangspunkt gehörigen Polaren? 

Lösung: Parabel. (B. K.). Erörterung eines Spezialfalles. 

(112) ScHLÖMiLCH XI, 272. Xn, 196. 

6. Ein centrischer Kegelschnitt Äa? + By^ = 1 dreht sich 
um seinen Mittelpunkt. Welche Kurve wird von den Polaren 
eines festen Punktes gh berührt? 

Lösung: Centrischer Kegelschnitt und zwar Hyperbel, wenn 
der rotierende Kegelschnitt eine Ellipse ist, und umgekehrt. Für 
^ = — A wird die erhaltene Kurve ein Kreis. (E. K.). 

(113) ScHLÖMiLCH XI, 272. xn, 197. 

6. Ändert ein centrischer Kegelschnitt -4aj* + By^ = 1 
seine Achsen so, dafs deren geometrisches Mittel konstant bleibt 
(J.J? = C*), so berühren die Polaren eines festen Punktes gh 
eine koncentrische gleichseitige Hyperbel. 

Lösung: (R. K.). 

(114) SCHLÖMILCH XI, 273. xn, 197. 

7.^) Der Mittelpunkt eines Kreises uv durchlaufe eine feste 

Ellipse (.— 1 + (t-) =1? während seine Peripherie immer durch 

den Ellipsenmittelpunkt geht; die Polaren eines festen Punktes gh 
berühren alsdann einen Kegelschnitt, welcher eine Ellipse, Parabel 
oder Hyperbel darstellt, je nachdem der Pol innerhalb, auf oder 
aufserhalb der gegebenen Ellipse liegt. 
Lösung: (R. K.). 

(115) SCHLÖMILCH XI, 273. XII, 198. 

8* Bei unveränderter Lage der Achsen durchlaufe der Mittel- 
punkt eines centrischen Kegelschnittes einen festen Kreis; zugleich 
aber werde ihm eine solche Drehung um seinen Mittelpunkt er- 
teilt, dafs seine Hauptachse immer Tangente an diesem Kreise 
bleibe. Gesucht wird die Kurve, welche von sämtlichen Polaren 
eines gegebenen Punktes berührt wird. 

(162) Capbllb XII, 202. — 

*) Diese Untersuchungen Nr. 4 — 7 gestatten eine weitere Ausfüh- 
rung, wenn die in den vorigen Beispielen angegebenen oder ähnliche 
Änderungen des Kegelschnitts gleichzeitig vorgenommen werden. Man 
könnte nämlich den Mittelpunkt des Kegelschnitts längs einer Kurve G 
fortrücken lassen, dabei dem Kegelschnitt eine Drehung erteilen (etwa so, 
daSs seine Hauptachse immer Tangente an C bleibt), und endlich die 
Kegelschnittachsen nach einem bestimmten Gesetze ändern. Jedenfalls 
werden sich durch passende Wahl der Leitkurve C u. s. w. auch hier 
einfache S&tze finden lassen. Schlömilch XI, 274. 

Anfgabensammlimg a. Zeitsclir. f. math. tu nat. Unterr. 2 1 
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9. Drei koncentrische Kegelschnitte Aij? + -ß^* =* 1 + A; (l), 
Ax^'\-By^ = \ (2) und Ax^ -^ By^ = ^^Tk ^^^ ^^ gegeben 

(X; ist eine beliebige absolute Zahl). Von einem Punkt P yon (l) 
sind die Tangenten PT^ und PT^ an (2) gezogen; p sei der Ab- 
stand des Poles von der Polare T^T^^ q die Entfemnng des 
Kegelschnittcentrums von ^1^2« ^^t^ ist p^^kq und T^T^ be- 
rührt (3). 

Lösung: (R. K.). 

(208) ScHLÖMiLCH Xni, 34. Xin, 363. 

10, Eine Gerade AD schneidet zwei Kreise K und K' so, 
dafs die abgeschnittenen Sehnen AB und CD einander gleich 
sind; gesucht Ayird die ümhüllungskurve der Geraden AD. 

Lösung: Parabel. (G.). 

(84b) Jonm. 616m. XU, 434. 

!!• Welches ist die ümhüUungskurve der Polaren eines 
festen Punktes als Pol in Bezug auf einen Kreis, der auf der 
Peripherie eines festen Ejreises rollt? 

Lösung: Ellipse, Parabel oder Hyperbeli je nachdem der Pol 
innerhalb, auf der Peripherie oder aufserhalb des Hülfskreises 
Hegt. (R. K.). 

(209) BuDDE Xm, 34. Xin, 363. 

12, Auf der Seite AB eines Dreiecks ABC ist ein fester 
Pnnkt D und auf AC ein fester Punkt E gegeben, durch welche 
b und c immer gehen sollen. Welche Kurve berührt a, wenn. 
AABC gedreht wird? 

Lösung: (G. 2); auch leicht durch (K. M.) ausführbar. Kreis. 
(493) Adami XVI, 205. XVT, 501. 

13, Dreht sich ein rechter Winkel um den Mittelpunkt eines 
Kegelschnitts, so bestimmen dessen Schenkel anf dem Kegelschnitt 
Sehnen, die einen Kreis umhüllen. 

Beweis: (R. K). 

(723) Sporer XVm, 505. XIX, 270. 

14, Durch einen Punkt einer Seite eines Dreiecks wird eine 
Transversale so gezogen, dafs sie in jenem Punkt halbiert wird. 
Welche Kurve umhüllt die Transversale, wenn der Punkt die 
Seite der ganzen Länge nach durchläuft? 

Lösung: Parabel. (K. M.); (P. G.). 

(1137) Stbckelberg XXm, 430. XXIV, 185. 

16« Welche Kurven umhüllen alle Euler'schen Geraden MSR 
unter der Bedingung, dafs zwei Ecken eines Dreiecks fest bleiben 
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und die dritte Ecke sich auf einer Geraden bewegt? (Einem 
Punkte M entsprechen zwei Funkte S und 8^^ während einem 8 
nur ein entspricht.) 

Lösung: Kurve vierter Ordnung. (R. K.). 

(1321) BÖKLB XXV, 613. XXVI, 274. 

16* Ein Winkel von konstanter Gröfse dreht sich um seinen 
Scheitelpunkt 8 und seine Schenkel treffen einen Kreis in den 
Punkten A und B^ sowie A^ und B^, Welchen Ort umhüllen die 
Geraden AB und A^B^"^ 

Lösung: (P. G.).*) 

(1015) Meyer XXÜ, 105. XXII, 504. 



*) In der Lösung ist nur die Enveloppe der Geraden Ä B und Ä^ B^ 
in Betracht gezogen und dadurch ein Kegelschnitt K^ erhalten. Man 
hätte auch die Enveloppe von AB^ und A.B suchen können und so 
nach derselben Methode einen zweiten Kegelschnitt K^ erhalten. Ana- 
lytisch gestaltet sich die Lösuug folgendermafsen: Es sei /Sitf Abscissen- 
achse und die in M darauf errichtete Senkrechte Ordinateuachse; femer 
sei ^ A8B ^tp, -^BSM ^ -ö-, -^ ASM-=^^ =^» + tp. Dann sind 
die Gleichungen von AB und A^Bii 

y X 1 

isin-ö- cos-ö- +sin-ö' Vr« — X* sin -a-« — Xsin-Ö-* H-cos-ö- j/r*— X'sin-Ö-* 1 =0 
Xsin-ö-'cos-e-'isin-Ö^Vr* — X^sin-Ö«'» — Xsin-e^^icos-ö-' V»**— ^t^sin-Ö^* 1 

wo für AB das obere, für A^Bi das untere Zeichen zu nehmen ist. 
Entwickelt man die Determinante fux AB und entfernt die Irrationali- 
täten, so erhält man eine Gleichung 4ten Grades; dieselbe Gleichung 
erhält man aber auch, wenn man die 2te Determinante entwickelt, weil 
dann die Biformität der Wurzeln verschwindet. Diese Gleichung des 
4ten Grades in x und y ist also das Produkt der Gleichungen von AB^ 
AiB^, ABl ^^d AiB^ bildet man ihre derivierte Gleichung nach & und 
eliminiert ^, so mufs das Produkt der Gleichungen der Kegelschnitte 
K^ und K^ herauskommen. Da man aber bei der Ausführung der Bech- 
nung das entwickelte Produkt erhält, so hat es den Anschein, die 
Enveloppe sei eine Kurve 4ter Ordnung. Stell. 
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Kegelschnitte und höhere 

Kurven. 



L Kegelsclmitte*). 

§ 1. Pnnktreihen nnd StraUeiibfischel. 

1* Die Schnittpunkte Ä und B eines Kreises (Mittelpnnkt 0, 
Badius r) und einer Geraden sind mit einem dritten Ponkte C 
des Kreises verbunden. Dreht man die Sekante nm irgend einen 
ihrer Punkte, z. B. P, welcher durch PO = d gegeben ist, so 
durchläuft bekanntlich das Paar der Yerbindungssehnen einer 
Strahleninvolution. Die Potenz dieser Involution ist zu bestimmen. 

Auflösung: (G. T.); c = J^-**) 

(609) KoBER XVII, 365. XVm, 127. 

2. Die Potenzen Cj, c^, Cj der drei durch vier Strahlen be^ 
stimmten Strahleninvolutionen sind der Bedingung c^ + c^ + (^ 

H 1 1 = 2 unterworfen. 



*) Yergl. Erler: Die Kegelschnitte in synthetischer Behandlung. 
Vin, 99 — ISO. Martus: Bestimmung der Krümmungsradien. XX, 321 
bis 826, ferner Bazzala (XXI, 19), Haluschka (XXI, 189), Strübinö (XXI, 
266), Hildebrandt (XXI, 576), Beiträge zur Eegelschnittslehre und 
Schlömilch: Über die Krümmungskreise der Kegelschnitte XXII, 161 bis 
168. y. Jbttmar: Ein Kapitel aus der analytischen Qeometrie des ebenen 
Dreiecks XXY, 481 — 497. Thieme: Zur elementaren Kegelschnittlehre. 
XXV, 676—577. 

**) Die Strahleninvolution ist hyperbolisch oder elliptisch (c ^ 0), 

je nachdem der Drehpunkt aufserhalb oder innerhalb des Kreises liegt 

{d — ** ^ 0); insbesondere gleichseitig-hyperbolisch (c = + l)i wenn 

der Drehpunkt unendlich entfernt ist (d =^ 00); rechtwinklig-elliptisch 
(c «« — 1), wenn der Drehpunkt mit dem Mittelpunkt des Kreises zu- 
sammenfällt ((i = 0); parabolisch (c = 0), wenn der Drehpunkt ein Punkt 
des Kreises selbst ist (d — r = 0). 
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Beweis: Folgt aus dem vorigen Satz in Verbindung mit § 5 
Nr. 21. 

(786) KoBER XIX, 346. XX, 185. 

3. Die Summe der reeiproken Potenzen der drei durch vier 
Punkte bestimmten Punktinvolutionen ist gleich Null. 

Beweis: (E. und G.). Vergl. Finsterbusch: Beitrag zur synth. 
Oeom. eben. Ereissysteme. Progr. d. Bealschule zu Werdau 1888. 

(902) KoBBR und Stoll XX, 512. XXI. 277. 

4c. a) Für die HöhenfaCspunkte des Diagonalendreiseits ist 
in Bezug auf ein vollständiges Vierseit die zugehörige Strahlen- 
involution eine gleichseitig-hyperbolische. 

b) Für die z^ei Schnittpunkte der über den Abständen der 
Gegenecken als Durchmessern beschriebenen drei Kreise ist in Bezug 
auf ein vollständiges Vierseit die zugehörige Strahleninvolution 
eine rechtwinklig- elliptische. 

Beweis: a) Vergl. Schröter: Über eine besondere Kurve dritter 
Ordn. u. eine einfache Erzeugungsart d. allg. Kurve dritter Ordn. 
Math. Ann. Bd. 5 p. 50. 

b) Vergl. Steiner -Schröter: Theorie der Kegelschnitte. § 18. 

(641 a,b) KoBER XVII, 597. — 

6« Das harmonische Mittel h zwischen den n Gröfsen %, 
fl^2 • * * ^« ^st durch die Gleichung ~ == — / 1 1- . . . — j 

definiert. Es sei nun ein fester, aus den Strahlen ÄBj^^ ÄB^^ - - ' 
ABn bestehender ebener Strahienbüschel gegeben und aufserdem 
ein fester Punkt (7; durch letzteren legt man eine beliebige Gerade, 
welche jene Geraden in P^, Pg, • • • P» schneidet, und nimmt auf 
derselben Transversalen den Abschnitt CQ gleich dem harmonischen 
Mittel zwischen CPi, CP^, ••• CP«; dreht sich nun die Trans- 
versale um (7, so beschreibt Q eine durch A gehende Gerade. — 
Um letztere rasch zu konstruieren, errichte man in A senkrecht 
zu AO die beliebige Strecke AD*) und ziehe durch D eine 
Parallele zu AC^ welche AB^^ AB^, u. s. w. in J&i, JEJg» * * ' ^^^ 
AQ in F schneidet; die Strecke BF ist dann das arithmetische 
Mittel zwischen BE^^ BE^y • • • BEn. — Sind diese Sätze synthe- 
tisch beweisbar und läfst sich das allgemeine harmonische Mittel 
durch den alleinigen Gebrauch des Lineals konstruieren? 

(903) ScHLÖMiLCH XX, 512. XXI, 278. 

6. Sind zwei feste Strahlen OA und OB gegeben und be- 
stinoont man zu einem variierenden durch gezogenen Strahl OG 
einen vierten Strahl OC so, dafs OC' und OA harmonisch von 

*) AB braucht nicht senkrecht zu J.C7 gezogen zu werden, sondern 
kann mit AC einen beliebigen Winkel bilden. 
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OC und OB getrennt werden, so bilden OC und OC zwei kon- 
centrische projektivische Strahlenbüschel mit den Doppelstrahlen 
OÄ und OB. 

Beweis: (P. G. 2); (K. M.). 

(1080) RuLP XXII, 595. XXUI, 344. 

7. Entspricht dem Anfangspunkt einer Strecke der Endpunkt, 
dem Endpunkt der Mittelpunkt, dem Mittelpunkt der Anfangspunkt, 
so lassen sich die projektivischen Funktreihen durch Verschiebuxig 

der einen, einerlei nach welcher Seite, um y der Strecke in in- 

volutorische Lage bringen. 

Beweis: (Gr. R.). 

(1114) ßüLP XXIII, 195. XXni, 589. 



§ 2. Die Parabel. 

a. Lehrsätze.^ 

1« Jede durch den Brennpunkt einer Parabel gezogene Sehne 
ist gleich dem Vierfachen des Radius vector, welcher von dem 
Berührungspunkte der Tangente parallel dieser Sehne gezogen ist. 

(19^) Nouv. Ann. X, 111. — 

2« Eine Parabel ist gegeben durch die Leitlinie und zwei 
Tangenten. Errichtet man im Schnittpunkte der Tangenten die 
Senkrechte auf die eine, und fällt vom Schnittpunkte der Senk-' 
rechten mit der Leitlinie das Lot auf die zweite, so schneidei^ 
dieses die erste Tangente im zugehörigen Berührungspunkte. 

Beweis: (R. K.), 

(172) RöLLNER XII, 267. XIII, 123. 

3. Gegeben ist ein Teil eines in eine Parabel y* = 2px^ 
so beschriebenen Polygons, dafs die Projektion einer jeden Seit© 
auf die Direktrix = Je ist; verlängert man nun jede Seite über 
einen Eckpunkt, bis sie die durch den benachbarten Eckpunkt zur 
Achse gezogene Parallele trifft, so sind alle Abschnitte dieser 
Parallelen, welche zwischen dem Durchschnittspunkt und der Parabel 
liegen, einander gleich. 

Beweis: (R. K). 

(^10) Nouv. Ann. XV, 361. 

4« Gegeben ist eine Parabel y* «« 2px mit dem Scheitel Ä 
und auf ihr Punkt JT; die Normale in M trifft die Achse in P 
mid die Parabel zum zweitenmal in N] Q sei die Mitte von MN'^ 

*) Vergl. § 3 Nr. 8 Aomerk.; 17, 34. § 5 Nr. la. 
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auf eine durch Q zm ÄP gezogene Parallele sei die Senkrechte 

MB gefällt, welche ÄP in L trifft; dann ist PB ± MN. 

Beweis: (G.). 

{211) Nonv. Ann. XV, 361. 

5. Zwei zu einander senkrechte Gerade X und Y werden 
von zwei beweglichen Punkten A und B durchlaufen; Ä durch- 
läuft OX mit gleichförmiger Geschwindigkeit a, B dagegen OT 
mit gleichförmig beschleunigter Geschwindigkeit h. Zu beweisen, 
dafs AB stets Tangente an einer Parabel ist. 

Beweis: (G.). 

(86) Journ. 616m. XII, 434. 

6» Von einem Punkt A der Achse einer gegebenen Parabel 
sind an dieselbe die Tangenten AB und AC gezogen; aufserdem 
sind noch zwei beliebige Tangenten DE und FG- gezogen, welche 
AB in D und F, AC in E und G treffen. Dann ist DF=Ea. 

Beweis: (G.). 

(317) Nouv. Ann. XVni, 199. 

7. Durch den Punkt A einer Parabel zieht man die Sehne 
AB, welche gleichzeitig Normale der Parabel in A ist. Eine 
Tangente der Parabel parallel AB berührt die Parabel in D und 
trifft die Direktrix L in (7; dann ist AB =» 4: CD, 

Beweis: (G.). 

(318) Journ. ^lem. XVIII, 199. 

8. 1) In den Punkten M und M' einer Parabel, deren 

Brennpunkt F ist, sind zwei Tangenten gelegt, welche sich in P 

MP^ M' P^ 
schneiden; zu beweisen, dafs ^^ = -^jp-^ ist. 

2) Giebt es einen analogen Satz für die Ellipse und Hyperbel? 

MP^ M.' P^ 

Beweis: (G.). Für die Ellipse wird j^;^ , j^^' ^ MF ^ MF' 

(F und JP' Brennpunkte der Ellipse). 

(214^.^ Journ. 616m. XV, 362. 

9« Von einem Punkt M zieht man an eine gegebene Parabel 
die Tangenten MA und MB^ welche die Parabelachse bez. in Ä 
und B' treffen; dann ist MA : MB = MA' : MB\ 

Beweis: (G.). 

(564) Journ. 616m. XXIV, 26. 

10« Projiziert man jene Stücke der Parabeltangenten, welche 
zwischen einer festen Tangente und der Scheiteltangente gelegen 
sind, auf die letztere, so erhält man lauter untereinander gleiche 
Strecken. 

Beweis: (R. K.) und (G. 3). 

(776) ßüLF XIX, 273. XX, 31. 
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11. Durchläuft ein Punkt P die Scheiteltangente S einer 
Parabel und föllt man von ihm auf seine Polare B eine Senk- 
rechte, so schneidet diese die Achse in einem festen Punkte (7, 
welcher vom Scheitel Ä um p entfernt ist. (jp Entfernung des 
Brennpunktes F von der Leitlinie.)*) 

Beweis: (Gr.) und (R, K.). 

(988) RüLP XXI, 520. XXTT, 269. 

13« Errichtet man im Mittelpunkt M einer Parabelsehne AB 
auf dieser eine Senkrechte, welche die Achse in Q trifft; fällt 
man ferner von M auf die Parabelachse die Senkrechte MN^ so 
ist NQ gleich dem Abstände p des Brennpunktes von der Leitlinie. 

Beweis: (G.); (R. K.). 

(1156) RuLP XXIII, 591. XXIV, 338. 

13« Zieht man durch den Mittelpunkt einer Parabelsehne 
eine zweite Sehne senkrecht zur Achse und beschreibt über der- 
selben als Durchmesser einen Halbkreis, so ist die dem Mittel- 
punkt der ersten Sehne entsprechende Halbkreisordinate gerade so 
grofs wie der Abstand des Endpunktes der ersten Parabelsehne 
von ihrem konjugierten Durchmesser. 

Beweis: (R. K.). 

(1031) RüLP XXII, 198. XXII, 593. 

14. Sind 9, if;, -Ö- die Winkel, welche zwei beliebige Parabel- 
tangenten und ihre Berührungssehne mit der Direktrix bilden, so 
ist tg 9 + tg if; = 2 tg -Ö". 

Beweis: (R. K.). 

(319) Educ. Times. XVIH, 200. 

16« Zieht man von einem gegebenen Punkte P die beiden 
Normalen PA und PB zu einer Parabel, macht PC A^ AB und 
konstmiert den zu C in Bezug auf A und B konjugierten har- 
monischen Punkt D, so ist PD senkrecht zur Achse der ParaboL 

Beweis: (H. B.). 

(83) Nouv. Ann. XII, 434. 

16. Zu beweisen, dals zwei Schnittpunkte zweier Parabeln 
mit gemeinsamer Leitlinie auf dem Mittellot der Verbindungslinie 
ihrer Brennpunkte liegen. 

Beweis: (G.); (R. K). 

(547) Weber XVI, 503. XVII, 286. 

» 

*) Anmerkung: 1) Ein ganz analoger Satz besteht für die Tan- 
genten in den Endpunkten der Achsen \on Ellipsen und Hyperbeln. 

2) Jedes Dreieck, welches aus einer durch den Punkt x '^ p, 
^ xa gehenden Parabelsehne und den beiden Tangenten in den End- 
punkten der Sehne gebildet wird, hat den Scheitelpunkt der Parabel 
zum Höhenschnittpunkt und das Produkt der Höhenabschnitte ist p*, 

(Metes.) 
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17. Wird eine Parabel parallel zu sich selbst so verschoben, 
dafs ihr Scheitel eine feste Gerade durchläuft, so berühren die 
Polaren eines festen Punktes eine Parabel von doppelt so grofsem 
Parameter, aber von entgegengesetzter Lage. 

Beweis: (R. K.) mit Benutzung von Differentialrechnung. 
(161) BüDDB XII, 202. Xm, 32. 



18. Es seien ^i-äg, -ä^-äg, Ä^Ä^^ • • • • Parabelsehnen von 
der Art, dafs der Krümmungskreis an Ä^ die Parabel zum zweiten 
Male in Ä^ schneide, ebenso der Erümmungskreis an A3, Ä^^ 
Ä^ u. s. w. zum zweiten Male bezw. in Ä^, Ä^, A^ u. s. w. Jede 
Sehne begrenzt mit dem Bogen, der ihre Endpunkte verbindet, 
ein Segment. Es soll berechnet werden, in welchem Plächen- 
verhältnis eines dieser Segmente zur Summe der unendlich vielen 
kleineren steht. 

Lösung: (R. K.). Geometrische Reihe. Das Verhältnis ist 1 : 26. 

(147) Weinmeistbr XII, 110. XII, 429. 

19. Zwei Parabeln sind so konstruiert, dafs sie sowohl die- 
selbe Achse als dieselbe Direktrix besitzen, wobei a und h> a 
die Abstände ihrer Brennpunkte von der Direktrix bezeichnen 
mögen« Diese Parabeln schneiden sich in zwei Punkten, deren 
Abscisse das arithmetische Mittel aus a und h ist und deren 
Ordinaten das positiv bez. negativ genommene geometrische Mittel 
aus a und b sind. Die mondförmige Fläche zwischen beiden 
Parabeln beträgt y^ des Rechtecks aus h — a und der gemein- 
schaftlichen Sehne der Parabeln. 

Beweis: (R. K.) und (G.). 

(171) ScHLÖMiLOH XII, 267. XIII, 122. 

30. Es soll der Satz: „Jeder Parabelsektor zwischen zwei 
Brennstrahlen hat halb so grofsen Flächeninhalt, als das ihm zu- 
gehörige gemischtlinige Trapez, welches den Bogen jenes Sektors, 
die aus den Endpunkten desselben auf die Leitlinie geföUten Per- 
pendikel, und das zwischen diesen liegende Stück der Leitlinie zu 
Seiten hat" (Steiner I, Kap. 5, Schlufs) mittelst Affinität erweitert 
werden. 

Beweis: (P. G. 2). 

(223) Weinmeister XIH, 205. XIV, 90. 

21. Betrachtet man immer je zwei Seiten eines gleichseitigen 
Dreiecks ABC als die Tangenten, die dritte Seite als die zu- 
gehörige Berührungssehne, so bilden die drei möglichen konfokalen 
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Parabeln ein krummliniges Dreieck aßy, dessen Fläche ^ des 

gleichseitigen Dreiecks beträgt.*) 
Beweis: (G.). 
(1073) RuLP XXn, 511. XXIII, 266. 

23. Zwei veränderliche Parabeln, deren Achsen parallel smd 
und die Entfernung h haben, liegen so, dafs sie sich in zwei 
Punkten rechtwinklig schneiden. Die Parameter derselben sind zu 
berechnen, wenn die zwischen ihnen liegende Fläche ein Minimum ist. 

Lösung: (R. K.). 

(195) Journ. sp6c. XV, 42. 

23« Drei gerade Linien schneiden sich in den Punkten A, 
Bi C] auf der Geraden AB hat man den Punkt M willktirlich 
gewählt und aus ihm mit dem Radius MC einen Kreis beschrieben, 
welcher CA in P, CB in Q schneidet; durchläuft nun der Mittel- 
punkt M die Gerade AB, so bewegt sich die Gerade PQ so, dafs 
sie immer Tangente an einer Parabel bleibt, welche von den 
Geraden CA und CB in gewissen, noch zu bestimmenden Punkten 
berührt wird. Die Lagen der Achse sowie des Scheitels der 
Parabel sind gleichfalls zu ermitteln. 

Lösung: (G.). 

(77) ScHLÖMiLCH X, 197. XI, 32. 

24« Es sind drei unbegrenzte Gerade gegeben, welche sich 
in den Punkten A^ B, C schneiden; jeder Punkt P der Geraden 
AB wird auf die beiden anderen Geraden CA und CB projiziert, 
wodurch die Punkte Q \md B entstehen; die Gerade QB ist dann 
immer Tangente an einer gewissen ParabeL Nimmt man statt 
des willkürlichen Punktes P den Fufspunkt F der Senkrechten 
von C auf AB und bezeichnet die Projektionen von F auf CA 
und CB mit 6r und H^ so ist GH die Scheiteltangente, F der 
Brennpunkt der Parabel. 

Beweis: (P. G. 3). 

(84) ScHLÖMiLCH X, 350. XI, 107. 

25. a) Von dem Punkte (a, h) lassen sich im allgemeinen 
drei Normalen an die Parabel y^ = 2px ziehen. 

b) Die Schwerpunktskoordinaten |, ri des Dreiecks zu be- 
rechnen, dessen Ecken die Durchschnittspunkte der drei Normalen 
mit der Parabel sind. 

Lösung: a) (R. K.). b) I = y (a — jp); ^ = 0. 
{565) Nyt Tidsskrift. XXIV, 26. 

*) Der Satz ^It für jedes beliebige Dreieck; anfserdem gilt für 
jedes beliebige Dreieck noch die Beziehung Aß CA -^ ByAB -{■ CaBC 
gleich dem parabolischen Dreieck. Steobicanh. 
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26. Bilden die Brennpunkte dreier Parabeln die Ecken und 
die Leitlinien derselben die Seiten desselben gleichseitigen Drei- 
ecks, so berühren sich die Parabeln gegenseitig und die von ihnen 
eingeschlossene Fläche ist ein Drittel von dem Dreieck.*) 

Beweis: (G.); (R. K.). 

(889) RuLP XX, 435. XXI, 192. 

27. Haben zwei Parabeln zwei Tangeuten mit parallelen 
Berührungssehnen gemeinschaftlich, so liegen ihre Brennpunkte in 
einer durch den Schnittpunkt der gemeinschaftlichen Tangenten 
gehenden Geraden, welche mit je einer der Tangenten denselben 
Winkel einschliefst wie die andere mit der beiden Parabeln gemein- 
schaftlichen Achsenrichtung. *^) 

Beweis: (P. L.). 

(1008) RuLP XXII, 26. XXII, 433. 

28. Alle dem Dreieck ABC eingeschnebenen Parabeln haben 
zum gemeinsamen Polardreieck dasjenige Dreieck A' B' C\ das 
entsteht, wenn man durch A^ B, C Parallelen zu bez. BC, CA, 
AB legt. 

Beweis: (G. 2); (K. M. 2). 

(1217) Stoll XXIV, 458. XXV, 187. 

29. Zieht man vom Eckpunkt A des Dreiecks ABC eine 
beliebige Transversale g bis zu ihrem zweiten Schnittpunkt mit 
dem Umkreise und betrachtet letzteren als Brennpunkt einer 
Parabel, die BC von aufsen, CA und AB von innen berührt, so ist 
die Achse dieser Parabel parallel der Winkelgegentransversale von g. 

Beweis: (P. G.)? (G.); (K. M.). 

(1218) Stoll XXIV, 458. XXV, 188. 

30« Je zwei Parabeln, welche die Seite BC des Dreiecks 
ABC von aufsen und CA, AB von innen berühren und so be- 
schaffen sind, dafs je die Achse der einen der Verbindungslinie 
von A mit dem Brennpunkt der anderen parallel ist, schneiden 
sich in vier Punkten, welche zu je zwei auf zwei Geraden liegen, 
die den Winkelhalbierenden des Winkels BAC parallel sind und 
durch den vierten Eckpunkt des Parallelogramms gehen, das man 
erhält, wenn von B eine Parallele zu CA und von C eine Parallele 
zu ^^ gezogen wird. 

Beweis: (G.); (K. M.). 

(1219) Stoll XXIV, 458. XXV, 189. 



*) Ans diesem Satze ergiebt sich die Lösung der Aufgabe: la ein 
gleichseitiges Dreieck drei sich gegenseitig berührende Parabeln zu 
zeichnen, von denen jede von zwei Dreiecksseiten berührt wird. 

**) Zwei Winkelgegenpankte eines Dreiecks sind stets Brennpunkte 
eines in das Dreieck beschriebenen Kegelschnitts. 
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b. Aufgaben*). 

31. Der Scheitel einer gegebenen Parabel sei 0, ihr Brenn- 
punkt F nnd M ein Punkt der Achse; um M als Mittelpunkt ist 
ein Kreis beschrieben, welcher die Parabel in den vier Punkten 
•^1» Aj öl» Q% schneidet, von denen P^ und Pg auf der einen, 
Q^ und Q2 symmetrisch entgegengesetzt auf der andern Seite der 
Parabelachse liegen. Man soll den Kreishalbmesser so v^ählen, 
dafs die Gerade P1P2 (selbstverständlich auch Q^Q^ durch den- 
selben Punkt E geht, in welchem die Parabelachse von der 
Direktrix geschnitten wird. 

Lösung: (R. K.). 

(170) ScuLÖMiLCH XII, 266. XIII, 122. 

32. Einen Kreis zu konstruieren, welcher mit einer Parabel 
zwei gegebene Punkte gemein hat und dieselbe aufserdem noch 
in einem dritten Punkt berührt. 

Lösung: (G.). 

(646) Sporer XVH, 598. XVIII, 354. 

33. In einer Parabel wird eine Sehne AB senkrecht zur 
Achse gezogen. Es sollen die zwei Kreise gezeichnet werden, 
welche diese Sehne und die Parabel doppelt berühren. Welche 
Entfernung mufs die Sehne mindestens vom Scheitel haben, damit 
der zwischen beide gelegte Kreis reell ist? 

Lösung: (R. K.). 

(826) RuLP XIX, 590. XX, 349. 

34. Gegeben zwei Punkte A (pOiPi) und B (x^y^) einer un- 
bekannten Parabel und die Gerade A als ihre Achse; von A und 
B fällt man auf A die Senkrechten AA' und BB'; AB' und 
BA' schneiden sich in (7; eine Parallele durch (7 zu A treffe AB 
in D, so ist D ein Punkt der Scheiteltangente. Hiemach kann 
die Parabel leicht konstruiert werden. 

Lösung: (R. K). 

(^13) Joum. sp6c. XV, 362. 

35« Eine Parabel zu konstruieren, wenn der Brennpunkt, ein 
Pol und seine Polare gegeben sind. 
Lösung: (G.). 
(127) Cardinaal XI, 433. XII, 198. 

36, Eine Parabel zu konstruieren, von welcher die Achse 
imd zwei Tangenten gegeben sind.**) 
Lösung: (P. G.) und (G.). 
(96) KiEHL XI, 33. XI, 362. 

*) Vergl. § 5 Nr. 25 a. 
**) Die Aufgabe ist ein besonderer Fall der Aufgabe: Einen Kegel- 
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37, Von einer zu zeichnenden Parabel kennt man aufser der 
Länge des Parameters 2 p den Brennpunkt F und a) einen 
Punkt P, b) eine Tangente T. 

Lösung: (G.). 

(762) EuLF XIX, 98. XIX, 503. 

38, Von einer Parabel ist gegeben der Brennpunkt F und 
eine durch denselben gehende Sehne BC] man zeichne sie. 

Lösung: (G. 2); (R. K.). 

(1235) ßuLF XXIV, 608. XXV, 344. 

39, Gegeben ein Kreis und auf seiner Peripherie zwei Punkte. 
Durch diese Punkte eine Parabel zu legen, für welche der Kreis 
Krümmungskreis ist. 

Lösung: (G.). 

(148) Weinmeistbe XII, 110. XII, 430. 

4:0« Gegeben ein Kreis , ein Punkt der Peripherie und ein 
Punkt aufserhalb. Durch diese Punkte eine Parabel zu legen, 
welche vom Ejreis als Krümmungskreis im gegebenen Peripherie- 
punkte berührt wird. 

Lösung: (G.). 

(149) Weinmeister XII, 110. XII, 430. 

41« Zwei konfokale Parabeln haben gemeinschaftlich 

a) eine Tangente T und einen Punkt P; man zeichne den 
zweiten gemeinschaftlichen Punkt P derselben; 

b) zwei Punkte P und Q; man zeichne ihre gemeinschaftliche 
Tangente. 

Lösung: (G.). 

(946) EüLF XXI, 195. XXI, 589. 



§ 3. Die Ellipse. 

a. Lehrsätze*). 

1. Bei der Ellipse und Hyperbel sind bekanntlich zweierlei 
Badienvektoren zu unterscheiden, nämlich die von einem Brenn- 
punkt ausgehenden Fokalvektoren und die durch den Mittelpunkt 
gehenden Centralvektoren. Die Vergleichung beider giebt Gelegen- 



Bchnitt zu koDstruierCD, wenn gegeben sind ein Punkt, seine Polare und 
drei Tangenten oder ein Punkt, seine Polare und drei Punkte. 

*) Yergl. § 2 Nr. 8; 11 Anmerk.; § 4 Nr. 9—12. § 5 Nr. Ib. Ferner 
GussEBOw: Die Ellipse als Normalprojektion des Kreises XIX, 418—419. 
Schlömilch: Notiz über Ellipsensehnen XXIII ^ 250. Beyel: Über die 

Ellipse mit dem Achsenyerhältnis 1 : ^2. XXIII, 323—340. 
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heit zu einigen Übungsaufgaben, von denen hier ein paar auf die 
Ellipse bezügliche Erwähnung finden mögen. 

Gehen durch einen Ellipsenpunkt ein Fokalvektor FF =« r 
und ein Centralvektor CP= r\ so ist r^ = h^'\-(a — r)^ 

Soll zu einem Fokalvektor FP =» r ein paralleler Central- 
vektor CF^ = r^ konstruiert werden, so ist es am einfachsten, die 
Punkte Pund Pj durch ihre excentrischen Anomalien -^-ACüf «=(» 
und '^ÄCM^ = coi zu bestimmen; man findet 

. a sin 0» 
tg 00, = , 

® * a cos 00 — e ' 

wo e die lineare Excentricität CF bezeichnet. Die Konstruktion 
besteht daher einfach darin, dafs man CM^ | FM zieht. Bedeutet 
h den Halbparameter der Ellipse, so ist femer 

rr 



1 2r — Ä 
Ähnliche Sätze gelten für die Hyperbel. 

(49) SCHLÖMILCH IX, 21. — 

2« Durch einen Ellipsen- oder Hyperbelpunkt P sei an die 
betreffende Kurve eine Tangente gelegt, welche die Hauptachsen 
in U und V schneidet; die zugehörige Normale begegne der Kurve 
zum zweiten Male in Q; femer bedeute GT den Abstand der 
Tangente vom Mittelpunkte (7, endlich CM den Centralvektor, 
welcher parallel FQ ist. Bezeichnet man nun die rechtwinkligen 
Koordinaten von P mit x und y, die von Q mit o^, ^^ und setzt 
CU = u, CV=v, CT=t, CB = r^ PQ = s, so hat man 
folgende einfache Formeln: 

a?i = aj— 2^; 3/^ = 1/ — 2^-; s = 2j, 

welche zu verschiedenen Konstruktionen des Punktes Q führen. 
Diese Formeln und Konstruktionen sind herzuleiten. 

(50) ScHLÖMILCH IX, 22. — 

3« An eine aus den Halbachsen a und h konstruierte Ellipse 
sind von einem Punkte P aus Tangenten gelegt, deren Berührungs- 
punkte Q und B heifsen mögen; der Schwerpunkt des Dreiecks 
FQM sei S, Es soll nun folgender Satz bewiesen werden: Wenn 
P eine koncentrische ähnliche und ähnlich liegende aus den Halb- 
achsen a^ und &i konstruierte Ellipse durchläuft (wobei also 
Ol', a = hi:h ist), so beschreibt auch 8 eine ähnliche und ähnlich 
liegende Ellipse mit den Halbachsen 
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Im speziellen Falle a^ = 2a, 6^ = 26 wird a2 = a^ ftg "= ^5 
der Punkt S ist dann der Durchschnitt der ursprünglichen Ellipse 
mit dem Centralvektor von P. 

Für die Hyperbel gilt ein ähnlicher Satz. 

Lösung: (G.); (P. G.) und (K K.). 

(83) ScHLÖMiLCH X, 350. XI, 106—107; 268- 269. 

4. AC sei die grofse, BC die kleine Halbachse einer Ellipse, 
D die Projektion von G auf ÄB^ femer die Abscisse CE = AD, 
die Ordinate EF= BD-, femer sei EF über E bis G verlängert, 
so dafs EG = EF ist und die von E nach C hin auf der grofsen 
Achse abgeschnittene Strecke EH ebenfalls ^=^ BD\ es sind dann 

1^ F und G Ellipsenpunkte, 

2) FH ist die durch F gehende Normale, 

3) FH wird von CG im zugehörigen Krümmungsmittelpunkte J 
geschnitten.*) 

Beweis: 1) (G.). 2) (G.) und (R. K. 2). 3) (G.) und (G. T.). 

G und F werden auch erhalten, wenn man die Brennpunkte 
der Hyperbeln bestimmt, welche dieselben Achsen wie die Ellipse 
haben und dieselben verbindet. Diese Verbindungslinien sind 
Tangenten der Ellipse, deren Berührungspunkte diese Punkte sind. 
(Fuhrmann.) 

(303) ScHLÖMiLCH XIV, 271. XV, 36. 

5. Auf einer Ellipse mit den Brennpunkten F und G ist der 
Peripheriepunkt P willkürlich gewählt und daraus ein zweiter 
Punkt Q abgeleitet, dessen excentrische Anomalie gleichkommt der 
wahren Anomalie von P; das geometrische Mittel aus den Brenn- 
strahlen FP und GQ hat dann einen konstanten Wert und der 
Durchschnitt der genannten Strahlen liegt auf einer Ellipse, welche 
der ursprünglichen Ellipse konfokal ist. 

Beweis: (R. K.). 

(132) ScHLÖMiLCH XI, 434. XII, 263. 

6« In einer aus den Halbachsen a und h (< a) konstruierten 
Ellipse sei ein Brennpunkt zum Anfang und die Hauptachse zur 
Achse eines Polarsystems genommen, wober r den zur wahren 
Anomalie oo gehörenden Radiusvektor bedeuten möge; es ist dann 



*) Dieser Satz liefert folgende näheningsweise Konstruktion der 
Ellipse. Aus J beschreibe man mit dem Radius JF den zu F ge- 
hörenden Krümmungskreis, bestimme dann (praktisch am raschesten und 
genauesten durch Probieren) auf AO den Mittelpunkt K des Kreises, 
welcher durch A geht und den vorigen KrümmuDgskreis in M berührt, 
ebenso auf der Verlängerung von BC das Centrum L des durch B^ 
gehenden und den Krümmuugskreis in N berührenden Kreises ; die drei 
Kreisbögen AM^ MFN^ NB bilden nun zusammen näh erungs weise 
einen Ellipsenquadranten. — Bei nicht allzu excentrischen Ellipsen giebt 
diese Konstruktion recht gute Figuren. 
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r = « Werden nun mit ro, fi, ra, • • • r« die 

a + K ^* — ^* cos 00 

Vektoren bezeichnet, welche den Anomalien g) = 0, — , — ,••• — 

' ' fi ' n w 

entsprechen, so gilt die Relation y ro + ri + rg + rj H — • + r„_j 

■4-j-rn = n&' ■ ^' Es fragt sich, ob diese Smnmen- 

formel auf elementarem Wege bewiesen werden kann? (Vergleiche 
26. Jahrg. d. Zeitschr. f. Math, u, Phys. Schlömilch. Über die Zer- 
legung von a?" — y" und x^ + y"). 

(1104) Schlömilch XXIII, 193. — 

7. Legt man durch einen beliebigen Punkt JEJ einer Ellipse 
(Brennpunkte F^ und F^y grofse Achse AB^F^ näher an A) und 
einen Scheitel A Tangenten, so halbiert "PF^ den Winkel FF^A 
und P^2 den Winkel FF^A. 

Beweis: (G. 3); (R.); (H. B. 2). 

(412) Haluschka XV, 360. XVI, 22. 

8« Sind Q^ Qx ^^ Schnittpunkte einer Ellipsentangent^e VT 
mit den Leitlinien der Kurve; F^ F^ resp. die benachbarten Brenn- 
punkte, so wird der zum Punkte P gehörige £[rttmmungshalbmesser 
PJ2 durch QF^ Q^F^ harmonisch im Verhältnis 6Öi ^ 6i-P— Ö-P 
geteilt. — Welche Eigenschaft der Parabel folgt aus diesem 
Satze?*) 

Beweis: (G.); (ß. K.). 

(733) Emmerich XVIII, 602. XIX, 343. 

9« Durch einen beliebigen Ellipsenpunkt P^ ist eine Normale 
gezogen, welche der Ellipse in einem zweiten Punkte Pg begegnet; 
durch Pg legt man eine neue, die Ellipse in P3 schneidende Nor- 
male, ebenso durch P3 eine weitere Normale P3P4 n. b. f., so dafs 
eine zickzackförmige Linie entsteht. Alsdann nähern die Normalen 
sich immer mehr der kleinen Achse und fallen zuletzt mit ihr 
zusammen. 

Beweis: (ß. K. 3) zum Teil mit (T. ß.). 

(129) Schlömilch XI, 433. XÜC, 199 und 436. 

10, Gegeben eine Ellipse, deren kleine Achse jB5' = 2 & 
mittlere Proportionale zwischen der grofsen Achse AA' = 2a und 
der Excentricität FF' = 2e ist. Im A FF'P (P ein Punkt der 
Ellipse) ist ein Kreis mit dem Mittelpunkt M beschrieben. Zu 

*) Bei der Parabel wird der Krümmungsradius des Punktes P 
durch die Gerade, die den Brennpunkt mit dem Punkte verbindet, in 
dem die Tangente des Punktes P die Leitlinie schneidet, halbiert. 
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beweisen, dafs die Normale PQ (Q auf ÄÄ') durch M stetig ge- 
teilt wird. 

Beweis: (G.). 

(85) Joum. ^I6m. XÜ, 434. 

11« Haben zwei EUipsenpunkte Ä und C eine derartige 
Lage, dafs ihnen gleiche Durchmesser zugehören, so teilt die 
Normale AN des einen den Durchmesser CD des anderen in 
einem nur von der Gestalt der Ellipse abhängigen Verhältnis 
DNzNC*) 

Beweis: (G. T.); (G. 2). 

(192) Weinmbistbr XII, 433. XIII, 280. 

12. In dem Punkt M einer gegebenen Ellipse sei die Nor- 
male konstruiert, welche die kleine Achse in N trifft. Verbindet 
man N mit einem der Brennpunkte F und F' z. B. mit F, so 
ist MN : NF = ai e (2 6 Brennweite). 

Beweis: (G. 2) (R. K). 

{J2t6) Mathesis. XV, 363. 

13. Von einem Punkt in der Ebene einer Ellipse ist es 
immer dann, aber auch nur dann möglich, vier reelle Normalen 
an dieselbe zu ziehen, wenn derselbe auf der Evolute oder inner- 
halb derselben liegt. 

Beweis: (G.); (R.).**) 

(981) Stoll XXI, 429. XXII, 196. 

14« Wenn bei einer Ellipse a* > 3 &^ ist, so giebt es auf 
derselben immer vier Punkte von solcher Beschaffenheit, dafs man 
von je einem derselben zwei reelle Normalen an die Ellipse ziehen 
kann, die aufeinander senkrecht stehen. Wo liegen diese Punkte? 

Beweis: (G.)* (R. K.). 

(1103) Stoll XXIH, 125. XXÜI, 509; XXIV, 22 

Berichtigung. 

15. Es sei ÄC f= a die grofse, BC^'^h die kleine Halb- 
achse und F ein Brennpunkt der zu konstruierenden Ellipse; 
femer seien über der Excentricität CF = e als Durchmesser, aus 
F mit FB = CA und aus C mit CA Kreise beschrieben; wird 
nun durch C eine beliebige Gerade gelegt, welche die drei Kreise 

*) Projiciert man zwei Seiten eines einer Ellipse eingeschriebenen 
Rechtecks normal auf die Tangente einer Ecke, so stehen die Projek- 
tionen in einem von der Wahl des Eechtecks unabhängigen Verhältnis. 
Durchläuft die Ecke A die Ellipsenperipherie, so bewegt sich N auf 
einer ähnlichen und ähnlich gelegenen koncentrischen Ellipse. 

(Weinmeister.) 

**) In der ersten Auflösung ist in den vier letzten Zeilen „Evoluten- 
bogen" statt „Ellipsenbogen" zu lesen. 

Aufgabensammlung a. Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. * 22 
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der Beihe nach in den Punkten X, üf, N schneidet, so ist LM 
der centrale und LN der fokale Radiusvektor eines Ellipsen- 
pnnktes P, der sich hiemach als Durchschnitt zweier Kreisbogen 
ergiebt, von denen der eine aus C mit dem Eadius LM^ der 
andere ans JP mit dem Badius LN beschrieben ist. 

Beweis: (B. K); (G. T. 2). 

(501) ScHLÖMiLCH XVI. 273. XVI, 590. 

16. Um einen Punkt P auf der Verlängerung der grofsen 
Achse ÄÄ^ einer Ellipse, deren kleine Achse BB' und deren 
Mittelpunkt C ist, beschreibt man einen Kreis, der den Kreis (O, CA) 
rechtwinklig schneidet. Dann bilden die Tangenten an diesen Kreis, 
welche senkrecht auf ÄÄ' stehen, mit den Ellipsentangenten in B 
und B' ein Bechteck, dessen Diagonalen die Ellipse berühren. 

Beweis: (6.). 

(570) Mathesis. XXIV, 28. 

17« Alle Ellipsen, deren Brennpunkte die Endpunkte je einer 
Parabelsehne und deren grofse Achsen je dem doppelten Abstände 
der Sehnenmitte yon der Direktrix gleich sind, schneiden sich im 
Brennpunkt der Parabel. 

Beweis- (G.); (E. K.); (E.). 

(1228) VoLMERiNO XXIV, 459. XXV, 275. 

18. In jedes Dreieck läfst sich eine Ellipse beschreiben^ 
welche die Dreiecksseiten in deren Mittelpunkten berührt und 
welche den Schwerpunkt des Dreiecks zum Mittelpunkte hat. 

Beweis: (G.) und (P. G.). 

(78) ScHLÖMiLCH X, 197. X, 349; XI, 32. 

19. Durch die Ecke C des gegebenen Dreiecks ABC ist 
eine willkürliche Gerade gezogen, welche der Gegenseite AB in 
L begegnet; durch den Mittelpunkt M der Strecke OL legt man 
die Gerade AM^ welche die Gegenseite CB in P trifft; ebenso 
die Gerade BM^ welche CA in Q schneidet; endlich zieht man 
die Gerade PQ, Wird nun die willkürlich durch C gelegte Gerade 
um C herumgedreht, so bewegt sich die Gerade PQ so, dafs sie 
fortwährend die im vorigen Lehrsatze erwähnte Ellipse berührt. 

Beweis: (G.). 

(79) SCHLÖMILCH X, 197. X, 349; XI, 33. 

20. MN sei die grofse, PQ die kleine Achse der dem Dreieck 
ABC umschriebenen Ellipse, welche dessen Schwerpunkt 8 zum 
Centrum hat. Wird BC von MN" in Z, von PQ in U geschnitten^ 
so giebt es 

a) einen Winkel x. so dafs r^-rr = -^ wtJ: "od zugleich 

CZ 008 {x + 60<») . 

BZ~ C0B(a; — 60») ^^^' 
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b) Sind und 0' die Schwerpunkte der zwei über BC er- 
richteten gleichseitigen Dreiecke, so ist die in a) genannte Strecke 
ZU ein Durchmesser des Kreises S00\ Ferner ist OZB der in 
a) genannte Winkel x, 

c) Es ist SO = ^ ^ , SO = ^- — ^ (0 liegt mit 

A auf derselben Seite von BC und 0' auf der entgegengesetzten 
Seite). 

Beweis: (G. T. 2); (Gr.). 

(820) Artzt XIX, 589. XX, 343. 

21« Von einem Punkte P seien die Tangenten PA und PB 
an eine Ellipse gezogen; zu beweisen: 

a) der Umkreis des Dreiecks PAB geht nur dann durch den 
Mittelpunkt M der Ellipse, wenn P auf einer der Diagonalen des 
Bechtecks liegt, welches durch die Tangenten in den Endpunkten 
der beiden Achsen gebildet wird. 

b) Wenn diese Voraussetzung erfüllt ist, liegt der Mittel- 
punkt dieses Kreises auf einer Hyperbel, deren Asymptoten die 
in M auf den Diagonalen errichteten Lote sind. 

Beweis: a) (R. K.); (P. G.). b) (R. K.). 

(1095) Stoll XXm, 50. XXIH, 427. 

22. Gegeben ist die Ellipse h^x^ + ^^P^ = «^^^ ^ait der 
grofsen Achse AA^^ den Brennpunkten F und jF\, und ein E[reis 
(JF\ , 2 a). Zu beweisen ist, dafs es unendlich viele Dreiecke giebt, 
welche um die Ellipse und in den Kreis beschrieben sind. 

Beweis: (G.). 

(567) Nyt Tidsskrift. XXIV, 27. 

23. Wenn man durch den Schwerpunkt eines Dreiecks 
Parallelen zu den Seiten zieht, so bilden die Schnittpunkte derselben 
mit den Seiten ein Sechseck, um und in welches sich je eine Ellipse 
beschreiben läfst. Diese beiden Ellipsen sind ähnlich und ähnlich 
liegend, haben den Schwerpunkt zum gemeinschaftlichen Mittel- 
punkt und das Ähnlichkeitsverhältnis ihrer Achsen ist 2 : }/3. Die 
eingeschriebene Ellipse berührt die Seiten des Sechsecks in ihren 
Mittelpunkten. Die beiden Achsen der umgeschriebenen Ellipse 
sind gegeben durch die Gleichungen 

^2 = ^ y.2 gin a sin /3 sin y (cot -d- + "J/cot <&* — s) 

und B^= ^r^ sina sin ß sin y (cot -Ö* — j/cot d^^ — s), 

wo -Ö" den Brocard'schen Winkel bezeichnet. 
Beweis: (G.); (F. G.) und (R. K.). 
(887) Stoll XX, 434. XXI, 19a. 

22* 
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24. Sind an die EUipse ftV + a^y* = o*6^ deren Mittel- 
punkt C und grofse Achse ^^' ist und deren Brennpunkte E 
und E^ sind, von dem Punkte P (x^^ yi) die Tangenten FT und 
PT' gezogen, so ist der Inhalt von Viereck FT CT' gleich dem 
eines Dreiecks, dessen Seiten AA\ PE und PE' sind. 

Beweis: (ß. K). 

(1094) Glasee XXIII, 49. XXIII, 427. 

25. Konstruiert man über den Achsen einer Ellipse ein 
Kechteck und fällt von einem beliebigen Punkt M der Ellipse auf 

die Diagonalen die Senkrechten p und q^ so ist jj* + 3* = w*' 

2 11 

eine konstante Gröfse, und zwar ist — « ■=* -r + ri • 

Beweis: (R, K.). 

(568) Journ. 616m, . XXIV, 28. 

26. sei der Mittelpunkt, F und F' seien die Brennpunkte 
einer Ellipse. Ist M ein beliebiger Ellipsenpunkt, so verlftngere 
man OM um sich selbst bis M' und ziehe die Tangenten M'P 
und M'Q^ wo P tmd Q die Berührungspunkte sind; dann ist 
4 M'P ' M'Q = 3 M'F • M'F'. 

Beweis: (G.), zum Teil (R.). 

{569) Mathesis. XXIV, 28. 

27. Zieht man an eine Ellipse, deren Mittelpunkt O ist, in 
den Endpunkten eines Durchmessers CC Tangenten, welche eine 
Tangente im Punkte P in D und D' treffen, und zieht den kon- 
jugierten Durchmesser OE zu CC\ so bilden die Dreiecke I>OD\ 
CEC und CPC eine geometrische Progression. 

Beweis: (ff.). 

{571) Educ. Times. XXIV, 29. 

28* Die Seiten eines Parallelogramms werden als Durch- 
messer von vier Ellipsen betrachtet, welche die Mittellinien des 
Vierecks berühren; hierdurch entsteht ein Vierblatt. Die Fläche 
F des letzteren ist, wenn die Seiten des Parallelogramms mit a 
und &, der Winkel beider mit o bezeichnet wird, 

JP «=• Y a5 sin © (yr — 2). 

Beweis: (G. 2). 

(1265) Rtjlp XXV, 115. XXV, 582. 

b. Aufgaben'^). 

29. Es glaubt jemand die Entdeckung gemacht zu haben, 
dafs der umfang der Ellipse genau oder wenigstens sehr nahe 

♦) Vergl. § 5 Nr. 26 b; femer Ebnst: Konstruktionen von Ellipsen- 
tangenten und Bestimmung ihrer Berührungspunkte mit Hülfe des 
Lineals, wenn die konjugierten Durchmesser der Kurve bekannt sind. 
XII, 179—189. 
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gkich 861 der Periplierie des Kreises, dessen Badius das geome- 
trische Mittel ans den Halbachsen der Ellipse ist. Diese Be- 
hauptung läfst sich durch Angabe einer Ellipse widerlegen, deren 
Umfang, nach jener Begel berechnet, kleiner aosfSllt, als die 
Peripherie des eingeschriebenen Bhombus, dessen Ecken die vier 
Scheitel der Ellipse sind. Wie findet man beliebig yiele solcher 
ad absurdum führenden Ellipsen? 
Lösung: (R.). 

(130) ScHLÖMiLCH XI, 433. XII, 200. 

30. Es behauptet jemand, der Flächeninhalt der Ellipse sei 
genau oder nahezu gleich der Fläche des Kreises, welcher das 
arithmetische Mittel aus den Halbachsen der Ellipse zum Badius 
hat. Zar Widerlegung kann eine Ellipse dienen, deren Fläche, 
nach jener Begel berechnet, gröfser ausfällt als die Fläche des 
umgeschriebenen Bechtecks, dessen Seiten die Achsen der Ellipse 
sind. Wie findet man derartige Ellipsen? 

Lösung: (B.). 

(131) ScHLÖMiLCH XI, 433. Xn, 200. 

81. Auf der X-Achse sind die Strecken (7-ä.*=a, (7J.i*=ai; 
auf der !F- Achse die Strecken Cß = 5, CB^ = hi abgeschnitten, 
wobei a <^ai und & > 5^ sein möge; nimmt man a und b und 
ebenso a^ und b^ als Halbachsen von Ellipsen, so schneiden sich 
die Quadranten AB und Ä^Bi in einem Funkte J(f, und es ent- 
stehen die Halbmondflächen ÄMÄ^ und BMB^. Unter welchen 
Umständen sind diese gleich und wie findet man einen Kreissektor, 
welcher dieselbe Fläche besitzt? 

Lösung: (B. K.); (P. G.). 

(643) SCHLÖMILCH XVII, 598. ^ XVIII, 352. 

33. In einer Ebene seien von einem Punkte ans n Strahlen 
nach beliebigen Bichtungen gezogen. Der erste bilde mit dem 
zweiten den Winkel co^, der zweite mit dem dritten cog u. s. w. 
bis a>n- Man nehme nun eine an Länge unveränderliche Strecke 
AB = 2r, deren Mitte mit X bezeichnet sei und lege sie auf 
den ersten Strahl, so dafs A mit zusammenfällt. Hierauf be- 
wege sich A längs des zweiten Strahls, während B den ersten bis 
durchläuft; alsdfann bewege sich B auf dem dritten Strahl, 
während sich A auf dem zweiten bis zurückbewegt; dann durch- 
laufe A den vierten Strahl u. s. w. Unter diesen Umständen be- 
Echreibt X n elliptische Bogen, welche sich zu einer Eosette zu- 
sammensetzen. In welchem Verhältnis steht die Fläche dieser 
Bosette zur Fläche des Kreises, welcher durch ihre Spitze geht? 

Lösung: (B. K.) mit (B.). Eosette: Kreis = (w — 2) : 2. 

(923) Weinmbisteb XXI, 32. XXI, 426. 
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33. Aus der Quadratur der Ellipse soll die Quadratur der 
Parabel hergeleitet werden. 
Lösnng: (B.). 
(946) Simon XXI, 195. XXI, 589. 

34« In ein gleichschenkliges Trapez wird eine Ellipse ein- 
geschrieben. Wie grofs ist die Fläche derselben, wenn man die 
beiden Parallelen des Trapezes mit a und &, und die Höhe mit 
h bezeichnet? 

Lösung: (R. K.). Ellipse = -j ttä j/ofe. 

(1281) RuLP XXV, 193. XXVI, 23. 

35. Einem rechtwinkligen Trapez wird eine Ellipse so ein- 
geschrieben, dafs die parallelen Seiten Scheiteltangenten sind. Wie 
grofs ist die Fläche der Ellipse, wenn die Parallelen mit a und &, 
und die Höhe mit h bezeichnet wird? 

Lösung: (R.). Vergl. vorige Aufgabe und (P. G.). Ellipse 
Tthab 

"" ¥{a+T) ' 

(1282) RuLP XXV, 193. XXVI, 24. 

36« Die Halbachsen einer Ellipse mögen CA = a und 
CB a= 6 < a sein, und der Nebenscheitel werde zum Mittelpunkt 
eines mit dem Radius r beschriebenen Kreises genonmien; man 
soll nun r so wählen, dafs der Kreis die Ellipse berührt. Aufser- 
dem sind die Koordinaten der Berührungspunkte beider Kurven 
zu bestimmen. 

Lösnng: (R. K.); r = — • 

(722) ScHLÖMiLCH XVni, 505. XIX, 270. 

37. Eine Ellipse berührt und umschliefst drei Kreise. Der 
mittlere Kreis, dessen Centrum in der Hauptachse der Ellipse, be- 
rührt sowohl den gröfsten Kreis, dessen Centrum im Mittelpunkt 
der Ellipse liegt, als auch den kleinsten Kreis, welcher mit dem 
aus dem Scheitelpunkt der Ellipse beschriebenen Krümmungskreis 
identisch ist, und zwar beide von aufsen. In welchem Verhältnis 
stehen die Achsen a und h der Ellipse und die Radien r^, r^, r^ 
der drei Kreise? 

Lösung: (R.). Vergl. Nr. 44. ^ = 1 + j/ö; 

r,:r2:r, = 4:(>/ö + l):(|/ö~l). 
(768) V. Jbttmak XIX, 188. XIX, 587. 

38. Aus den Halbachsen OA und OB sei eine Ellipse kon- 
struiert, P sei ein Punkt derselben und PQ der zugehörige 
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Krümmungshalbmesser, welcher die grofse Halbachse OA in .N 
schneidet. Nun soll der Punkt P {^i^Vi) so gewählt werden, dafs 

a) A ONQ gleichschenklig wird mit der Spitze Q\ 

b) A ONQ rechtwinklig bei Q wird. 

Lösung: (G.) und (R. K.). a) x^ ««al/y; y^ = ÖKy; b) die 
Punkte P bilden die Schnittpunkte der Ellipse mit dem Kreise 
(O, l/a« — ah + h^). 

(1157) ScHLÖMiLCH XXin, 591. XXIV, 338. 

39. In einem bei C rechtwinkligen Dreieck ABC sind parallel 
zxi AB zwei Gerade gezogen, und dadurch zwei zu GAB ähnliche 
Dreiecke CMN und CM^N^ entstanden; aus den Abschnitten CM 
und CN\ sowie aus CM' und CN hat man die Rechtecke MGN'P 
und M'CNQ gebildet, und es ist nun zu untersuchen, welche 
Relation zwischen CM und CM' stattfinden mufs, wenn P und Q 
Punkte der aus den Halbachsen CA und CB konstruierten Ellipse 
sein sollen. — Aufserdem ist die Lage der Sehne PQ zu be- 
stimmen. — Da -3f willkürlich bleibt, lassen sich nach dem vorigen 
beliebig viele Paare von Ellipsenpunkten konstruieren. 

Lösung: (R. K.). Es ist PQ\AB, 

(1325) ScHLÖMiLCH XXV, 513. XXVI, 276. 

40. Man kennt die Lage der Achsen einer Ellipse, aber nicht 
ihre Längen. Wenn nun die excentrischen Anomalieen zweier 
Punkte dieser Ellipse gegeben sind, wie grofs sind die Anomalieen 
derjenigen zwei Ellipsenpunkte, deren Normalen durch den Schnitt- 
punkt der in den zwei ersten Punkten gezogenen Normalen gehen? 
Beispiel. Gegeben «^ = 30®, a^ ■= 60®; gesucht «g und «4. 

Lösung: (R.)« 

(980) Stoll XXI, 429. XXII, 195. 

41« In einer Ellipse sollen diejenigen Krümmungskreise be- 
stimmt werden, welche durch das Ellipsencentrum gehen. 

Lösung: (R. K.) Die Krilmmungsmittelpunkte liegen auf der 
grofsen Halbachse in der Mitte zwischen Centrum und Scheitel. 

(304) SCHLÖMILCH XIV, 271. XV, 37. 

42. Von. dem Brennpunkt einer Ellipse ist ein Strahl ge- 
zogen, welcher die Ellipse in P^, den Hauptkreis in Pg trifft. Für 
welchen Strahl sind die in P^ und Pg gezogenen Tangenten beider 
Kurven parallel? 

Lösung: (R. K.); (Polar-Koord.). Pj mufs die Abscisse o?, ««= 

oder a;2 = "ö" e haben. 

(1263)" Steckelberg XXV, 115. XXV^ 511. 
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48, 1) In eine gegebene Ellipse soll ein gleichseitiges Sehneiir 
Sechseck konstruiert werden, wovon zwei Gegenseiten 
a^ parallel zur gro&en Achse, 
b) parallel zur kleinen Achse liegen. 

2) Um eine gegebene Ellipse soll ein gleichseitige» Tangenten- 
sechseck konstruiert werden, wovon zwei Gegenseiten 
a^ parallel zur grofsen Achse, 
b) parallel zur kleinen Achse liegen. 
Lösung: l) (B. K.) und (G.). 2) (R. K.). 
(652) ScHLÖMiLCH XVIII, 36. XVHI, 439. 

44. Eine Ellipse zu konstruieren, welche zwei Kreise mit 
gegebenen Badien und gegebener Centrale berührt und umschliefst, 
wenn der Mittelpunkt der Ellipse 

a) in den Mittelpunkt des gröfseren Kreises, 

b) in einen gegebenen Punkt der Centrale oder ihrer Ver- 
längerung fallen soll. 

Lösung: (R. K.). 

(767) V. Jbttmak XIX, 188. XIX, 586. 

45. An eine gegebene Ellipse eine Tangente zu konstruieren, 
welche durch den unzugänglichen Durchschnittspunkt zweier ge- 
gebenen Geraden geht. 

Lösung: (G.). 

(924) Bbtbhs XXI, 32. XXI, 427. 

46. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln mit gleichlangen Haupt- 
achsen (2 a) haben einen Brennpunkt F^ einen Punkt P und eine 
Tangente T gemeinschaftlich; man konstruiere 

a) die noch fehlenden Brennpunkte J\ und J^g» 

b) den zweiten gemeinschaftlichen Punkt P' und 

c) die zweite gemeinschaftliche Tangente T\ 
Lösung: (G.). 

(955) RüLP XXI, 280. XXII, 25. 

47. Zwei Ellipsen oder Hyperbeln haben gleich lange grofse 
Achsen (2 a), einen gemeinschaftlichen Brennpunkt F und zwei 
gemeinschaftliche Punkte P und P'; man zeichne ihre gemein- 
schaftlichen Tangenten T und T\ 

Lösung: (G.) 

(956) RuLP XXI, 280. XXH, 25. 

48. Man zeichne die Schnittpunkte zweier Ellipsen, wenn die 
Brennpunkte der einen immer die Scheitel der kleinen Achse der 
anderen sind. 

Lösung: (R. K); (P. G.). 

(969) RuLP XXI, 355. XXH, 104. 
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49» Der Ellipsemnütelpnnkt sei C, die grofse Kalbachse 
CA B» a, die kleine CB ««» &; ferner bezeichne JD die vierte Ecke 
des aus CA und CB konstruierten Bechtecks, P irgend einen 
Ellipsenpnnkt, od dessen excentrische Anomalie (also a;a»a cos», 
^ = & sin cd); durch F sei an die Ellipse die Tangente gelegt, 
welche die verlängerte CA in T, die verlängerte CB in U 
schneidet; endlich bezeichne V den Durchschnitt von CA mit der 
durch P gehenden Normale der Ellipse. Man verlangt nun: 

a) der Winkel CFY zwischen Eadinsvektor und Normale soll 
ein Minimum sein. 

Lösung: (T. E.) und zwar w = 45^. 

b) Das zwischen die verlängerten Achsen fallende Tangenten- 
stück TU soll ein Minimum werden, also 

\cos 00/ ' \8in ©/ 



Lösung: (E.) tg w «=» 1/— 



c) Es soll diejenige Normale bestimmt werden, welche am 
weitesten vom Ellipsenmittelpunkte entfernt ist. 
Lösung: (G.) identisch mit 5. 
(103—105) ScHLÖimcH XI, 34—35. XI, 34—35. 

60. Durch einen innerhalb des rechten Winkels XOT ge- 
gebenen festen Punkt K lassen sich unendlich viel Ellipsen legen, 
deren Halbachsen in die Eichtungen von OX und OY fallen; 
welche von diesen Ellipsen hat den kleinsten Flächeninhalt?*) 

Lösung: (T. E.) und (E. 2). a=j?]/2, 5 = ^1/2, wo a 
und h die Halbachsen einer Ellipse, p und q die Eoor^naten von 
K sind. 

(191) ScHLÖMiLCH XII, 433. Xin, 279. 

51« Im Achsenschnitt ABC eines geraden Kegels sei der 
Winkel BAC oder a < 30®. Um eine Achse, die durch B geht 
und senkrecht auf dem Achsenschnitt steht, dreht sich eine Ebene, 
deren Schnittlinie BD mit BA den Winkel «Ö* bildet. Bei welcher 
Gröfse des Winkels d" ist der Flächenraum der Schnittellipse ein 
Maximum und bei welcher ein Minimum? Wie verhält es sich, 
wenn a ^ 30® ist? 

Lösung: Yergl. Schellbach: Samml. und Auflös. math. Aufgab« 
Herausgegeb. von Fischer und Lieber. (E.) 

(805) Stoll XIX, 509. XX, 192 (794 statt 805). 

*) Wird die Au%abe dahin erweitert, daik -^ XOT einen be- 
liebigen Wert y hat und dafs X und T die Richtungen zweier kon- 
jugierter Halbdurchmesser sind, so ergeben sich dieselben Werte. 

(KlBHL.) 
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62. Mit Deviation eines Ellipsenpanktes werde der Winkel 
bezeichnet, welchen die EUipsentangente dieses Punktes mit der 
Tangente desjenigen Punktes des Hauptkreises bildet, welcher die- 
selbe Abscisse hat. Gesucht wird die gröEste Deviation. 

Lösung: (R.). 

(57^) Mathesis. XXIV, 29. 

53. Vom Mittelpunkt der Ellipse geht ein Strahl aus, welcher 
die Ellipse in P^, den Hauptkreis in Pg trifft. Die Tangenten in 
Pj und P2 bilden einen Winkel g> miteinander. Für welchen 
Strahl ist ^ 9 ein Maximum? 

Lösung: (G. T. 2). Der gesuchte Strahl ist die Diagonale 
des Rechtecks, welches durch die Halbachsen der Ellipse bestinmit 
ist. Vergl. Nr. 42. 

(1264) Steckelberg XXY, 115. XXV, 512. 

54« Den Inhalt des gröfsten Dreiecks J zu berechnen, welches 
durch die Achsen und durch eine Normale der Ellipse b^x^ + a^ 
= a^h* gebildet wird. 

(a* — fe«\« 

Lösung: (R. K.). J = —j^^^' 

(537) Mathesis. XXIV, 190. 



§4. Die Hyperbel* 

a. Lelirsätze.*) 

!• Bewegt sich eine Hyperbel so, daTs die eine ihrer 
Asymptoten eine unveränderte Lage behält, so schneiden sich 
sämtliche Polaren eines festen Punktes in einem Punkte. 

Beweis: (R. K. 2); (P. G.). 

(213) BuDDE Xin, 125. XIV, 30. 

2, Von einer Hyperbel sind gegeben der Mittelpunkt C, die 
beiden Asymptoten CL und CL^ und ein Punkt D, durch welchen 
man Parallelen zu CL und CT/ zieht, welche CL' in JE? und CL 
in F treffen, eine Gerade durch C treffe DE m M und DF in, 
N', konstruiert man nun auf CN den Punkt P so, dafs CM: CP 
= CP : CN^ so ist P ein Punkt der Hyperbel. 

Beweis: (G. 2); (K. M.), auch mit Hülfe Hamilton' scher Qua- 
ternionen ausführbar. 

(555) ScHLÖMiLCH XVI, 593. XVII, 357 und 596. 

3« Gegeben eine Hyperbel mit dem Mittelpunkt und auf 
ihr zwei Punkte P^ («i^ft) und Pg (cc2^ß2). Durch P^ und Pj sind 

*) Vergl. § 2 Nr. 11 Anmerk. § 3 Nr. 4 Anmerk. § 5 Nr. Ic. 
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Parallele zu den Asymptoten 00' und 00" gezogen, welche sich 
in P3 (0(3, j^s) nnd P^ {p^i^ß^ schneiden. Dann ist zu beweisen, dafs 
PgP^ durch geht. 

Beweis: (B. E.). 

{325) Joum. sp6c. XVm, 202. 

4« Zieht man in einem Viereck eine Parallele zu einer Seite 
und verbindet die Schnittpunkte derselben mit den beiden anliegen- 
den Seiten mit den Endpunkten der gegenüberliegenden Seite, so 
sind die Verbindungslinien die Asymptotenrichtungen einer Hyperbel, 
welche durch die vier Ecken geht. 

Beweis: (K. M.), besonderer Fall des Pascal'schen Satzes. 

(1060) RinuF XXII, 436. XXHI, 189. 

6, Die Seiten eines Dreiecks ABC werden von einer Geraden 
bez. in den Punkten A^^ P^, C^ geschnitten. Liegt diese Gerade 

so, dafs IS. AB^C^'= -^ ABC ist, so berührt sie eine gewisse 

Hyperbel; legt man sie so, dafs A BC^A^ oder CA^B^ ^==^ -^ ABC 

ist, so berührt sie jedesmal eine ändere Hyperbel. Diese drei Hyper- 
beln berühren sich untereinander in den Mitten der Mittellinien 
des Dreiecks ABC, 
Beweis: (G,). 

(1327) Stoll XXV, 513. XXVI, 341. 

6. Sind a^ und a^ die Schnittpunkte der ersten in dem 
vorigen Satze erwähnten Hyperbeln mit PC, ß^ und ß^ die der 
zweiten mit CA^ y^ und y^ die der dritten mit -4P, so sind 

a) die halbmondförmigen Käume ot^^ta^a^^ ß^tdß^ßu Vi^^y^Vii 
die von je einer Seite und einer Hyperbel begrenzt werden, 
flächengleich; 

b) die sechs gemischtlinigen Dreiecke Aaß^^ -4ayi, PBy2j 
Bha^y Cta^y Ccßif die von je zwei Seiten und einem Hyperbel- 
bogen begrenzt werden, flächengleich; 

c) wenn 8 der Schwerpunkt des Dreiecks ABC ist, so sind 
die drei gemischtlinigen Dreiecke Äbc, Sca^ Sah, die von je zwei 
Mittellinien und einer Hyperbel begrenzt werden, flächengleich. 

Beweis: (K. M.). 

(1328) Stoll XXV, 513. XXVI, 341. 

7. AiAiBiBiCiCi seien die Ecken eines vollständigen 
Vierseits. Ma^ Mj,^ Mq seien die resp. Mitten zwischen A^A^^ 
P1P2, C1C2. Dann schneiden sich die drei Hyperbeln, welche 
durch AiAiBiB^Mcj AiA^CiC^M^,^ BiB^CiC^Ma gehen, in einem 
Funkte der unendlich fernen Geraden. 

Beweis: (K, M.). 

(724) Betel XVHI, 505. XIX, 271. 



348 Gt, Eegelichnitte nnd höhere Eorven. I. Eegelschnitte. 

8. Darch die rechtwinkligen Koordinaten OJ.>=a, AB's^h 
ist ein Punkt B bestimmt und über OJ? als Durchmesser ist ein 
Kreis beschrieben; wird nun diejenige gleichseitige Hyperbel kon- 
struiert, welche durch B geht und die Koordinatenachsen zu 
Asymptoten hat, so schneiden sich Kreis nnd Hyperbel in einem 
Punkte D, dessen Koordinaten sind: 

OC-^Y^^ und CB^y^. 
Beweis: (B. K.). 
(651) KuKüJAY XVm, 37. XVIII, 441. 

9« Beschreibt man um dasselbe Centmm eine Schar yon 
Ellipsen, deren Achsen eine konstante Quadratenäumme haben, so- 
wie eine Schar von Hyperbeln, deren Achsen dieselbe konstante 
Quadrateudifferenz haben, so berühren die Polaren eines festen 
Punktes in Bezug auf diese Kurven ein und dieselbe Parabel. 

Beweis: (R. K.). 

(150) BuDDB XII, 111. . Xn, 111 und 431. 

10. Aus denselben Halbachsen ist sowohl eine Ellipse als 
eine Hyperbel konstruiert, wobei die Hauptscheitel A und Aj^ beider 
Kurven zusammenfallen mögen; zieht man durch A eine beliebige 
Gerade, welche die Ellipse in P, die Hyperbel in Q schneidet, und 
fUUt auf die Hauptachse die Senkrechten PM und QN, so ist NP 
Tangente an der Ellipse, MQ Tangente an der Hyperbel, und der 
Durchschnitt von NP und MQ liegt auf der festen Geraden, welche 
in A^^ normal zur Hauptachse ist. 

Beweis: (R. K.); (G.). 

(160) ScHLÖMiLCH XII, 202. Xm, 32. 

11. Es sei MN die grofse, FTF die kleine Achse einer 
Ellipse JE? und einer Hyperbel H, und zugleich sei MN die kleine, 
VW die grofse Achse einer zweiten Hyperbel H^, Die Richtung 
MN werde horizontal gedacht, so dafs sie die Figur in eine obere 
und eine untere Hälfte teilt. Aus M und N ziehe man Tangenten 
bis zum Durchschnitt P resp. Q mit dem unteren Zweige der 
Hyperbel Sj, verbinde P und Q mit einem beliebigen Kurven- 
punkte X in der oberen Hälfte der Figur und bezeichne die 
Durchschnitte dieser Verbindnugslinien mit der Richtung MN 
durch p und q. Dann ist pq^ =^ 2 Mp • Nq^ wenn X in E oder 
£r, pq^ = Mp^ + Nq^, wenn X in H^ liegt. (Einen speziellen 
Fall für die erste der beiden Gleichungen liefert der sogenannte 
Format 'sehe Satz.) 

Beweis: (R. K). 

(424) Gerlach XV, 441. XVI, 122. 
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12. Die Pankte, in welchen eine Tangente einer Ellipse oder 
Hyperbel die Kurve beürührt und die Nebenaehse schneidet, liegen 
mit den beiden Brennpunkten auf einem Kreise.^) 

Beweis: (G. 3); (R. K. 2); (R.). 

(865) Mbyeb XX, 196. XX, 589. 

13« Jeder Kieiskegel, dessen Achse gleich dem Badias der 
Basis ist, wird von allen auf der Basis senkrecht stehenden Ebenen 
in gleichseitigen Hyperbeln geschnitten.**) 

Beweis: (R. K); (G.). 

(134) ScHLÖMiLCH XI, 434. XII, 264. 

14, Gegeben sind zwei gleichseitige Hyperbeln, welche die- 
selben Asymptoten haben. Ein veränderliches Dreieck PQR be- 
wegt sich so, dafs P stets auf der einen Hyperbel liegt, Q und B 
auf der andern liegen und dafs PQ und PR parallel mit den 
Asymptoten sind, a) Es soll bewiesen werden, dafs der Inhalt A 
des Dreiecks PQR allein durch die Halbachsen der gegebenen 
Hyperbeln ausgedrückt werden kann. 

Beweis: (R. K.). 

{576sl) Nyt Tidsskrift. XXIV, 191. 

15, Beschreibt man mit einem Durchmesser PQ einer gleich- 
seitigen Hyperbel um P einen Ereis^ so schneidet dieser die 
Hyperbel in Ä^ B und C so, dafs AÄBC gleichseitig ist. 

Beweis: (6.). 

(324) Educ. Times. XVIII, 201. 

16. In jeder gleichseitigen Hyperbel erscheinen die Gegen- 
seiten eines eingeschriebenen Parallelogramms AB CD von jedem 
Punkte der Kurve aus unter gleichen Winkeln, wenn aufser- 
halb des Parallelogramms liegt; liegt innerhalb, so ergänzen 
sie sich zu 180^. 

Beweis: (P. G.); (R. K). 

(189) Stammer XII, 432. XIII, 278. 

17. Der Winkel zweier gleichseitigen koncentrischen Hyperbeln 
ist doppelt so grofs wie der Winkel, den ihre Asymptoten bilden. 

Beweis: (G.). 

(J218) Nouv. Ann. XV, 364. 

*} Dieser Satz ist ein spezieller Fall des Satzes: Sind die Katheten 
eines rechtwinkligen Dreiecks bezüglich eines Kegelschnitts konjugiert, 
w&hrend die Hypotenuse in einer Achse liegt, so geht der Umkreis des 
Dreiecks durch die reellen oder imaginären Brennpunkte der andern 
Achse. Yergl. Beyb, Geom. d. Lage. 

**) Der Satz enthält die Lösung der Aufgabe, einen gegebenen 
Horizontalkreis auf irgend eine Vertikalebene perspektivisch so zu pro- 
jizieren, dafs die Projektion eine gleichseitige Hyperbel wird. 

(SCHLÖMILCH.) 
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18« Ein Durchmesser AB einer gleichseitigen Hyperbel wird 
Yon einem beliebigen Hyperbelpunkt aus unter einem Winkel ge- 
sehen, dessen Halbierungslinien parallel den Asymptoten sind. 

Beweis: (R. K), 

(575) Nyt Tidsskrift. XXIV, 191. 

19« Stehen zwei Sehnen einer gleichseitigen Hyperbel auf 
einander senkrecht, so ist das Produkt aus den Abschnitten der 
einen gleich dem negativen Produkt aus den Abschnitten der anderen. 

Beweis: (G.). 

(452) Stammeb XV, 614 XVI, 271. 

20« Durchschneidet man die beiden Zweige einer gleich- 
seitigen Hyperbel mit einer Schar paralleler Geraden und kon- 
struiert über den entstandenen Hyperbelsehnen als Durchmessern 
Kreise, so gehen alle diese Kreise durch die Endpunkte desjenigen 
Durchmessers der Hyperbel, dessen konjugierter senkrecht zu den 
parallelen Geraden steht. 

Beweis: (R. K. 2). 

(896) Meyeb XX, 511. XXI, 272. 

21, In einem rechtwinkligen Koordinatensystem X 07 sei 
auf der X-Achse OC ^^ r der Radius des zu teilenden Kreises 

und Ä ein Punkt mit den Koordinaten ^ ^ ^^^ y ^- ^^^ Kreis 
mit OA um und die gleichseitige Hyperbel, welche A zu «inem 
Hauptscheitel hat und deren Asymptoten OY und die Parallele 

im Abstände 00^ *= -^ r zu OX sind, schneiden sich noch im 

Punkte J?, dessen Koordinaten positiv sind; schneidet die ver- 
längerte Ordinate von B den ursprünglichen Ejreis noch in D, so 

ist Bogen CD = y . 2 7tr. 

Beweis: (R. K). 

(687) ScHLÖMiLCH XVm, 278. XIX, 29. 

b. Aufgaben.*) 

22. Ein Punkt F ist durch seine Koordinaten r, ß gegeben, 
welche auf die beiden sich unter dem Winkel d' schneidenden 
Achsen OX und OY bezogen sind; man soll die Gleichung der 
Hyperbel finden, welche durch den Anfangspunkt geht, den 
Punkt F zu einem ihrer Brennpunkte hat und deren Asymptoten 
den Achsen OX und OY parallel sind. Vier Hyperbeln ent- 
sprechen der Bedingung. Die Gleichung einer jeden von ihnen 
ist von der Form xy — px — qy = 0] es handelt sich darum^ 

*) Vgl. § 3 Nr. 47; 48. § 5 Nr. 26 c. 
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die 4 Paare Yon Werten von p und q zu finden, ausgedrückt in 
Funktionen der gegebenen Werte a, ß und &, 

{23^) Nouv. Ann. X, 111 — 112. — 

23, Eine Gerade schneide eine gegebene Hyperbel in den 
Punkten P, Q und die Asymptoten der Kurve in Z7, F; es soll 
die Bedingung ermittelt werden, unter welcher P, ^, CT, Y har- 
monisch liegen. 

Lösung: (R.); (H. B.) und (P. G.). 

(844) ScHLÖMiLCH XX, 115. XX, 507. 

24. Es sollen diejenigen Hyperbelpunkte bestimmt werden^ 
deren Erümmungskreise die Asymptoten berühren. 

Lösung: (E. K.). 

(925) ScHLÖMiLCH XXI, 32. XXI, 427. 

26. Zwei Hyperbeln haben einen Brennpunkt F und eine 
Asymptote A gemeinschaftlich, aufserdem gleich lange reelle Achsen 
2 a; man zeichne ihre Schnittpunkte. 

Lösung: (G.). 

(934) EuLP XXI, 115. XXI, 517. 

26. Eine Hyperbel zu konstmieren, wenn gegeben die Lage 
der reellen Achse, die Länge der halben imaginären Achse und 

1) zwei Punkte der Hyperbel. Lösung: (R. K. 3); (G. 2) 
und (R.), 

2) eine Tangente mit ihrem Berührungspunkt. Lösung: (G. 5) 
und (R. K. 2), 

3) eine Asymptote. Lösung: (R. K.), 

4) eine Scheitel tangente und ein Punkt der Hyperbel. Lösung: 
(G. 2); (R. K.) und (R.). 

5) eine Scheiteltaugente und die Bedingung, dafs die Hyperbel 
gleichseitig sein soll. Lösung (G.). 

(260—264) RuLP XIV, 33. XIV, 346—349. 

27. Anzugeben, welche Schnitte eines beliebigen Kreiskegel» 
gleichseitige Hyperbeln werden. 

Lösung: (R. K. 2); (R. 2); (G. 2). 

(182.) V. LÜHMANN Xn, 363. XIII, 200. 

28. Eine gleichseitige Hyperbel zu konstruieren, wenn eine 
der beiden Asymptoten, eine Tangente und ein Punkt P der 
Hyperbel gegeben sind. (Bei der Lösung wird folgender leicht 
zu beweisender Satz benutzt: Fällt man von einem beliebigen 
Punkt einer gleichseitigen Hyperbel auf eine Tangente und auf 
die nach ihrem Berührungspunkt vom Mittelpunkt gezogene Gerade 
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Senkrechte, so sind die FuiÜspunkte derselben vom Mittelpunkt 
gleich weit entfernt.) 

Lösung: (G.). 

{323) Nouv. Ann. XVHI, 201. 

29, Eine gleichseitige Hyperbel zu konstruieren, von welcher 
man den Mittelpunkt J9f, eine Tangente T und einen Punkt P 
kennt. (Mit Benutzung des in der vorigen Aufgabe angeführten 
Satzes.) 

Lösung: (G.). 

(766) ßuLP XrX, 188. XIX, 586. 
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a. Lehrsätze. 

!• Durch einen Punkt P sind an eine Kurve zweiten Grades 
Tangenten gelegt, deren Berührungspunkte Q und JR heiTsen 
mögen, aufserdem sei P^ derjenige Kurvenpunkt, in welchem die 
Tangente an der Kurve parallel zu QB liegt; bezeichnet man nun 
die Koordinaten von P mit u, t;, die Koordinaten von P^ mit u^, 
t?], die Badienvectoren von P und P| mit r und r^, endlich die 
Fläche des mondförmigen, zwischen der Berührungssehne QM und 
dem Kurvenbogen QP^B enthaltenen Segments mit S^ so hat man 
folgende Formeln und Sätze: 

a) Für die Parabel, deren Gleichung x^ — cy «= sein möge, 
ist Ä = g^ yc {v^ — v)*. Bewegt sich der Pol P auf einer coazialen 
kongruenten Parabel, deren Scheitel um h tiefer liegt, so behält 
8 den konstanten Wert j "/cä^ 

b) Für die Ellipse, deren Gleichung y—j + (f^) *= 1 sein 
möge, ergiebt sich, wenn S das kleinere der möglichen Segmente be- 
deutet, 8 = I arccos ^ — 7 ]/l — Cjf \ «&• I>iese Fläche bleibt 

ungeändert, wenn sich der Pol auf einer koncentrischen und ähn- 
lichen Ellipse fortbewegt. 

c) Bei der Hyperbel, deren Gleichung i-A — \^\ = 1 sein 

möge, mufs der Pol zwischen der Kurve und ihren Asymptoten 
enthalten sein; es ist dann 

Auch diese Fläche ändert sich nicht, wenn der Pol auf einer kon- 
centrischen und ähnlichen Hyperbel fortrückt. 

(70i) ScHLÖMiLCH IX, 436—437. — 
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3« Haben zwei Kegelschnitte dieselbe Leitlinie, so liegen 
deren vier gemeinsame Punkte auf einem Kreise, dessen Mittel- 
punkt auf der Verbindungslinie der zu der Leitlinie gehörenden 
Brennpunkte liegt. (Verallgemeinerung von § 2 Nr, 16.) 

Beweis: (G.). 

(602) Sporer XVII, 288. XVIII, 34. 

3. Haben zwei Kegelschnitte denselben Brennpunkt, so liegen 
die vier Schnittpunkte zweimal zu zwei mit dem Schnittpunkt der 
beiden zu dem Brennpunkt gehörenden Leitlinien in gerader Linie. 

Beweis: (G.). 

(603) Sporbr XVn, 288. XVIII, 34. 

4, Es soll folgende Eigenschaft zweier Kegelschnitte be- 
wiesen werden: Von einem Kegelschnitt sei F ein Brennpunkt, 
FQ der Abstand des letzteren von der nächsten Direktrix und 
FH der Halbparameter; ein zweiter Kegelschnitt besitze denselben 
Brennpunkt, dagegen FG-' und FH' statt der vorigen FG- und 
FH\ beide Kurven schneiden sich in zwei, symmetrisch zu GG-' 
liegenden Punkten P und Q. Diese lassen sich leicht mittels einer 
Geraden und eines Kreises konstruieren. Ist nämlich J der Durch- 
schnitt der Geraden GH und.G'H\ und JK die Entfernung des 
Punktes J von GG\ so gehen die Gerade JK und der aus F 
mit dem Hadius JK beschriebene Kreis gleichfalls durch P und Q, 

Beweis: (G.); (R. K.). 

(1128) ScHLÖMiLCH XXm, 352. XXIV, 100. 

5. Die zwei Geraden, welche in einem Punkte P eines 
Kegelschnitts den Winkel zwischen der Tangente PT und dem 
Durchmesser PM halbieren, schneiden aus dem Kegelschnitt zwei 
Punkte Ä und B, deren Verbindungslinie AB zu der Tangente 
PT parallel ist.*) 

Beweis: (H. B.) und (K.). 

(751) Beyel XIX, 97. XIX, 502. 

6, Bezeichnet P denjenigen Punkt eines Kegelschnitts, dessen 
Normale die Hauptachse unter dem Winkel von 45® und nachher 



*) Zusätze: 1) Schneidet AB den Durchmesser PM in 0, so wird 
AB durch C halbiert. 

2) Durch den Fufspimkt der Senkrechten von P auf AB gehen 
die Hypotenusen aller der Kurve eingeschriebenen rechtwinkligen Drei- 
ecke, welche P als gemeinsamen Scheitelpunkt des rechten Winkels 
haben. (Meyeb.) 

Verallgemeinerung: Wenn man den Winkel zwischen Durchmesser 
und Tangente harmonisch teilt, so ist die Verbindungslinie der Schnitt- 
punkte jener Teilungslinien mit dem Kegelschnitt parallel der Tangente. 

(FUHBMANN.) 

AnfgabenBammlung a. ZeitBchr. f. math. u. nat. ünterr. 23 
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die Kurve zum zweiten Mal in Q schneidet, so ist der Mittelpunkt 
der Sehne PQ zugleich der Krümmnngsmittelpunkt ftlr P. 

Beweis: (R. K). 

(1034) ScHLÖMiLCH XXn, 274. XXIH, 41. 

7« Durch einen Kegelschnittspunkt sind zwei aufeinander senk- 
rechte Gerade gelegt, welche die Kurve in den Punkten P und Q 
schneiden. Dreht sich nun der rechte Winkel POQ um 0, so 
dreht sich die Hypotenuse PQ um einen festen Punkt J(f , welcher 
auf der zu gehörenden Normale des Kegelschnitts liegt. Be- 
zeichnet ferner N den zweiten Durchschnitt der Normale OM mit 
der Kurve, so ist OM gleich dem harmonischen Mittel zwischen 
der Hälfte der Sehne ON und dem Krümmungshalbmesser, welcher 
dem Punkte entspricht. 

Beweis: (E. K.). 

(1168) ScHLÖMiLCH XXIV, 23. XXIV, 447. 

8« Wird durch einen beliebigen Kegelschnittspunkt P die 
Normale gelegt, so begegnet diese der Kurve zum zweiten Mal in 
einem Punkte Q; die zu P und Q gehörenden Krümmungsradien mögen 

p und q heifsen; es gilt dann die einfache Relation — == (cos (j?, g))^ 

worin (^, q) den Winkel zwischen beiden Krümmungshalbmessern 
bezeichnet. 

Beweis: (R.). 

(1174) SCHLÖMILCH XXIV, 104. XXIV, 452. 

9, Einem beliebigen Kegelschnitte ist ein Dreieck einbe- 
schrieben, dessen Seiten BC^ CÄ^ AB eine sonst noch vorhandene 
Gerade d in den Punkten Ä^, J?i, C^ treffen; zu den drei Punkten 
A^^ J?, C ist der vierte harmonische Punkt Aq konstruiert, ebenso 
Bq zu B^^ Cj A und Cq zu C^, -4, ^; von den Punkten Aq, J9q, Cq 
sind Gerade nach dem Punkte D gezogen, welcher als Pol der 
Polare d entspricht, und es seien i, 3f , N die Durchschnitte von 
AqD, BqI), CqB mit d. Wird nun ein beliebiger Punkt P des 
Kegelschnitts mit L^ M^ N verbunden, und sind CT, F, W die 
Durchschnitte von LP und J?(7, MP und (7-4, NP und J.P, so 
liegen die drei Punkte C/", F, W in einer Geraden. 

Falls die Polare d unendlich weit verschoben wird, verwandeln 
sich Jq, Pq, Cq in die Mittelpunkte der Seiten PC,' CA^ AB] B 
wird der Mittelpunkt des Kegelschnitts und es ist dann P?7 J A^B^ 
PY\B^B, PW\ C,B. 

Noch spezieller wird der Satz, wenn man fllr den Kegel- 
schnitt einen Kreis nimmt; es ergiebt sich dann die von Gaufs 
bemerkte Eigenschaft des Kreises, dafs die rechtwinkligen Pro- 
jektionen eines seiner Punkte auf die Seiten eines eingeschriebenen 
Dreiecks in einer Geraden liegen. 
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Nach dem Reciprocitätsgesetze entspricht dem allgemeinen 
Satze ein Korrelat, welches sich auf ein umgeschriebenes Dreieck 
bezieht, dessen Ecken mit irgend einem Punkte D geradlinig ver- 
bunden sind u. s. w. Läfst man nachher D unendlich weit weg- 
rücken und den Kegelschnitt zu einem Kreise werden, so gelangt 
man zu dem Korrelate des Gaufs'schen Satzes, welches jedoch in- 
sofern weniger einfach als letzterer ist, als es aufser der vierten 
willkürlichen Kreistangente noch eine willkürliche Richtung enthält. 

(85) SCHLÖMILCH X, 350. — 

10. Ist ABC ein Tripel harmonischer Pole in Bezug auf 
einen Kegelschnitt, so giebt es unendlich viele Dreiecke a h c, 
welche dem Dreieck ABC umgeschrieben sind und deren Ecken 
A^j ^1? ^1 *^^ ^®^ Kegelschnitt liegen. Jedes dieser Dreiecke 
ist zum Dreieck ABC perspektivisch und je ein Punkt des Kegel- 
schnittes ist Projektionscentrum. 

Beweis: Vergl. Gallenkamp: Sjnth. Geom. 2. Abt. § 19, 3, A. 
und Steiner- Schröter: Theorie d. Kegelschn. § 23 p. 100 u. § 27 
p. 123. (K. M.). 

(699) Beyel XVIII, 357. XIX, 95. 

!!• Ein Kegelschnitt berühre die Seiten eines Dreiecks. Sind 
P, P' die Brennpunkte, so ergiebt sich die Lage des Berührungs- 
punktes Da auf der Seite BC vermittels der Proportion 

BDa : CDa = 6 . ßP . BP' icCP- CP\ 

Beweis: (G.); (G. T. 2). 

(885) Emmerich XX, 434. XXI, 188. 

12. Diejenigen drei Punkte auf den Seiten eines Dreiecks, 
welche harmonisch konjugiert sind zu den Fufspunkten der durch 
einen beliebigen Punkt P gehenden Ecktransversalen, liegen auf 
einer geraden Linie, welche man die Harmonikale des Punktes 
P nennt. 

a) Die Harmonikaien aller Punkte eines um das Dreieck be- 
schriebenen Kegelschnitts schneiden sich in einem Punkte. Die 
Harmonikalen aller Punkte des Umkreises z. B. schneiden sich im 
Grebe'schen Punkte. 

b) Die Harmonikaien aller Punkte einer geraden Linie um- 
hüllen einen in das Dreieck beschriebenen Kegelschnitt; ist z. B. 
die gegebene Gerade unendlich fern, so berührt dieser Kegelschnitt 
die Seiten des Dreiecks in ihren Mittelpunkten.*) 

Beweis: a) und b) (K. M.); P. G.). 

(949) Stoll XXI, 279. XXII, 20. 



*) Vergl. E § 9 Nr. 27 a. Bewegt sich P auf einem Kegelschnitt, 
der nur durch zwei Eckpimkte des Dreiecks geht, so umhüllt die Har- 
monikale einen Kegelschnitt. 

23* . 
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13, (Im AnschlulJB an Nr. 12.) Die Harmonikaien aller 
Punkte der um ein Dreieck beschriebenen Ellipse kleinsten Flächen- 
inhaltes schneiden sich im Schwerpunkt des Dreiecks. 

Beweis: (K. M.); (H. B.) 

(1055) V. Jettmab XXII, 435. XXTTI, 185. 

14« Beschreibt man um das Höhenfufspunktdreieck von ABC 
irgend einen Kegelschnitt, so schneidet derselbe jede Seite von 
ABC und den nicht anliegenden Höhenabschnitt in Punkten, 
deren Verbindungslinien sich in einem Punkte P schneiden, und 
die Tangenten in diesen Punktenpaaren gehen mit je einer Seite 
des Höhenfufspunktdreiecks durch einen Punkt. Die drei so er- 
haltenen Punkte liegen auf einer Geraden.*) 

Beweis: (K. M.); (H. B.); (P. G.). 

(952) BüCKiNa XXI, 280. XXH, 22. 

16« (Im AnschluTs an den vorigen Satz.) In der Ebene 
eines Dreiecks ABC sei ein Punkt P gegeben, durch den die 
Ecktransversalen gezogen sind, welche die Seiten bezüglich in den 
Punkten A\ B\ G' treflFen. Ein durch A\ B\ C gelegter Kegel- 
schnitt schneide die Seiten noch in den Punkten A'\ B'\ C'\ die 
Transversalen in den Punkten a\ ß\ y und die Geraden AA'\ 
BB'\ CG" in den Punkten a\ /5", y". Dann lassen sich folgende 
Sätze beweisen: 

a) AAl\ BB'\ CC" schneiden sich in einem Punkte P'. 
Beweis: (K. M.); (H. B.); (G.). 

b) Die Geraden a A'\ p -B", y C" schneiden sich in einem 
Punkte ö und a" A\ ß" B\ y" C in einem Punkte Q' \ (^ und (2' 
liegen auf PP' , Das Schnittverhältnis soll angegeben werden. 

Beweis: (K. M.); (P. G.). 

c) Auf PP' liegen noch die Schnittpunkte folgender sechs 
Linienpaare:^ B''G' und B'G'\ CA! und G'A'\ Al'B' und A'B'\ 
ß"y und /3'y", y" a und y a\ a'ß' und aß". 

Beweis: (K. M.); (P. G.). 

d) Die Tangenten in A'' und a' schneiden sich in einem 
Punkte B^ der Geraden B'G'\ ähnliche Punkte sind B^' und B^, 
Die Tangenten in A' und a" schneiden sich in einem Punkte B^' 
der Geraden -B"C"; ähnliche Punkte sind B^' und B^\ 

Beweis: (K. M.); (H. B.). 

e) Die Punkte B^^ B^y B^^ liegen auf einer Geraden, welche 
sowohl die Kollineationsachse der Dreiecke ABC und «'/5'y' als 

*) Trifft der um das Höhenfufspunktdreieck J^JB^C. beschriebene 
Kegelschnitt BG in A^, CA in J5,, AB in (7,, so schneiden sich AA^, 
BB^y CG^ in einem Punkte P|, dessen Harmonikale die obige Gerade 
ist; dieselbe ist auch die Pascarsche Linie des Sechsecks jI, ^i B^B^ 
G^Ci und die Kollineationsachse der Dreiecke ABC und A^B^C^ (der 
Kegelschnitt um A^B^Ci schneide AAj^ in A^, BB^ mB^, CÖ^ in C,). 
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auch die Harmonikale von P' ist. Die Punkte It^\ Sg", JB3" 
liegen auf einer Geraden, welche sowohl die Eollineationsachse der 
Dreiecke ABC und a"/5"y" als auch die Harmonikale von P ist. 
Beweis: (K. M.): (H. B.). 

f) Die Harmonikale von P ist die Polare von Q' und die 
Harmonikale von P' die Polare von Q, so dafs die Harmonikaien 
sich im Pol von QQ' bez. PF' schnöiden. 

Beweis: (K. M.); (H. B.). 

(1066—1071) Stoll XXn, 511. XXHI, 261—265. 

16« Die Halbierungslinie der Diagonalen eines Vierecks ist 
der Ort für das Centrum eines ihm eingeschriebenen Kegel- 
schnittes. *) 

Beweis: Yergl. Newton: Philosophiae naturalis principia mathe- 
matica lib. I Lemma 25 Coroll, 3 und Cremona: Projekt. Geometrie 
Nr. 288, sowie Schröter: Theorie d. Kegelschnitte. 1. Aufl. § 48. 

(530) Artzt XYI, 429. XVII, 196. 

17, Die drei Geraden, welche je zwei Gegenpunkte des zwei 
Kurven II. 0. gemeinsamen Tangentenvierecks verbinden, bilien 
das beiden Kurven gemeinschaftliche Poldreieck. 

Beweis: (G.). 

(828) Meyer XX, 32. XX, 424. 

18« Schneiden sich in einem Viereck die Diagonalen senk- 
recht, so sind die Seiten desselben Tangenten einer Kurve II. 0. 
welche den Schnittpunkt der Diagonalen zu einem Brennpunkt hat.*^) 

Beweis: (G. 2), auch durch (P. G.) ausfahrbar. 

(874) Meyer XX, 350. XXI, 110. 

19. Die Verbindungslinien der drei Punktepaare, in welchen 
ein dem Diagonaldreieck eines vollständigen Vierecks umgeschrie- 
bener Kegelschnitt die drei Seitenpaare desselben zum anderen 
Male schneidet, gehen durch einen und denselben Punkt.***) 

Beweis: (P. G.); (K. M.). 

(888) Kober XX, 434. XXI, 191, 

*) Mit Hülfe dieses Satzes läfst sich leicht der Mittelpunkt des 
einem Fünfeck eingeschriebenen Kegelschnitts finden. 

**) In einem Kreisviereck mit aufeinander senkrecht stehenden Dia- 

gonalen ist der Schnittpunkt der Verbindungslinien der Mitten der 
regenseiten der Mittelpunkt, der Mittelpunkt des Umkreises und der 
Schnittpunkt der Diagonalen sind die Brennpunkte und der Radius des 
Kreises der acht Punkte (Fufspunkte der vom Diagonalenschnittpunkt 
auf die Seiten gefällten Senkrechten und Durchschnittspunkte der letztereb 
mit den Gegenseiten) ist die halbe grofse Achse eines dem Kreisviereck 
eingeschriebenen centrischen Kegelschnitts. (Stoll.) 

***) Wenn man durch die Diagonalenschnittpunkte eines vollstän- 
digen "Vierecks einen Kreis legt und bestimmt die sechs auf den Seiten 
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20. Zwei Kegelschnitte K^ und ^ berühren sich in einem 
Punkte Ä und schneiden sich in den Punkten B und C, Legt 
man nun durch ÄJBG einen beliebigen Kegelschnitt -ET, welcher 
Kl noch in Jf, JBTg in N trifft, verbindet man femer einen be- 
liebigen Punkt P von K mit M und N^ so liegen die zweiten 
Schnittpunkte der PM mit J5ri(ilfi) und der PN mit ^^2(^1) mit 
dem Berührungspunkt Ä auf einer Geraden. 

Beweis: (P. G.). 

(707) Kokott XVIII, 446. XIX, 183. 

21. Es seien K^ und K^ zwei beliebige Kegelschnitte imd 
p und G ein beiden Kegelschnitten gemeinsames Paar Pol und 
Polare. Ist nun X eine beliebige Gerade und X^ die Ver- 
bindungslinie der beiden Pole von X in Bezug auf Ki und JSTg, 
so schneiden X und X^ die Gerade G in Punktpaaren aa^ einer 
Involution, deren Doppelpunkte die Schnittpunkte der gemeinsamen 
Tangenten an K^ und ^ sind.*) 

Beweis: (P. G.); auch durch (K. M.) ausführbar. 
(750) Dbasch XIX, 97. XIX, 502. 

22, Vier Kegelschnitte mit den Mittelpunkten -4, ^, C, D, 
von denen jeder die Mittelpunkte der drei andern zu je einem 
Tripel konjugierter Punkte hat, sind ähnlich gelegen und die 
reciproken Werte der Quadrate der Hauptachsen haben die alge- 
braische Summe Null. 

Beweis: (H. B.). 

(734) KoBER XVIII, 602. XIX, 344. 

23, Ein Büschel von Kegelschnitten, die durch dieselben vier 
Punkte a, &, c, d gehen, werde von einem festen Kegelschnitt ge- 
schnitten, der zwei dieser Punkte a und h mit jenen gemeinsam 
hat und jeden von ihnen in je zwei neuen Punkten f und g, f 
und g\ f und g" u. s. w. schneidet; dann gehen die Verbindungs- 
linien fg^ f g'i f 9' ^- s. w. durch einen und denselben Punkt. 
Der Satz ist nicht umkehrbar. 

Beweis: (P. G.); auch durch (K. M.) ausführbar. 
(868) Stoll XX, 275. XXI, 30. 

liegenden durch je zwei Eckpunkte vom Kreis harmonisch getrennten 
Punkte, 80 liegen diese auf einer Geraden. Diese Gerade ist Durch- 
messer, wenn das Viereck ein Kreis viereck ist. 

*) Sind w4J?, Cp^ Achsen und Mittelpunkt einies Kegelschnitts K 
und a, b die Schnittpunkte von AB mit einem beliebigen koncentri- 
Bchen Kreise, so findet man den auf CD liegenden Schnittpunkt d 
gemeinsamer Tangenten an K und den Kreis, indem man von b aus mit 
OB die Gerade CD in P schneidet und von A s,uf PF (^Brennpunkt 
auf AB) die Senkrechte fällt, welche CD in d schneidet. (Drasch.) 
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24« Hat ein Kegel zur Basis einen Kegelschnitt^ dessen 
Hauptachse mit der Spitze eine zur Grundfläche senkrechte Ebene 
bildet, und schneidet man denselben mit einer zur letztgenannten 
gleichfalls senkrechten Ebene so, dafs diese und die Grundfläche 
mit der Verbindungslinie des einen Brennpunktes der letzteren 
mit der Kegelspitze gleiche Ergänzungswinkel bildet, so ist die 
Schnittkurve ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt auf jener 
Verbindungslinie gelegen ist, während die zugehörige Leitlinie die 
Schnittlinie der Schnittfläche mit der durch die Spitze und die 
^Leitlinie des Grundkegelschnitts gelegten Ebene ist. 

Beweis: (G.) und (P. G.). 

(98) Weinmeister XI, 33. XI, 363. 

26« Schneidet man einen schiefen Kreiskegel senkrecht zum 
Hauptachsenschnitt so, dafs die Schnittebene und die Grundfläche 
mit der Verbindungslinie des Mittelpunktes der letzteren mit der 
Kegelspitze gleiche Ergänzungswinkel bildet, so ist die Schnitt- 
kurve ein Kegelschnitt, dessen einer Brennpunkt auf jener Ver- 
bindungslinie gelegen ist, während die zugehörige Leitlinie die 
Schnittlinie der Schnittfläche der durch die Spitze zur Grundfläche 
parallel gelegten Ebene ist. 

Beweis: Besonderer Fall des vorigen Satzes. 

(97) Weinmeister XI, 33. XI, 364. 

m 

b. Aufgaben. 

26. Von einem Kegelschnitt sind die Punkte P^ und P^ ge- 
geben; man sucht den Berührungspunkt P3 derjenigen Tangente, 
welche parallel zur Sehne P1P2 liegt- 

a) Bei>der Parabel 7cy = x^ ist iCg = y (xi + a?2)' 

b) Werden in der Ellipse die Koordinaten mittelst der 
Formeln x = a cos od, ^ » & sin od durch die excentrische Anomalie 

ausgedrückt, so ist (x>^ = y (®i "f" ^2)' 

c) Bei der Hyperbel ist Pg nur dann möglich, wenn P^ 
und P2 auf demselben Hyperbelzweige liegen; ersetzt man die Glei- 

1 + ^' 
chung der Kurve durch die beiden Gleichungen a? = a —^ — , 

y = & — r-T— , so erhält man t^ =syt^t^, 

Lösung: a) (G.); (R. K); b) (R. K.); (P. G.). c) (R. K.). 
(853) Sbhlömilch XX, 196. XX, 687. 

27. Durch den Kegelschnittspunkt P ist die zugehörige 
Normale gelegt, welche der Kurve zum zweiten Mal in Q be- 
gegnet; es soll nun P so bestimmt werden, dafs der entsprechende 
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Krümmungsmittelptmkt auf den Halbierungspnnkt der Sehne 
PQ föllt. 

Lösung: (R. K.). 

(954) ScHLÖMiLCH XXI, 280. XXII, 24. 

28« In Beziehung auf rechtwinklige Koordinaten sei die 
Gleichung eines Kegelschnittes 2x^"\- aßy^ — 2ßxi/ — 2nx=0, 
wobei a und ß als Cotangenten gewisser Winkel -ip und tf; be- 
trachtet werden können. Man soll ermitteln: die Lage des Koor- 
dinatensystems gegen die Kurve und die geometrischen Bedeutungen 

von qp, Ip, n und —k' 

Lösung: (G.) in Verbindung mit (R.). 

(1189) ScHLÖMiLCH XXIV, 190. XXIV, 606. 

29« Gegeben ist ein imaginäres Viereck mit imaginären 
Diagonalen, dargestellt durch einen beliebigen Kegelschnitt K und 
eine in der Ebene desselben liegende elliptische Strahleninvolution 
mit dem Träger C; ferner eine reelle Gerade 6r, welche, die 
Vierecksdiagonalen etwa in a und b schneiden möge. Man kon- 
struiere die Verbindungslinie G^ der Punkte a^ und 5j, welche 
von a und h durch die imaginären Gegenecken des Vierecks har- 
monisch getrennt sind. 

Lösung: (P. G.). 

(735) Drasch XVIU, 602. XIX, 345. 

30« Sechs gegebene Ebenen sollen von einer siebenten in 
einem Tangentensechsseit eines Kegelschnittes geschnitten werden. 
Beweis: Tetraeder- Koordinaten. (P. G.) 
(207) Wbinmeistbr XIII, 34. XIII, 362. 

31« Einen Kegelschnitt zu konstruieren, wenn gegeben sind 
der Brennpunkt, eine Tangente, ein Durchmesser und 'die Richtung 
des zu letzterem konjugierten Durchmessers. 

Lösung: (H. B.). 

(126) Cardinaal XI, 433. XII, 198. 

32. Von einem Kegelschnitt sind ein Brennpunkt und die 
Lage der Hauptachse, sowie die Endpunkte einer durch den Brenn- 
punkt gehenden Sehne gegeben; man soll den anderen Brennpunkt 
und die Längen der Achsen bestimmen. 

Lösung: (G. 3); (R.); (K. M.). 

(492) Fuhrmann XVI, 205. XVI, 500. 

33« In ein Segment irgend eines Kegelschnittes das gröfste 
Trapez einzuschreiben. Die Sehne, welche das Segment begrenzt, 
soll eine der Grundlinien des Trapezes werden. 

(37 j) Nouv. Ann. X, 115. — 
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34. In einen Kegelschnitt, der einen Mittelpunkt hat, das 
gröfste Viereck einzuschreiben, welches zu einer seiner Seiten einen 
gegebenen Durchmesser hat, und zur entgegengesetzten Seite eine 
Sehne parallel einer gegebenen Geraden. 

(55i) Nouv. Ann. X, 115. — 
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1. Gegeben A ÄaB <^ BßO <^ CyD • • • •, wobei für die 
homologen Seiten die Proportion gilt: ÄB:BC = BC:CD 

= CD : DE Legt man nun die Dreiecke so aneinander, 

dafs sich Bß mit einem Teile von Ba deckt, Cy mit einem Teile 
von Cß u. 8. w., so liegen die Punkte Ä^ B^ C^ D^ • - ' ' auf einer 
Spirale, deren asymptotischer Punkt mittelst Zirkel und Lineal 
konstruiert werden soll. Auch die Punkte «, (3, y • • • • liegen auf 
einer Spirale. 

Lösung: (Pol-Koord.) ; (R. K.). 

(180) Weinmeister XH, 363 u. 433. Xin, 199. 

2« Von einer zu zeichnenden archimedischen Spirale kennt 
man den Pol 0, eine Tangente T und die Länge a der Subnormale. 
Lösung: (G. R.). 
(787) RuLF XIX, 347. XX, 186. 

3« Für ein echt gebrochenes f* sei y = Aocf^ die Gleichung 
einer parabolischen Kurve, deren Ordinaten gleichzeitig mit den 
Abscissen ins Unendliche wachsen; wird nun die Kurve parallel 
zu sich selbst längs der X-Achse um eine Strecke h verschoben, 
so sind die ursprüngliche und die neue Kurve Asymptoten zu- 
einander. 

Beweis: (R.). 

(1083) ScHLÖMiLCH XXII, 695. XXHI, 348. 

4. Man verbinde einen Punkt P des Kreises K mit den 
anderen Punkten von K durch Sehnen und zeichne über diesen 
als Durchmessern Kreise. 

a) Die Kreise umhüllen eine Kardioide. 

b) JPQ sei Durchmesser in Ä", FB eine beliebige Sehne und 
T der zu dem Kreise über FB gehörende Berührungspunkt der 
Kurve, so ist stets ^QFB = TFB-, 



*) Vergl. Wbinmeistbb: Die Herzlinie. XV, 246 — 273. 
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c) die Kurve ist zugleich Fufspunktkurve von K für den 
Pol P. 

Beweis: (R. K. u. Pol.-Koord.); (G.). 

(1262) BüCKma XXV, 116. XXV, 510. 

6. Wie konstruiert man auf einfache Weise Punkte der 

Kurve tt -| — f = -«^ ^^ 

Lösung: (R 3.). 

(1326) BÖKLE XXV, 513. XXVI, 277. 



H. 

Flächen zweiter und höherer 

Ordnung. 



1. An eine Fläche zweiten Grades sind von einem Punkte P 
aus sämtliclie Tangenten gezogen, deren Berührungspunkte he- 
kanntlich in einer Ehene (der Polarehene) liegen und eine Kurve 
zweiten Grades hilden. Dahei werde vorausgesetzt einerseits, dafs 
die Berührungskurve eine Ellipse, andererseits, dafs sich über ihr 
die Fläche zu einer Kappe zusammenwölbe, auf welcher dann ein 
Punkt Pj (gewissermafsen der Kappenscheitel) existiert, in welchem 
die Berühmngsebene an der Fläche parallel zur Polarebene liegt. 
Bezeichnet man die Koordinaten von P mit UjVyWj den zugehörigen 
Radiusvektor mit r, ebenso die Koordinaten und den Badiusvektor 
von P^ mit Wj, v^, to^y r^, endlich mit V das Volumen der Kappe, 
so hat man folgende Formeln und Sätze. 

a) Für das elliptische Paraboloid, dessen Gleichung 

a ' b 

sein möge, ist F = -j ^ C^i — ^T Vah, Bewegt sich der Pol P 
auf einem coaxialen kongruenten Paraboloide, dessen Scheitel um 
k tiefer liegt, so behält V den konstanten Wert Y7rÄ*}/a5. 

b) Für das hyperbolische Paraboloid ist keine Kappe der 
bezeichneten Art möglich. 

c) Die Gleichung des Ellipsoids sei l-A + Ijj + (—) = 1 
und V das Volumen der kleineren der entstehenden zwei Kappen; 

es ist dann F = -|-7r(2 — 3— + yf) ) ahc. Dieses Volumen 

bleibt ungeändert, wenn der Pol auf einem koncentrischen und 
ähnlichen Ellipsoide fortrückt. Sind z. B. 2 a, 2 &, 2 c die Achsen 

des letzteren, so beträgt Y immer ^ des ursprünglichen Ellipsoids. 
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d) Bei dem einfachen Hyperboloid existieren keine Kappen 
der beschriebenen Art. 

e) Bei dem geteilten Hyperboloid, dessen Gleichung 

-0'-(f)'+0*-' 

sein möge, entstehen Kappen nur dann, wenn der Pol zwischen 
der Fläche nnd ihrem Asymptotenkegel liegt. Die Formel für 7 
bleibt hier dieselbe wie bei dem EUipsoide, nur ist der Wert von 
Ti ein anderer. Bewegt sich der Pol auf einem koncentrischen 
und ähnlichen Hyperboloide, so behält F seinen Wert ungeändert bei; 

so ist z. B., wenn die Halbachsen des letzteren Hyperboloids -ö- ct^ 
Y &, y c sind, V immer gleich dem Volumen eines aus den Halb- 
achsen üy h^ c konstruierten Ellipsoides. 

(7O2) ScHLÖMiLCH IX, 437—438. — 

2« Ein fester Punkt und zwei feste Ebenen sind gegeben; 
die Abstände eines beliebigen Punktes von den genannten Objekten 
mögen der Beihe nach r^ p^ q heifsen; es soll nun untersucht 
werden, welche Fläche der willkürliche Punkt beschreibt, wenn er 
sich so bewegt, dafs immer die Gleichung 

r« = ajp« + ßq^ + ypq 

erfüllt bleibt, worin cf, |3, y gegebene positive oder negative 
Zahlen bedeuten. 

Die Aufgabe enthält sehr viele specielle Fälle in sich, je 
nachdem die Ebenen parallel sind oder nicht, und je nach den 
verschiedenen Werten von a, |3, y. Bemerkenswert sind z. B. die 
Specialisierungen as=j3 = l, y = und a = /5 = 0, y «=« 1. 

Lösung: (B. K.). Die Gleichung des Ortes ist 

x^ + y^ + z^^a- ^\_^Jt - + ß ' \^^i - 

"^ ^ ' l/(l + a«)(l + Ö 

(61) ScHLÖMELCH IX, 285. X, 418. 

3. Gegeben Ebene E und auf der einen Seite derselben die 
Punkte Ä und B. Eine veränderliche Kugel gehe durch Ä und 
B und berühre E in X 

1. Welches ist der Ort für J?? 

2. Welches ist der Ort für den Mittelpunkt M? 

3. Wie kann man das gefundene Resultat verwerten, um die 
Schnittfigur eines Rotationsparaboloides mit einer Ebene zu unter- 
suchen? 

Lösung: (G.). 1) Kreis. 2) und 3) Ellipse. 

(222) Weinmeister XIII, 205. XIV, 90. 
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4. Gegeben ein fester Kegel TL 0. K und ein fester Punkt P. 
Eine Ebene JE?, welche K in der Kurve (JEK) schneidet, bewegt 
sich so, dafs der Kegel ^ welcher (JSK) zur Basis nnd P zur 
Spitze hat, ein Eotationskegel ist. Welche Fläche wird von E 
eingehüllt? 

Lösung: (G.). 

(214) Weinmeister XIII, 125. XIV, 31. 

5. Schneiden sich zwei Botationsparaboloide mit parallelen 
Achsen, so gehört die Schnittkurve derselben einer dritten Eota- 
tionsfläche II. 0. an, deren Brennpunkte in den Brennpunkten der 
Faraboloide gelegen sind. 

Beweis: (G.). 

(215) Weinmbister XIII, 125. XIV, 31. 

6. Eine Tangentialebene an einen Wulst schneidet ihn in 
einer Kurve mit einem Doppelpunkt. Die Tangenten im Doppel- 
punkt konstruiert man mit Hülfe eines Oskulations-Hyperboloides; 
giebt es keine einfachere Konstruktion? 

(282) Böklen XIV, 100. Nicht gelöst. 

7« Durch die Durchschnittskurve zweier Flächen zweiten 
Grades lassen sich vier Kegel zweiten Grades legen, also durch 
die Durchschnittskurve zweier Kegel oder zweier Cylinder noch 
zwei Kegel; die Aufgabe, die Koordinaten der Spitzen der letz- 
teren zu finden, führt also auf eine Gleichung zweiten Grades, wie 
lautet sie? 

(283) BÖKLEN XIV, 100. Nicht gelöst. 

8« Zwei Scharen koaxialer Kreiskegel haben dieselbe Spitze 
und man ordnet jedem Kegel der einen Schar einen der zweiten 
Schar so zu, dafs die Eadien der zu den Achsen senkrechten 
Schnittkreise in gleicher Entfernung von der Spitze ein konstantes 
Verhältnis haben. Wo liegen dann die Schnittlinien der Tangential* 
' ebene, die man an jeden der zwei Kegel eines zugeordneten Paares 
von der Achse des anderen aus legen kann? — Im Fall, wo beide 
Scharen in Cylinder ausarten, erhalten wir einen Kreiscylinder, 
dessen Achse mit denjenigen der beiden Scharen parallel läuft. 

Lösung: (K. M.). 

(1330) BöKLE XXV, 514. XXVI, 344. 

9, Durch sieben Punkte, von welchen sechs die Ecken eines 
Prismas sind, eine Cylinderfläche zweiter Ordnung so zu legen, dafs 
keine der prismatischen Längskanten in die Fläche hineinfällt. 

Lösung: (G.); (P. G.). 

(310) Weinmeisteb XIV, 357. XV, 118. 
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10« Ein parabolischer Cylinder ist durch eine Ebene senk- 
recht zu den Kanten geschnitten und an die Schnittparabel ist 
eine unter dem spitzen Winkel x gegen ihre Achse geneigte Tan- 
gente gelegt. Man soll durch diese Tangente eine andere Ebene 
so legen, dafs die neu entstandene Parabel 

a) der ersten kongruent ist; 

b) einen möglichst grofsen Parameter hat. 

Lösung: (G. E.). 

(1014) Weinmeister XXH, 105. XXH, 503. 



J. 

Aufgaben aus der Physik. 



L Mechanik. 

§ 1. Gleicbgewicbt von Kräften. 

1« Drei gegebene Gewichte P, P', P" werden von drei bieg- 
samen und gewicbtlosen Fäden getragen; diese Fäden geben be- 
züglich durch drei nnendlich kleine feste Binge J., B, (7, welche 
beliebig im Eaume liegen und vereinigen sich in einem gemein- 
samen Knoten 0. Gefragt wird nach der Lage des Knotens im 
Gleichgewichtszustande. 

(16^) Nouv. Ann. X, 355. — 

2. Gegeben ist ein Kreis in einer vertikalen Ebene, und 
auf der diirch den Mittelpunkt gehenden vertikalen Linie ober- 
halb dieses Punktes^ und aufserhalb des Kreises nimmt man einen 
Punkt C an, den man als eine unendlich kleine Eolle ansieht. 
Über die Bolle ist ein Faden ÄCB gelegt; an dem einen Ende 
desselben hängt ein Gewicht Q, am anderen Ende B ist ein Bing 
befestigt, der ein Gewicht P trägt und auf der Peripherie von 
ohne Beibung verschiebbar ist. Es sollen die Gleichgewichtslagen 
des Systems bestimmt und für eine jede derselben angegeben 
werden, ob das Gleichgewicht stabil oder labil ist. (Das Gewicht 
des Fadens und des Binges wird vernachlässigt, desgleichen die 
Dimensionen der Bolle und des Binges.) 

(i/g) Nouv. Ann. X, 355. — 

3. Zwei Gewichte P und P' sind gezwungen, sich auf zwei 
schiefen Ebenen zu bewegen, deren Durchschnitt horizontal ist; 
diese beiden Gewichte ziehen sich proportional ihren Massen und 
einer bekannten Potenz ihrer gegenseitigen Entfernung an; ihre 
Gleichgewichtslage zu finden. Dieselbe Aufgabe zu behandeln, 
indem man auf die Beibung Bücksicht nimmt, welche für die beiden 
schiefen Ebenen als gleich vorausgesetzt wird. (Die Dimensionen 
der beiden Gewichte soll man vernachlässigen.) 

(ß9j) Nouv. Ann. X, 113. — 
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4. Im Innern eines Dreiecks ÄBO einen Punkt X so zu 
bestimmen, dafe, wenn XÄ =jp, XB == g, XC = r Gröfse und 
Richtung von Kräften darstellen, dieselben im Gleichgewicht sind. 

(489) Y. LüHMANN XVI, 205. XVI, 498. 

6« Im Innern eines Dreiecks ABC den Punkt X so zu be- 
stimmen, dafs, wenn den Seiten proportionale Kräfte in den Rich- 
tungen XJ., XB^ XC wirken, dieselben im Gleichgewicht sind. 

(490) V. LüHMANN XVI, 206. XVI, 499. 

6. Im Innern eines Dreiecks ABC einen Punkt X so zu 
bestimmen, dafs, wenn auf die Seiten BG, CA, AB resp. die 
Senkrechten XD, XJEJ, XF gefällt werden und dieselben die 
Gröfse und Bichtung von Kräften darstellen, dieselben im Gleich- 
gewicht sind. 

(491) V. LüHMANN XVI, 205. XVI, 499. 

7« Ninmit man in der Ebene eines Dreiecks ABC den be- 
liebigen Punkt P an, so geht die Resultante der drei Kräfte, 
welche der Gröfse und Richtung nach durch PA, PB^ PO dar- 
gestellt werden, durch einen festen Punkt des Dreiecks. 

{483) Joum. ^16m. XXII, 354 und 437. 

8. Die in den Mittelpunkten A , B\ C' der Seiten des Drei- 
ecks ABC senkrecht imd proportional den entsprechenden Seiten 
angebrachten Kräfte halten sich das Gleichgewicht. 

{484) Journ. 616m. XXH, 354. 

9. Die Abstände der Ecken eines regelmäfsigen Vielecks von 
einem beliebigen Durchmesser des Umkreises stellen gleichlaufende, 
im Gleichgewicht befindliche Kräfte dar. 

(962) KücKER XXI, 364. XXII, 100. 

10. Vier in einer Ebene liegende Kräfte P^, Pg, Pg, P^ sind 
im Gleichgewicht; ihre Richtungen bilden, wenn man je eine Kraft 
fortläfst, vier Dreiecke, deren Inhalte ^j, J^^ ^z^ ^4 ^^ ^^^ Radien 
der Umkreise r^, rg, r^, r^ seien. Dann ist 

{486) Educ. Times. XXII, 365. 

11. Greifen in den Ecken A, B^ 0, D eines Vierecks die 
gleichen und gleichgerichteten Kräfte P und im Diagonalenschnitt- 
punkt eine in entgegengesetzter Richtung wirkende Kraft — P an, 
so geht die Resultante durch den Schwerpunkt des Vierecks. 

(1010) Glaser XXII, 26. * XXH, 433 und 594. 

12. Eine kreisförmige Platte ist in ihrem Mittelpunkte unter- 
stützt. Wie müssen in drei Punkten ihrer Peripherie drei Ge- 
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wichte Wij w^i w^ angebracht werden, damit die Platte in der 
horizontalen Lage bleibt? 

{283) Bduc. Times. XVII, 36. . 

13« Eine Platinkugel (spec. Gewicht s == 21,5) und eine 
Aluminiumkugel (spec. Gew. s^ = 2,56) hängen an feinen Drähten 
an den beiden Enden einer 58 cm langen geraden Stange, deren 
Gewicht aufser Betracht gelassen werden kann. In welchem Punkt 
mufs die Stange unterstützt werden, um in wagerechter Stellung im 
Oleichgewicht zu sein, wenn beide Kugeln vollständig in Wasser 
untergetaucht sind? 

(490) Nyt Tidsskrift. XXII, 357. 

14, Ein starrer homogener Balken AB von dem Gewicht w 
ruht mit dem Punkt A auf einer rauhen horizontalen Ebene AI 
und stützt sich mit JB gegen eine rauhe vertikale Wand IB. Der 
ßeibungswinkiBl sei in beiden Fällen s. Von I aus ist ein Seil an 
dem Balken befestigt, so dafs der Balken nicht gleiten kann. Die 
Grenzlage und die Spannung des Seiles sind zu bestimmen. 

(J282) Educ. Times. XVn, 35. 

16. Wenn ein Stab AB von der Länge ay2 und dem Ge- 
wicht w in einer vertikalen Ebene innerhalb einer rauhen Kugel 
(0, a) im Gleichgewicht bleiben soll, indem sich das eine Ende 
B des Stabes an dem tiefsten Punkt der Kugel befindet, so mufs 

der Eeibungskoefficient (i = ]/2 — 1 sein. 

(486) Educ. Times. XXH, 355. 

'16# Ein XJmdrehungsparaboloid vom Parameter p wird zwi- 
schen zwei wagerechte parallele Bolzen, deren Abstand 2 a beträgt, 
gestellt; dasselbe wird nun von einer mit den Bolzen parallelen 
durch den Scheitel gehenden Ebene halbiert. Wie grofs darf seine 
Höhe höchstens werden, wenn nun auch noch jede Hälfte des 
Paraboloids sich im Gleichgewicht befinden soll? 

(999) KüCKEB XXI, 591. XXII, 348. 



§ 2. Schwerpunkt.*) 

!• Unter welchen Winkeln müssen drei Strecken a, &, c, 
die im Punkte P zusammenstofsen, gegeneinander geneigt sein, 
wenn der Schwerpunkt des Systems in den Punkt P fällt? 

(626) Emmerich XVH, 525. XVIII, 267, 

*) Vergl. NisBTEo: Bestimmung des Schwerpunkts eines Trapezes 
XXUI, 261. Zweboeb: Den Schwerpunkt einer homogenen Kugelzone 
auf elementarem Wege zu bestimmen XXII, 336—338. 

Aofgabensammlung a. Zeitschr. t math. u. nat. Unterr. 24 
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2« Definiert man rein geometrisch den Schwei*pupkt des 
Dreiecks als den Durchschnitt seiner Mittellinien und nachher den 
Schwerpunkt des ebenen Vierecks AB CD als den Durchschnitt 
der beiden Geraden, von denen die eine die Schwerpunkte der 
Dreiecke ABC und CBA^ die andere die Schwerpunkte der Drei- 
ecke BCD und BAB verbindet, so gilt folgender Satz: In dem 
Viereck ABCB^ dessen Diagonalen sich in E schneiden, ist auf 
AC die Strecke AF=CE und auf BB die Strecke BG = DE 
genommen; die Dreiecke ACG^ BBF und EFO- haben dann einen 
gemeinschaftlichen Schwerpunkt, welcher zugleich der Schwerpunkt 
des Vierecks ABCB ist, 

(518) ScHLÖMiLCH XVI, 356. XVn, 30. 

3. um die Mitte eines Quadrats dreht sich eine gerade Linie. 
Welchen Weg beschreibt der Schwerpunkt S der einen Hälfte der 
Figur bei einer vollen Umdrehung der Geraden? 

Lösung: (R. K.) (8 durchläuft vier kongruente Parabelbogen). 

(524) Emmerich XVI, 428. XVH, 108. 

4« Nimmt man auf den Diagonalen AC und BD eines Vier- 
ecks die Punkte F und Gy welche zu dem Diagonalenschnittpunkt 
E in Bezug auf die Mittelpunkte H und L der Diagonalen sym- 
metrisch liegen, so kann man das Dreieck EFG aus dem Viereck 
schneiden, ohne die Lage des Schwerpunktes zu ändern. 

(727) Most XVIII, 601. XIX, 340. 

5. Gegeben sind die auf ein rechtwinkliges System bezogenen 
Koordinaten der Ecken eines ebenen Vielecks ä^i, 3/i; aj2> 3^^» * * * ^»i y»» 
Zu bestimmen die Koordinaten 

a) des Flächenschwerpunktes; 

b) des den Schwingungen des Vielecks um beide Aclxsen 
gemeinsamen Schwingungspunktes. 

(688) Wbinmeistbr XVIH, 278. XIX, 30. 

6. Gegeben ist eine Reihe von Kreisen ; welche in ein und 
derselben Ebene liegen, ihre Mittelpunkte in gerader Linie haben 
und sich äufserlich so berühren, dafs sich jeder mit dem voran- 
gehenden und folgenden berührt, und deren Badien eine ab- 
nehmende geometrische Beihe bilden. Gesucht wird der Schwer- 
punkt des ins Unendliche verlängerten Systems, 

(5öi) Nouv. Ann. X, 113. — 

7« Kann der Schwerpunkt einer dünnen kreisförmigen Platte, 
welche aus drei Sektoren von verschiedenem spezifischen Gewicht 
besteht, in den Mittelpunkt fallen? 

(798) Emmerich XIX, 430. XX, 265 (804 statt 798). 



§ 2. Schwerpunkt 371 

8« Ein rechtwinkliger Kasten, dessen horizontale Grundfläche 
ein Bechteck i&t mit den Seiten a und 2», ist durch eine vertikale 
3nr Kante a normale, unendlich dünne Wand in zwei Teile ge- 
teilt, deren Längen dy und % sind, wo also a^'\- a^^^^ a ist. 
Der kleinere Teil ist mit Wasser gefüllt. Welche Kurve be- 
schreibt der Schwerpunkt dieser Wassermasse, wenn diese allmäh- 
lich aus dem kleineren Teil in den gröfseren gepumpt wird? 

(1230) KoscH XXIV, 459. XXV, 276. 

9. Wenn aber der in Nr. 8 erwähnte Teil a^ mit Wasser 
bis zur Höhe \ gefüllt ist und geftlllt bleibt, in den zweiten Teil 
jedoch allmählich von einem dritten Ort Wasser fliefst; welchen Ort 
beschreibt dann der gemeinschaftliche Schwerpunkt der Wasser- 
masse in den beiden Teilen des Kastens? 

(1231) KoscH XXIV, 460. XXV, 276. 

10. Nimmt man auf den Diagonalen AA\ BB\ CO' eines 
beliebigen dreiachsigen Oktaeders die Punkte er, |3, y^ welche zu 
dem Achsenschnitt D in Bezug auf die Mittelpunkte Jlfa, M^^ Mq 
der Diagonalen symmetrisch liegen, so kann das Tetraeder Daßy 
heraus genommen werden, ohne die Lage des Schwerpunktes zu 
ändern. 

(728) Most XVIH, 601. XIX, 340l 

!!• a) Die in den Seitenflächen eines abgeschrägten drei- 
seitigen Prismas liegenden Mittelparallelen haben denselben Schwer- 
punkt wie der Körper. 

b) In jedem abgeschrägten dreiseitigen Prisma liegt der 
Körper-Schwei'pnnkt mit dem der Seitenkanten nnd dem der Ecken 
in einer Geraden und zwar teilt er die Verbindungslinie beider 
im Verhältnis 3:1. 

c) Um den Schwerpunkt 8 eines abgeschrägten vierseitigen 
Prismas zu erhalten^ bestimme man zunächst das Viereck, dessen 
Ecken, die Seitenkanten halbieren. In demselben sei F der Schwer- 
punkt der Fläche, E der der Ecken und K der der Seite/Aanten. 
AuTserdem sei f die durch F und e die durch E geheiide, von 
den Grundflächen begrenzte Parallele zn den Seitenkanten. Teilt 
man nun KF in J im Verhältnis 3:1, so liegt 8 auf der Ver- 
längerung der Linie EI über I hinaus, so dafs 8E : IE =4:6 : 3/1 

(710 a— c) Wbinmeisteb XVIH, 446* XIX, 185. 

12« Eine homogene Halbkugel koncentrisch so auszubohren , 
dafs der Schwerpunkt der Schale in die Bohrfläche fällt. 

(679) Emmerich XVIII, 277. XIX, 2.4. 

13. Um den Schwerpunkt 8 eines homogenen abgeschrägten 
elliptischen Cylinders zu bestimmen, empflehlt sich (namentlieh 

24* 
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für darstellende Geometrie) folgendes Verfahren: Man konstiyiiere 
zunächst die Gerade X, in welcher sich die beiden abgrenzenden 
Ebenen schneiden und suche hierauf in der einen abgrenzenden 
£bene den Fol von L in Beziehung auf die Ellipse. Dann ver- 
binde man denselben mit dem Ellipsenmittelpunkt und verlängere 
die Verbindungslinie über letzteren hinaus um den vierten Teil. 
Legt man schliefslich durch den Endpunkt der Verlängerung eine 
Gerade den Cjlinderkanten parallel, bis sie die andere Grenzebene 
trifft, und halbiert diese Linie, so erhält man 8, 

(1115) Wbinmeistbb XXin, 196. XXIII, 689. 



§ 3. Standfestigkeit. 

1« Wird ein gerades homogenes Prisma, dessen senkrechter 
Querschnitt ein rechtwinkliges Dreieck ist, mit einer seiner kleineren 
Seitenflächen auf eine Horizontalebene gelegt, so ist die Stabilität 
des Prismas gegenüber einer Drehung um die schärfere Kante 
doppelt so grofs als für eine Drehung um die Kante, an welcher 
der rechte Winkel liegt. 

(519) Emmerich XVI, 357. XVII, 31. 

3« Mit einer Halbkugel vom Radius r ist ein aus demselben 
Stoffe verfertigter gerader Kegel von gleichem Badius in der Weise 
fest verbunden, dafs die Grundflächen sich decken. Welche Gröfse 
darf die Höhe des Kegels nicht erreichen, wenn der zusammen- 
gesetzte Körper, mit der sphärischen Fläche auf eine Horizontal- 
ebene gestellt, sich in stabiler Buhe befinden soll? 

(465) Emmerich XVI, 26. XVI, 360. 

3. Mit einer messingenen Halbkugel vom Badius r und vom 
speciflschen Gewicht 8^395 ist ein gerader, mit konischer Spitze 
versehener eichener Turm vom speciflschen Gewicht 0,715 in der 
Weise fest verbunden, dafs die ebenen Flächen beider Körper sich 
genau decken. Die Höhe des Cylinders ist A»-, die des Kegels h^ 
Der ganze zusammengesetzte Körper ruht frei beweglich auf einer 
horizontalen Ebene. 

a) Wie grofs ist hi + ä«, wenn hi : Ä« = 3 : 2 ist und der 
ganze Körper weder auf seiner cylindrischen, noch auf seiner 
konischen Fläche im Gleichgewicht zu ruhen vermag? 

b) Wie grofs sind hi : he und Ä< -j- Ä«, wenn der Körper auf 
jeder seiner Flächen ruhen kann, ohne jedoch auf einer derselben 
im stabilen Gleichgewicht zu sein? 

(558) Breuer XVI, 594. XVII, 360. 

4. In eine auf dem Fufsboden stehende Bohre vom inneren 
Durchmesser 2 r werden a) 2 »; b) 2 » + 1 gleiche Kugeln, jede 
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Yom Gewicht G und dem Durchmesser 2a> r gelegt. Wie grofs 
muTs mindestens das Gewicht der Bohre sein, damit dieselbe nicht 
umfalle? 

(991) KüCKER XXI, 521. XXn, 272. 



§ 4. OleiclifSrmige Bewegung.*) 

!• An einer Eisenbahn AE ist der Ort A gegeben und 
seitwärts derselben der Ort B durch die von B auf AE gefällte 
Senkrechte BB' = a und durch AB' = J>, An welchem Punkt M 
der Eisenbahn mufs man dieselbe verlassen, 

1) um so schnell als möglich von A nach B zu gelangen, wenn 
die Geschwindigkeit des Eisenbahnzuges v und die eines Wagens 
auf der Landstrafse v' ist? 

2) um Waren so billig wie möglich von A nach B zu befördern, 
wenn die Beförderung der Ware auf der Eisenbahn p Mark und 
auf der Landstrafse p' Mark für je 1 km kostet? 

(453) Mathesis. XXI, 521. 

2« (Im Anschlufs an die vorige Aufgabe.) Ein Zug fährt 

auf einer Kurve, welche — des Kreisumfanges ist, von A nach B. 

Auf dem Radius BO, dessen Endpunkt B ist, liegt Funkt P so^ 
dafs BP= a ist. In welchem Funkte M der Kurve mufs man 
die Bahn verlassen, 

a) um möglichst schnell von A nach P zu kommen, wenn 
die Zuggeschwindigkeit «= t;, die Wagengeschwindigkeit v^ ist; 

b) um Waren möglichst billig von A nach P zu schaffen, 
wenn die Bahnfracht p Mark, die Wagenfracht p^ Mark für je 
1 km beträgt? 

(1232) Steckelbebg XXTV, 460. XXV, 277. 

3. Auf den Schenkeln eines gegebenen Winkels A OB = y 
befinden sich zwei durch -IC = a und BO = h gegebene Punkte 
A und B'^ dieselben bewegen sich mit den Geschwindigkeiten c 
und Ci nach G zu« Nach wieviel Sekunden befinden sie sich in 
zwei Punkten A' und B\ so dafs A' B' ein Minimum ist und wie 
grofs ist dieses Minimum? 

(1194) Sievers XXIV, 270. XXV, 42. 

*) Vergl. P § 7 Nr. 1; 2. 
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§ 5. OleiclifSrinig bescMennigte nnd verzögerte Bewegung*) 
anf geradliniger nnd krummliniger Bahn. 

!• Von der Öffnung einer 152 m tiefen Grube wird ein 
Körper mit 29 m Anfangsgeschwindigkeit senkrecht in die Höhe 
geworfen. Wieviel Sekunden später mufs man einen anderen 
Körper von derselben Stelle aus fallen lassen, damit beide Körper 
gleichzeitig den Boden der Grube erreichen. 

(487) Nyt Tidsskiift. XXII, 355. 

8. Von zwei Punkten il und B aus {A auf einer Anhöhe, 
B im Thale und unter dem Horizont des Ortes Ä gelegen) werd«i 
gleichzeitig zwei Kugeln mit gleicher Anfangsgeschwindigkeit in 
der durch A und B gelegten Yertikalebene unter den Elevations- 
winkeln a^, |3^ abgeschossen. Unter welcher Bedingung treffen 
sich die beiden Kugeln? (Vom Luftwiderstande möge abgesehen 
werden). 

(592) Emmerich XVH, 201. XVH, 594. 

3. Von einem Punkte itf, dessen Entfernung von der 
Horizontalebene h ist, wird eine Kugel mit der Geschwindigkeit v 
so abwärts geworfen, dafs die Wurfrichtung mit der Horizontalen 
den Winkel a bildet. Mit welcher Geschwindigkeit und unter 
welchem Elevationswinkel mufs eine zweite Kugel von einem in 
der Horizontalebene liegenden Punkte geworfen werden, damit 
beide im Scheitelpunkt der Parabelbahn der zweiten Kugel zu- 
sammentreffen, wenn M unter dem Höhenwinkel g> von ge- 
sehen wird? 

(593) SziMANYi XVn, 201. XVII, 595. 

4« Von einem in der Horizontalebene liegenden Punkte 
wird ein Körper mit der Geschwindigkeit v unter dem Elevationch 
Winkel a aufwärts geworfen. Mit welcher Geschwindigkedt und 
unter welchem Elevationswinkel mufs von einem ebenfalls in der 
Horizontalebene liegenden Punkte üf, dessen Entfernung von 
gleich a ist, ein zweiter Körper geworfen werden, damit er den 
ersten im Scheitelpunkt der von ihm beschriebenen Parabel- 
bahn treffe? 

(594) SzimInyi XVII, 201. ' XVU, 595. 



5« Eine Kugel mit dem Radius a rollt von einem Dache 
herab, das die Neigung a gegen die Horizontale hat und dessen 
Dachrinne die Entfernung b vom Erdboden hat. In der Entfernung 
c vor dem Fundament des Hauses befindet sich in der Höhe d 



♦) Vergl. F § 7 Nr. 4. 



§ 6. Gleichförmig beschleunigte und verzögerte Bewegung etc. 375 

vom . Erdboden ein horizontaler Querbalken. Welche Länge mufs 
die Kugel (ohne Rücksicht auf Reibung und Luftwiderstand) auf 
dem Dache durchlaufen, wenn sie den Balken trerfen soll? 
{J284) Educ. Times. XVII, 36. 

6« Die Oberfläche eines Turmdaches sei die konkave Seite 
der Fläche, welche durch Rotation eines Ellipsenqnadranten nra 
die in einem seiner Endpunkte gezogene Tangönte entsteht. Die 
Höhe des Turmes betrage (a + 6) m, die des Daches hm. Mit 
welcher Geschwindigkeit und in welcher Entfernung vom Turme 
langt eine Kugel, welche ohne Anfangsgeschwindigkeit von der 
Spitze des Daches herabläuft, am Boden an? (Von den Bewögungs- 
hindernissen möge abgeseheni werden.) 

(478) Emmerich XVI, 124. XVI, 424. 

7. Ein vollkommen elastischer Massenpunkt M trifft, nach- 
dem er eine Strecke h infolge des freien Falls zurückgelegt hat, 
eine gegen den Horizont unter einem Winkel a gezeigte Ebeite 
im Pimkte A, In welchem Punkt wird die Ebene zum zwöiten- 
und drittenmal getroffen? 

(488) Ediic. Times. XXII, 356. 

8. Zwei schiefe Ebenen ÄC und BO von gleicher Länge Z 
und gleicher Neigung a gegen den Horizont stofsen mit ihren 
Kopfenden C zusammen. Mit welcher Geschwindigkeit v mufs, 
abgesehen vom Reibungswiderstande, eine Kugel vom Fufse Ä der 
einen Ebene senkrecht zur Greazkante aufwärts gestofsen werden, 
damit sie erst am Fufse B der anderen wieder niederföllt? 

(527) Emmerich XVI, 429. XVH, 110. 

9, Zwei schiefe Ebenen ÄC und JÖC von gleicher Neigung 
a stofsen mit ihren Kopfenden zusammen. In dem Momente nun, 
in welchem eine Kugel von G aus ihre Fallbe'wegung nach Ä hin 
beginnt, wird in dem um l von C entfernten Punkte B einer 
zweiten Kugel die Geschwindigkeit v in der Richtung BC erteilt. 
Unter welcher Bedingung wird diese zweite Kugel im Momente 
ihres Niederfallens auf die Ebene ÄC die erste Kugel treffen? 

(712) Emmerich XVIII, 447. XIX, 187. 

10, An das Fufsende einer schiefen Ebene, deren Neigung cc 
gegen den Horizont gegeben ist, stöfst mit ihrem Kopfende eine 
andere stärker geneigte, aber ebenso hohe schiefe Ebene. Welchen 
Winkel mufs die letztere mit dem Horizont bilden, wenn eine !£ugel, 
welche die erste Ebene ohne Anfangsgeschwindigkeit durchlaufen 
hat, gerade am Fufsende der zweiten niederfällt? (Von den Be- 
wegungshindernissen möge abgesehen werden.) Beisp. ä = 45^. 

(913) Emmerich XXI, 30. XXI, 352. 
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11, Eine voükommen elastische Kugel wird von dem Punkte 
Ä einer unter dem Winkel a gegen die Horizontalebene geneigten 
Ebene unter dem Elevationswinkel ß mit der Anfangsgeschwindig- 
keit a hinaufgeworfen. Welche einfache Beziehung mufs zwischen 
a und ß stattfinden, damit die Kugel beim nten Mal a) senk- 
recht zur Ebene herabfalle, b) vertikal aufsteige, also nachher in 
beiden Fällen denselben Weg zurückgehe? Wie grofs ist fllr 
beide Fälle die Geschwindigkeit beim nten Auffallen? (Spezial- 
faU a = 45®.) 

(1144) MucH XXm, 431. XXTV, 262. 

12. Bestimmung des von einem Geschofs gefährdeten Baumes, 
wenn c die Anfangsgeschwindigkeit des Geschosses ist. 

(1141) MiCHNiK XXni, 431. XXIV, 187. 

13« (Im Anschlufs an die vorige Aufgabe.) Ein Dach hat 
die Form eines geraden Kreiskegels mit vertikaler Achse. Welcher 
Baum ist von etwa vom Dach herabfallenden Körpern gefährdet? 

(1193) BÖKLB XXIV, 270. XXV, 41. 

14. Ein cylindrisches GeMis, stets gefüllt gedacht, enthält 
an verschiedenen Stellen Öffnungen. Innerhalb welches Baumes 
bleiben die Bahnen der ausfliefsenden Wasserteilchen? 

(1192) BöKLE XXrV, 270. XXV, 41. 



16, Auf zwei schiefen Ebenen P und §, von denen die 
erstere mit der Horizontalebene einen Winkel von 60^, die zweite 
einen Winkel von 30^ bildet, und in einer zum Durchschnitt der 
Ebenen P und Q senkrechten Ebene bringt man zwei gleiche kleine 
Gewichte an, welche durch einen Faden verbunden sind, der sich 
über eine kleine Bolle windet, deren Achse mit dem Durchschnitt 
der Ebenen P und Q zusammenfällt und die solche Ausdehnungen 
besitzen, dafs die beiden Teile des Fadens bezüglich den beiden 
schiefen Ebenen parallel sind. Gefragt wird: 

in welchem Sinne geschieht die Bewegung? 
welches sind die von den Gewichten nach drei Sekunden 
durchlaufenen Bäume? 

3) welches sind die von denselben Gewichten nach drei 
Sekunden erlangten Geschwindigkeiten? 

{J28^) Nouv. Ann. X, 113. — 

16. Zwei schiefe Ebenen ÄC und BC von gleicher Länge l 
und gleicher Neigung a (< 45^) gegen den Horizont stofsen mit 
ihren Fufsenden zusammen. Mit welcher Geschwindigkeit v mufs, 
abgesehen vom Beibungs widerstände, eine unelastische Kugel von 
Ä in einer Bichtung senkrecht zur Grenzkante abwärts gestofsen 



2) y 
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werden, damit sie sich nach dem Übergange auf CB auf dieser 
Ebene gerade bis B bewegt? 

(525) Emmerich XVI, 429. XVn, 109. 

17. Zwei schiefe Ebenen AG und BC^ welche mit ihren 
Fnfsenden in C zusammenstofsen, sind unter den Winkeln a resp. 
ß gegen den Horizont geneigt; die Ebene AC habe die Länge l» 

a) Mit welcher Geschwindigkeit mufs, abgesehen vom Bei- 
bungswiderstande, eine Kugel von A aus in Bewegung gesetzt 
werden und 

b) welchen Weg durchläuft sie auf der zweiten Ebene, wenn 
sie beim Zurückrollen wieder gerade bis A gelangt? 

c) Wie lange dauert diese Bewegung? 

(526) SziMANYi XVI, 429. XVII, 109. 

18. Zwei schiefe Ebenen von gleicher Länge, deren erste 
unter dem Winkel a gegen den Horizont geneigt ist, stofsen mit 
ihren Fuf senden aneinander. Welchen Winkel mufs die zweite 
Ebene mit dem Horizont bilden, wenn eine unelastische Kugel, 
welche die erste Ebene ohne Anfangsgeschwindigkeit durchlaufen 
hat, sich gerade bis zum Ende der zweiten hinaufbewegt? (Vom 
Beibungswiderstande möge abgesehen werden.) Beisp. a = 45°. 

(914) Emmerich XXI, 30. XXI, 419. 

19. Zwei schiefe Ebenen AC und BC von gleicher Neigung 
a (< 45°) gegen den Horizont und gleicher Länge l stofsen mit 
ihren Fufsenden zusammen. Wann werden zwei unelastische 
Kugeln, welche gleichzeitig von den oberen Enden A und B in 
einer zur Grenzkante senkrechten Ebene mit den Geschwindig- 
keiten V und w {v <iw) abwärts gestofsen werden, zusammentreffen? 

(711) Emmerich ' XVIII, 447. XIX, 186. 

20. Von den Spitzen zweier schiefen Ebenen L^ und L^ 
rollen zu gleicher Zeit zwei Kugeln ohne Anfangsgeschwindigkeit. 
Nach t^ Sekunden kommt die eine Kugel am Fufse von L^ und 
nach ^2 Sekunden die andere am Fufse von L^ an. Wie grofs 
sind (abgesehen von den Bewegimgshindemissen) die Längen L^ 
und ig ^6^* beiden Ebenen, wenn die Höhe von ig ^'^ ^; *^^ ^^® 
Horizontalprojektion von ig um d gröfser ist als von i^? 

(680) SziMANYi XVm, 277. XIX, 24. 

21. Auf dem vertikalen Durchmesser AB eines Kreises ist 
ein Punkt P gegeben, um welchen sich eine Sehne MN dreht. 
Unter welchem Winkel müssen sich MN und AB schneiden, damit 
ein materieller Punkt von M nach N längs MFN herabrollend 
die Strecken MF und FN in gleichen Zeiträumen durchläuft? 

(797) Wächter XIX, 430. XX, 265 (803 statt 797). 



878 J* Aufgaben aus der Physik. I. Mechanik. 

22» unter welchem Winkel mnfs eine starre Gerade von der 
Länge l gegen den Horizont geneigt sein, damit eiii materieller 
Punkt, welcher auf ihr ohne Anfangsgeschwindigkeit faerabgeglitten 
ist, mit gröfstmöglicher Geschwindigkeit auf der Horizontalebene 
weitergehe? 

(674) Weidenmüllbr XVU, 34. XVII, 445. 

23; In einer Yertikalebene rollt von Ä nach B eine Eugel 
teils auf einer schiefen Ebene ÄX^ teils auf einer Horizontal- 
ebene XB. Wie mufs die Ebene ÄX gegen XB geneigt öein, 
damit der Weg AXB in möglichst kurzer Zeit zurückgelegt wird? 

(813) Wächter XIX, 510. XX, 272. 



§6. Scbwungkraft. 

!• Läfst man ein cylindrisches Gefäfs um seine AcBie 
rotieren, so entsteht in der Flüssigkeit, die äich in dem Gefäfs 
befindet, ^ine Vertiefung, welche die Form eines Rotationspara- 
boloides hat. 

(1214) BÖKLE XXIV, 457. XXV, 185. 

2. Eine cjlindrische, oben offene Centrifuge vom Eadius r 
und der Höhe h ist ganz mit Flüssigkeit gefüllt. Bei welcher 
Tourenzahl wird 

a^ die Hälfte, 

b) der ^te Teil der Flüssigkeit herausgeschleudert sein? 

(1271) Handel XXV, 191. XXV, 686. 

3. Eine Centrifuge vom Eadius r und der Höhe h ist bis 
zur Höhe a mit Flüssigkeit gefüllt. Bei welcher Tourenzahl er- 
reicht die Flüssigkeit den oberen Eand der Centrifuge? 

(1272) Handel XXV, 191. XXV, 586. 



§ 7. TerscMedene Bewegungen nacÄ beisonderen Gesetzen. 

Pendelbewegung. 

1. -4. sei der vertikal über dem Mittelpunkt M einer Kugel 
liegende Punkt; von einöm in unmittelbarer Nähe von A befind- 
lichen Punkte ]*ollt ein Atoni (Teilchen der Materie, das in Bezug 
auf deine Gröfse als Punkt angesehen werden kann) ohne Anfangs- 
geschwüidigkeit herab. An welchem Punkt Z der festen Fläche 
werden beide Kugeln aufhören einander zu berühren? 

(760) Wächter XIX, 187. XIX, 583. 
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2. Welche mittlere lineate Geschwindigkeit (v) besitzt eüi 
bestimmtet Pimkt in det Peripherie eines kreisrunden, gleichmtäfsig 
schnell in gerader Eichtung auf einer Ebene fortrollenden Bades 
von da ab, wo dieser Funkt die Ebene berührt bis dahin, wo das 
^ad die erste Viertel-, die zweite Viertel- und die volle üm- 
arehung gemacht hat, wenn die Badhöhe = h xmi die Zeit einer 
Umdrehung = ^ ist? 

(648) Fleischhauer XVIII, 36. XVIII, 436. 

3« Aus zwei parallelen um h von einander entfernten mate- 
riellen Ebenen sind zwei gleiche Kreise ausgeschnitten, deren 

Durchmesser > h y2, und zwar so, dafs die Verbindungsstrecke 
det Mittelpunkte auf den Ebenen senkrecht steht. Nach ^virelcher 
der beiden Ebenen wird eine materielle Kugel hingetrieben, 
deren Mittelpunkt in jöner Verbüidungslinie liegt, wenn zwischen 
den Ebenen und der Kugel nur die Newton'sche Anziehtmgskraft 
thätig ist? 

(246) Gilles XHI, 284. XIV, 190. 

4. Übet eine leicht bewegliche Bolle von der Masse Null 
sei ein Fäden gelegt und auf det einen Seite uin einen Cjrlindet 
vom Gewicht p^ und. vom Badius r geschlungen, der min durch 
die Schiterktaft und die Fadenspannung zur Botation gezwungen 
wird, während an dem anderen Ende des Fadens das Gewicht p^ 
befestigt ist. Wie erfolgt die Bewegung von p^ und ^g? In 
welchen! Verhältnis stehen p-^ und p^^ wenn 

a) p^ still steht und p^ sinkt? 

b) p^ still steht und p^ sinkt? 
c1 p^ steigt? 

d) p^ und p^ siüken? 

(958) Holzmüller XXI, 353. XXII, 25. 

6, Auf horizontaler Bahn werde ein Gewicht vom Cylinder p 
und vom Badius r durch eine an der Masse angreifende Hori- 
zontalkraft p^ fortgezogen. Gesucht wird der Minimalwert des 
Koefficienten der gleitenden Beibung für den Fall, dafs nur Bol- 
lung nicht Gleitung stattfindet. Wie geschieht in diesem Fall die 
Bewegung und wie dann, wenn neben der BoUung auch Gleitung 
stattfindet? 

(957) Holzmüller XXI, 353. XXII, 25. 

6, Konzentriert man in den Endpunkten einer gewichtslosen 
Stange AB beliebige Massen m und m\ stellt dann zwischen AB 
und einem beliebigen Punkte C eine feste, aber ebenfalls gewichts- 
lose Verbindung her und läfst dann das Ganze um den Aufhänge- 
punkt C pendeln, so liegt der Schwingungsmittelpunkt auf dem 
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Umkreise von ABC, Vorausgesetzt wird dabei, dafs die Schwin- 
gimgsachse senkrecht auf der* Ebene des Dreiecks ABC steht. 
(1011) Glaser XXH, 26. XXII, 434. 

7« Um welchen Funkt muTs ein physisches Pendel schwingen^ 
damit seine Schv^ingungsdauer ein Minimum wird? 

(1124) MiCHNiK XXm, 331. XXIV, 97. 



§ 8. Trägheitsinonieni 

1« a) Das Trägheitsmoment eines Dreiecks ABC mit der 
Grundlinie a und der Höhe h in Bezug auf eine durch A zu BG 
gezogene Parallele zu berechnen. 

b) Das Trägheitsmoment in der vorigen Aufgabe in Bezug 
auf die Basis a zu berechnen. 

{481'-482) Mathesis. XXII, 353—354. 

2« Es ist zu beweisen, dafs das Trägheitsmoment eines Drei- 
ecks bezogen auf die zur Ebene des Dreiecks normale Schwer- 
punktsachse jP = y A* cot (0 ist, worin A den Inhalt und oi den 

Brocard'schen Winkel des Dreiecks bedeutet. 

(1172) KoscH XXIV, 103. XXIV, 451. 

3. a) Ein Dreieck durch eine Parallele zu einer Seite so zu 
schneiden, dafs die Flächenteile in Beziehung auf die schneidende 
Gerade gleiche Trägheitshalbmesser haben. 

b) In der Ebene eines Rechtecks mit den Seiten 2 a, 2 & 
(a ^ }>) einen Punkt von der Eigenschaft zu suchen, dafs das 
Trägheitsmoment des Rechtecks für alle durch ihn gehenden und 
der Ebene angehörenden Geraden dasselbe sei. 

(757 a,b) Weinmeister XIX, 98. XIX, 507. 

4. Das Trägheitsmoment eines regelmäfsigen Vielecks für 
eine durch den Mittelpunkt gehende und der Ebene angehörende 
Gerade ist von deren Richtung unabhängig. 

(719) Weinmeistbr XVIII, 504. XIX, 268. 

5. a) Dreht sich eine Trägheitsachse in der Ebene eines 
Quadrats um eine Ecke desselben, so hat das Paar der Nachbar- 
ecken in Beziehung auf sie ein unveränderliches Moment. 

b) Das auf der Nebenachse einer Ellipse (oder Hyperbel) ge- 
legene Funktpaar P^, Pg, welches vom Mittelpunkt . ebensoweit 
absteht wie die Brennpunkte F^ und F^^ hat für alle Tangenten 
dasselbe Trägheitsmoment. 

c) Liegen zwei Funkte Pj, P, auf der ev. verlängerten Achse 
einer Parabel in gleichem Abstände a vom Brennpunkt JP, so ist 
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die Differenz der Trägheitsmomente der Punkte P^ und P^ eine 
konstante GröCse. 

(729 a — c) Weinmeister XVIII, 601. XK, 341. 

6. Verteilt man die überall gleich dicht vorausgesetzte Masse 
einer dreiseitigen Pyramide in der Weise, dafs man nach jeder 
Ecke den zwanzigsten Teil derselben und den Best nach dem 
Schwerpunkt bringt, so haben diese Massenpunkte für eine be- 
liebige Achse dasselbe Trägheitsmoment wie der Körper. Vergl. 
Kraft: Sammlung von Problemen der analytischen Mechanik 11, S. 157. 

Frage: Welcher Bruch ist für ^ einzuführen, wenn man statt 

der Pyramide ein Dreieck wählt? 

(718) Weinmbistbr XVIH, 504. XIX, 267. 

?• a) Das polare Trägheitsmoment einer dreiseitigen Pyra- 
mide aus ihrem körperlichen Inhalt J*, den Abständen r^, rg, rg, r^^ 
ihrer Ecken vom Pol und den Winkeln derselben zu berechnen. 

b) Schwingt ein regelmäfsiges Tetraeder, Oktaeder oder 
Ikosaeder um eine seiner Kanten, so teilt der Schwingungspunkt 
das Lot vom Mittelpunkt auf die Gegenkante im Verhältnis 2:3. 

(743 a,b) Weinmeisteb XIX, 33. XIX, 425. 

8« Ein homogener gerader Cylinder von der Dichtigkeit d, 
dem Badius r und der Höhe h ist an beiden Enden einer erzeugen- 
den Geraden befestigt und kann um diese Gerade kleine Schwin- 
gungen ausführen, deren Ausschlagswinkel a und deren Anfangs- 
geschwindigkeit Null ist. 

a) Das Trägheitsmoment des Cylinders in Bezug auf die 
Aufhängungsachse ist zu bestimmen. 

b) Der Eadius r ist so zu bestimmen, dafs der Cylinder in 
der Sekunde zwei Schwingungen macht. 

c) Welches ist unter dieser Bedingung die lebendige Kraft, 
welche der Cylinder beim Durchgang durch die Gleichgewichtslage 
besitzt? 

d) Die Aufhängungsachse ist zu ermitteln, welche parallel 
der vorigen dieselbe Schwingungsdauer ergiebt. 

(J285) Journ. mm. XVH, 37. 

9, a) Eine Gerade bewegt sich in vorgeschriebener Eichtung 
so, dafs zwei gegebene Massen in Beziehung auf sie stets gleiches 
Trägheitsmoment haben. Welche Fläche wird von ihr erzeugt? 

b) In einer Ebene liegen zwei homogene Kreisflächen. Eine 
Gerade bewegt sich in dieser Ebene so, dafs die Kreise in Be- 
ziehung auf sie stets gleiches Trägheitsmoment haben. Welche 
Kurve hüllt sie ein? (Einen Kegelschnitt.) 

(700 a,b) Weinmeister XVm, 357. XIX, 96. 
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§ 9. Arbeit Lebendige Kraft. 

1« Aus der Mündung einer Kanone, deren Lapf (Ans- 
bohrung) einen Durchmesser von 8 cm hat, wird mit 390 m :s 
Geschwindigkeit ein cylindrisches Geschofs abgefeuert mit 6,5 kg : s 
Triebkraft, nachdem es im Lauf einen Weg von 11 dm zurück- 
gelegt hat. Wie grofs ist der Überdruck des Pulvergases aus- 
gedrückt in Atmosphären unter der Voraussetzung, dafis sich der- 
selbe während der ganzen Zeit nicht ändert? Der Druck einer 
Atmosphäre auf eine Quecksilbersäule ist 76 cm, das specifische 
Gewicht des Quecksilbers 13,6 und die Schwere 9,8. 

(489) Nyt Tidsskrift, XXII, 356. 
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1« Eine Platinkugel wiegt in der Luft 84 gr; in Quecksilber 
wiegt sie nur 22,6 gr. Welches ist die Dichtigkeit des Platins, 
wenn die des Quecksilbers 13,6 ist? 

Krumme HI, 454. III, 454. 

2« p^ gr eines Körpers, dessen spezifisches Gewicht 5^ ist, 
und JP2 gr eines anderen Körpers vom spezifischen Gewicht ^ 
werden gemischt. Gesucht wird das spezifische Gewicht der 
Mischung. 

Krumme HI, 454. HI, 455. 

3. Olivenöl hat bei 12^ C. ein spezifisches Gewicht von 0,919 

und dehnt sich bei einer Erwärmung um 1^ C. um j^ seines 

Volumens aus. Welches ist das spezifische Gewicht des Olivenöls 
bei 25° C? 

Krumme HI, 455, m, 455. 

4« Ist es möglich, dafs ein gerades dreiseitiges Prisma (spezi- 
fisches Gewicht < 1) mit lauter gleichen Kanten*) in Wasser ebenso 
tief eintaucht, wenn es auf einer Seitenfläche, als w«Qn es auf 
einer Grundfläche schwimmt? 

(544) Emmerich XVI, 502. XVII, 283. 

5. Auf einer Horizontalebene stehe ein Gefäfs in Gestalt eines 
Hohlwürfels, welches 8Z fafst und bis zur Hälfte mit Wasser ge- 
füllt ist. Wird dieses Geftlfs um eine seiner Grundflächenkanten 
gedreht, so ändert sich der Gesamtdruck Q auf die von der Plüssig- 



*) Ein solcher Körper wird auch fünfflächiger archimedischer Körper 
genannt. 
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keit berührten Flächenteile stetig. Man ermittle die Abhängigkeit 
des Druckes Q von dem Drehungswinkel a. 

(545) Emmerich XVI, 503. XVII, 284. 

6. Bestinmit man den Frozentgehalt einer Mischung zweier 
Flüssigkeiten nach Volnmen- und Gewichtsprozenten, so ist die 
Differenz ftir verschiedene Mischungsverhältnisse verschieden. Wann 
ist sie ein Maximum? 

(1143) MiCHNiK XXin, 431. XXIV, .261. 

7. Hat man Wasser in einem cylindri^chen Gpfäfse mit 
elliptischer Grundfläche und führt in einem Endpunkte der Haupt- 
achse und in der Eichtung derselben einen kurzen Schlag auf das 
Gefäfs aus, dann werden durch die entstandene Wellenbewegung 
die Brennpunkte markiert. Diese Erscheinung ist zu erklären. 

(1324) Braun XXV, 513. Nicht gelöst. 

8. Eine cylindrische Glasröhre, welche 1,27 m lang und mit 
zwei Hähnen versehen ist, steht senkrecht. Der untere Hahn wird 
geschlossen, in die Eöhre eine Wassersäule von 0,89 m Höhe und 
über dieselbe eine Lage öl von 0,20 m Höhe gebracht. Die 
Dichtigkeit des Öls ist 0,75. Der übrige Teil der Röhre ist mit 
Luft angefüllt unter dem atmosphärischen Druck 0,75 m. Nun 
wird der obere Hahn geschlossen und der untere teilweise geöffnet, 
so dafs das Wasser tropfenweise ausfliefsen kann, bis Gleichgewicht 
eintritt. Um wie viel mufs die Oberfläche des Öls sinken? 

{19^) Nouv. Ann. X, 355. — 

9» Ein hohler Cylinder, dessen Querschnitt 180 qcm beträgt 
und der an einem Ende offen ist, während das andere Ende durch 
einen ebenen Boden geschlossen wird, ist durch einen cylindrischen 
Kolben von 23,5 kg Gewicht, der luftdicht schliefst, aber ohne 
bemerkenswerte Eeibung beweglich ist, abgesperrt. Ist das offene 
Ende oben, so beträgt der abgesperrte Luftraum 2,7 Liter bei 
einem Barometerstande von 74 cm. Um wieviel wird sich der 
Kolben bewegen, wenn der Cylinder senkrecht nach unten gewendet 
wird? Vorausgesetzt wird, dafs der Cylinder so grofs ist, dafs der 
Kolben nicht herausfällt. Spec. Gew. des Quecksilbers 13,6. 

{49J2) Nyt Tidsskrift. XXII, 357. 

10. Eine gekrümmte Eöhre ÄBCD^ deren beide Arme 
vertikal und von demselben Durchmesser sind, enthält eine be- 
stimmte Menge Quecksilber, und oberhalb dieses Quecksilbers in 
dem Schenkel ÄB^ welcher geschlossen ist, befindet sich trockene 
Luft unter dem atmosphärischen Druck von 0,76 m. Der Teil 
AB, welcher diese Luft enthält, hat eine Länge von 0,26 m. Man 
giefst in den anderen Schenkel DC eine Wassersäule, deren Ge- 
wicht 342,72 gr betragt. Welches ist dann der Niveau-Unterschied 
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der beiden Quecksilberflächen? Der Querschnitt der Bohre beträgt 
59 cm und die Dichtigkeit des Quecksilbers 13,6. 

(31^) Nouv. Ann. X, 113. — 

!!• Ein Manometer mit komprimierter Luft, dessen beide 
Schenkel vertikal und von verschiedenen Durchmessern sind, steht 
in Verbindung mit einem Becipienten der Luftpumpe. Dieses 
Manometer enthält Luft unter dem Druck von 0,760 m, und der 
Teil des geschlossenen Schenkels, welcher durch diese Luft aus- 
gefüllt ist, hat eine Länge von 0,30 m. Das Verhältnis der 
Durchschnitte der Schenkel CD und AB isil : 2. Man verdünnt die 
im Eecipienten enthaltene Luft. Welchen Niveauunterschied mufs 
man zwischen den beiden Quecksilbersäulen hervorbringen, damit 
sich der Druck in diesem Eecipienten von 0,760 m auf 0,156 m 
vermindert? 

(5^i) Nouv. Ann. X, 113. — 

12, Ein offenes cylindrisches Gefäfs, das inwendig 42 cm 
Tiefe hat, wird bei einem Barometerstande von 74 cm mit der 
Öffnung nach unten soweit in Glycerin getaucht, dajjs die innere 
Oberfläche des Ge^fses in gleiche Höhe mit der äufseren Flüssig- 
keit kommt. Wie hoch -steigt die Flüssigkeit im Gefäfs? Spec. 
Gewicht des Quecksilbers = 13,6, das des Glycerins = 1,26. 

(491) Nyt Tidsskrift. XXII, 357, 
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1. Eine Orgelpfeife wird einmal durch Wasserstoffgas und 
dann durch Luft zum Tönen gebracht. Eine Saite von gewisser 
Länge giebt, wenn sie mit einer Belastung von 9 kg gespannt ist, 
denselben Ton wie die Orgelpfeife im ersten Fall. Wird die Länge 
der Saite verdoppelt und die Belastung auf 2,5 kg vermindert, so 
■entsteht derselbe Ton wie bei der Orgelpfeife im zweiten Fall. 
Wie grofs ist die Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Tones im 
Wasserstoffgas, wenn die Fortpflanzungsgeschwindigkeit in der Luft 
340 m ist? 

(493) Nyt Tidsskrift. XXII, 512. 

2, Ein kleiner Schirm wird auf derselben Seite von zwei 
Lichtquellen beleuchtet, einem Licht und einer Lampe, die sich 
beide mitten vor dem Schirm befinden, das Licht in 5 dm, die 
Lampe in 12 dm Abstand von demselben. Man will den Abstand 



*) Vergl. F § 7 Nr. 3. 
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des Lichtes auf 12 dm erhöhen, wünscht aber doch, dafs die Be- 
leuchtung des Schirms unverändert bleiben soll. Wie mufs in 
diesem Fall der Abstand der Lampe geändert werden, wenn ihre 
Lichtstärke 9 mal so grofs wie die des Lichtes ist? 

{197) Nyt Tidsskrift. XXII, 514. 

3. Ein vom Punkte P ausgehender Lichtstrahl trifft eine 
Ebene in and wird dort teils nach Q reflektiert, teils nach JR 
gebrochen, (a Einfallswinkel, u Brechungswinkel, n Brechungs- 
exponent). Wenn nun die Winkel PO^, POH^QOB in arithmetischer 

Progression stehen, so ist zu beweisen, dafs cot a = r=- ist. 

nyS 

{280) Educ. Times. XVII, 35. 

4« Auf dem Boden eines leeren Gefäfses liegt eine Münze 
MN vom Durchmesser a. 

a) Ein Beobachter stellt sich so, dafs der seitliche Band des 
Gefäfses die Münze gerade verdeckt; die Sehlinie nach dem 6e- 
fäfsrande schliefst alsdann mit der Vertikalen einen Winkel a ein. 
Wie hoch mufs wenigstens das Gefäfs mit einer Flüssigkeit, deren 
Brechungsindex n ist, angefüllt werden, damit die Münze dem 
Beobachter bei unveränderter Stellung seines Auges vollständig 
erscheint? 

b) Dem Beobachter, dessen Auge sich vertikal über dem 
Mittelpunkt der Münze befindet, erscheint die letzter^ unter dem 
Gesichtswinkel 2 9), wenn das Geföfs leer ist. Unter welchem 
Gesichtswinkel 21^ erscheint ihm die Münze, wenn das Geföfs bis 
zur Höhe h mit einer Flüssigkeit (Brechungsindex n) gefüllt ist? 

(584) V. Jbttmar XVII, 112. XVH, 523. 

5» Ein Strahl einfarbigen Lichtes durchdringt in schräger 
Eichtung eine Glasplatte von der Dicke d und dem Brechungs- 
exponenten n und erfährt hierbei die Parallelverschiebung v. Unter 
welchem Winkel fällt der Strahl auf die Platte? 

(1308) Emmerich XXV, 352. XXVI, 181. 

6» Ein Strahl homogenen Lichtes soll unter Anwendung 
kongruenter Glasprismen f Brechungsexponent =*=yJ veranlafst werden, 
ein reguläres w-Eck zu durchlaufen. 

a) Zu beweisen, dafs dieses Arrangement nur möglich ist, 
wenn « > 8 ; 

b) für « = 8 den brechenden Winkel der Prismen zu be- 
rechnen. (Es wird vorausgesetzt, dafs der Lichtstrahl in jedem 
Piisma das Minimum der Ablenkung erföhrt.) 

(701 a,b) Emmerich XVIH, 357. XIX, 96. 

Aufgabensammlung a. Zeitschr. f. math. u. nat ünterr. 25 



386 J* Ao^bea aoa der Physik. 

?• Zwei Lichtstrahlen derselben Quelle, aber vevsdiifidener 
Farbe fallen unter verschiedenen Winkeln (rot untcor «^ OAD^ 
violett unter «^ OA' D'y auf ein Prisma. Der brediende Winkel 
des Prismas soll so bestimmt werden, daXs die Strahlen beim Aus- 
tritt wieder parallel sind, wenn die Breehungsquotienten für rot 

-j-Q = j-^ und violett -jtq = -tt^ smd. Das heust geometrisch: 

Es sollen von £ und £' aus zwei Sekanften an den Kreis C ge- 
zogen werden, welche unter einander denselben Winkel wie DB 
und D^B bilden (^ T «» J) und deren (erste wie zweite) Schniit- 
punhte E und JE7' (auch E^ und J^^') mit Ä und Ä' verbunden 
Parallele ergeben. 

(135) Kessleb XII, 35. XII, 35 u. 265. 

8* Ein Gklilekehes und ein askronomisehes Fernrohr haben 
dieselben Objektive und ihre Okulare gleiche Brennweiten; auch 
ist das deutliche Gesichtsfeld in. beiden von gleicher Ausdehnung. 
Dann ist der Durdimesser des J^apluragmas in dem astronc^tnitchen 
Eemrohr gleich dn: halben Diff^rena der Breiten der Okulare. 

(281) Ednc. Times. XYII, 35. 

&» Eine Linse von 0^4 m Brenaweite ist 2 m von einer 
weiTsen Tafel entfernt, auf welcher sie das Bild eines Olgektes 
entwirft. Zwischen dieses Objekt und die Linae, welche fest ist, 
bringt man^eine zweite mit der Brennweite 0,1 m an, und ver- 
schiebt sie und das Olojekt so lange, bis das von den beiden 
Limsen entworfene Bild sieh auf der TaJel beßadei Die bttireg- 
lidie Linse hat dann den Abstand x von dev festen Linse und 
den Abatand p vom Objekt. 

1) Man soll die Gleichung zwischen x und y finden und sie 
diskutieren. 

2) Man soll die Formel für die Vergröfserung aufstefien und 
diskutieren. 

3) Man soll den Weg der Lichtstrahlen für x «» 0,2 m finden. 
(27^) Nouv. Ann. XI, 110. — 



in. Wärmelelire. 

1. Eine Glaskugel wird gewogen, während sie vollständig in 
eine Flüssigkeit (spec. Gew. s) getaucht ist und erleid>et dadurch 
einen Gewichtsverlust von ^ «= 38^&3 gr, wenn die Temperaftor 0^ 
beträgt. Ist die Temperatur der Flüssigkeit dlagegen t ««* 2t,4^ 
so beträgt der Gewichtsverlust g^ «= 37,70 gr.. Wie grofs ist der 
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Ansdehnungskoefficient x der Flüssigkeit, wenn der des Glases 
a = 0,000026 ist? 

(494) Nyt Tidsskrift. XXII, 513. 

2* Drei Flüssigkeiten Ay J9, C, die nicht chemisch aufein- 
ander wirken, haben der Beihe nach die Temperaturen 100*^, 50^, 0^. 
Wenn gleiche Gewichtsmengen von A und B gemischt werden, 
wird die Mischongstemperator 52,4^; werden gleiche Gewichts- 
mengen von B und C gemischt, so wird die Mir^chungstemperatur 
28,9®. Welche Temperatur würde man erhalten, wenn gleiche 
Gewichtsmengen von A und gemischt Verden? 

(495) Nyt Tidsskrift. ' XXII, 513. 

3* In ein Grefäfs, das 3 kg Schnee von — 4fi enthält, giefst 
man 6,5 kg Wasser von 24® und rührt die Mischung um. Wie 
verhält sich der Aggregatzustand und die Temperatur? Die 
specifische Wärme des Eises ist 0,5, seine Schmelzungswärme 79 
Wärmeeinheiten. ■ 

(496) Nyt Tidsskrift. XXn, 513. 



IV. Elektricitatslelire. 

!• Ein galvanischer Strom, der auf einer in seine Bahn ein- 
gesetzten Tangentenbussole einen Ausschlag von 24® giebt, ent- 
wickelt in einem gewissen Teil des Leitungsdrahtes in einer ge- 
gebenen Zeit eine Wärmemenge von 3,2 Einheiten. Wieviel Wärme 
wird in diesem Teil der Leitung in gleicher Zeit entwickelt, wenn 
die Stromstärke so vermehrt wird, dafs der Ausschlag auf der 
Bussole 41® beträgt? 

(498) Nyt Tidsskrift. XXH, 514. 

2* Zwei ungleiche Dynamomaschinen entsenden in ihren ge- 
trennten Leitungen elektrische Ströme, welche beide dieselbe Stärke 
haben. Wenn man die äüfseren Leitungen schliefst, die eine mit 
8 m Leitungsdraht, die andere mit 13 m Draht derselben Art, so 
wird die Verminderung der Stromstärke, die dadurch verursacht 
wird, für beide Ströme dieselbe. Wie grofs ist das Verhältnis 
zwischen den elektromotorischen Kräften beider Maschinen? 

(499) Nyt Tidsskrift. XXII, 514. 
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412. 646. 557. 633. 


96 


HiNDKL 


Reiohenbach i, Schi. 


1271. 1272. 13*4. 1849, 


97 


Hakmuth 


Berlin 


298. S6S. 364. 


98 


V. Haseluebo 


Stralsimd 


786. 


99 


Hkel 


Spejer 




lOO 




Erfurt 




101 


Heu< 


Liegnitz 




103 


Hbemanni 


Mülheim-Rnbr 




103 


Hbebtowbki 


GlückBtadt 




104 


H.T«™ 


Hagen 


S08. 205. 


106 


V. D, Hkibbh 


Essen 




108 


Hillebäkcht 


Essen 


ms. 


107 


Hoch 


Lübeck 


168. 1S4. 


lOS 


Hod™ 


Stasafurt 




109 


HöCHSTiTTEft 


Ulm 




110 


HÖFLEK 


Wien 


725. 


111 


HÖTTEEMASS 


PoUdam 


1164. 1178. 


112 


HoFFHiSS 


Leipzig 
Müfbemi-Ruhi 


82. 


113 


HOLIÄNCEH 




114 


HoLZMÜLLEB 


Hagen 


165. 600, S57. 95ä, 


116 


HORNICKEI, 


Stendal 




HS 


HOHBPRLD 






117 


EÜI^EH 


Gr.-Lichtetfelde 


288. 289, 471. 632. 1311, 
1318. 


IIB 


Idk 


Eaasel 




119 


IVAMOT 


Sofift 


94S. 


130 


JiJlAPKI 


Poaen 




121 




Wiea 


669. 680. 684. 640, 744. 
767. 768. 929. 960. 998. 
1017, 1041. 1068—1068. 
1131.1132,1136.1136,117«, 
1200—1203. 1220—1228. 


122 




Ahrweiler 




123 


Jovnn, ti-tu. 




91, 92. 193. 240. 


124 


Junker 


Crefeld 


180Ö-1307. 1318. 1822. 


1!6 


Jdbt 


Brealan 




1S6 


Kahtobowici 


.Posen 





392 Verzoichnis der Mitarbeiter des Aufgab en-Repertoriui 



No. 


«=... 


Wohnort. 


Gsilell« AufftabBD. 


127 




N örnberg' 




12S 


Eebsten 


Prenzlau 




12Ü 


Kesslek 


Bochum 


135. 


lao 


KlEBSL 


Czernowitz 


959. 


131 


KlEBI, 


Bromberg 


96. 121—124. 181, 183. 
185. 186. 368—271, 626. 
755. 763. 778. 782. 


ISS 




Kempen i. Poa. 




133 


Klewe 


Schnmm 




m 


KtDU 


Wünburg 




13S 


Kniat 


RöfiBel (O.-PrO 




136 


Knobloch 


Wien 




137 


ENOI'a 


Essen 




13B 


EOBEH 


HaUe 


837. 888. 902. 967. 


139 


KOBEB 


OelB i. Schi.; Schollwitü 


B6G;609. 610. 641.656.666. 
784.737.753.777.786.935. 


UO 


KOEBKB 


Stettin 


1042. 1081. 1082. 1087. 


Ul 


KÖHLEB 


Stettin 




142 


KOBOTT 


EBtibor;^Brefllau 


707; 1033. 


143 


EoitNBCK 


Kempen i. Pos. 




144 


KOBCH 


Breslau 


1160. 1168. 1170. 1172. 
1230. 1331. 


14G 


Khacse 


Magdeburg 


894. 


146 


Ekaush 


Oldenburg 




147 


Kat8.(B 


Brieg; Plesa 


1039; 1063. 1078. 1240. 
1345. 1292. 1302. 


148 




Stettin 


883. 901. 908. 915. 962. 
975. 991. 999. 1099. 1100. 
1111. 1112. 1122. 1133, 
1145. 1167. 1179—1180 
1223. 1224. 


149 


KüKOJAY 


Mikolcz 


653. 


150 


LAZiHUfl 


Waren i. McckL 




151 


Ledeb 


Wien 




152 


Lebhann 


Glauchau 




1&3 


Lehots,: 


Genua 




154 


Lengadeb 


Mflnchen 




165 


Lehkh 


Budapest 




166 


Leübinheb 


Temir-Chan-S chura 


948. 965. 987. 


157 


LErcKDECUBB 


Weilburg a. d. Lahn 


417. 


168 


LlEUliB 


Stettin 


21. 22. 40. 68. 


15<J 


Liebetbdth 


Zerbst 


823, 


160 




Berlin 




161 


LlNDESTHAL 


Trieal; Wien 




162 




Budweia 




163 


LOK^NI 


Waren i. Mecld. 




164 


Löte 


go'01TX"> 




166 






166 


Lücke 


Eothen 




167 


V. LÜHUAKN 


Eönigaberg i./N. 


21. 22. 41. 182. 489-491 
615. 811, 


168 


LfiTTia 


Duisburg 





YerzeichiiiB der MitaKbeiter des Aatgaben-RepertoriumB. 



Ho. 


n™. 


Wohnort. 


Öattellle Aaietbea. 


169 


Mamtbl 


Delft-HoUand 




170 


MlSSFKlXBB 


Oberlahnateinj Montabaur 




171 


Mabbimoeb 


Karlsruhe 




172 


Mathbhaticüs 


Chemnitz 


1014. 


173 




_ 


1248. 133S. 


174 


Matik q-Sauuleb 


Werdau i. Sacbaen 


1129. 


175 


Meikei:. 


Fürth 


761. 


176 


Mbnsm. 


GaterBlah 




177 


Metb» 


Dresden 




178 


Mbibb 


HaUo a./a. 


608. 


179 


Mx-ntR 


Herford 




180 


Meyeb 


Saarbrflcken 


855. 874. 896. 1009. 1016. 
1096. 1102, 1113. 


181 


Meyeh 


Weinheim 


828. 


182 


MlOHNIK' 


Breslau 


1124. 1141. 1143. 


183 


y. MioHiKi 


Bielitz 


726. 809. 


18* 


Mö8T 


Koblenz 


727. 728. 


186 


MI7CH 


Kreuznach 


1144. 


186 


UQllbe 






187 


MÜBKI.BN 


Schw&b. Gmünd 




188 


MöSEBECK 


Brieg; Waren; Herford 


440. 444. 446. 


i>. 


Nawbath 


NeiBHe 




190 


NüüBEEO 


Lüttich 


330. 232. 2B3. 864. 


191 


N18BTBO 


Zar» 


702. 867. 1013. 1032. 1140. 
1259. 1289. 1315. 1316. 


192 


N. N. 


? 


820. 


193 






11. 12. 26. 


19i 


NowiKora " 


Petersburg 




195 


Otte 


Potsdam 




196 


Faufticb 


Oppeln 


370. 371. 


197 


Fappit 


WuDfliedel 


859, 1268, 1293—1299. 


198 


Pbqh 


Neiaae 




199 


Prmbeleb 


Kiel 




200 


Feb^hxi 


TagüjheU/Dng. 




201 


Petkkbeh 


Kopenhagen 


266. 


202 


PpAMBaTIKL 


SchiTelbein 




203 


Przxvit 


Ä 




204 


PlOK 


29. 


206 


PlEPGBAfl 


Mülheim-Ruhr 


494. 651. 


S06 


PiTJ 


Giesaen 




207 


FLAeBKA.1N 


Warendorf 




208 


R. . . . 


P . . . . 




209 




Schneeberg 


619. 


210 


Reidt 




63-68. 


Sil 


RmsKY 


Gleiwitz 




212 


Bghn-eb 






213 


ErroB» 


Schlettatadt 


1040- 1093. 1097. 1126. 


214 


HiTBBBT 


Laubach 


1060. 1051. 1061. 1072. 


21& 


Rdl-UIEB 


Znaim 


172. 


216 


RöBBEI, 


Homburg t. d. H. 





394 Varaairfmii der HüaiHbeiter dei Aii%al>ett-&^>€rtodii]iiB. 



No. 




Wohnoii. 



Oeatellte Atfl^ben. 



217 
218 

219 
220 
221 
222 



BOHB 

BoSEKBAUM 

BOTH 

BuGKGABEB 

BüCBINSZKT 

BULF 



223 

224 
225 
226 
227 
228 



Bummler 

SadTXiEB 

Salomon 

Saüeb 

Sautkb 

y. SCHAWEN 



229 
230 

231 
232 
233 
234 



Schellbach 
SammL math. Anfg. 

SCHEBEMETEWSKT 
SCHLABACH 

Schlegel 

SCHLÖMILCH 



Erakau 

Prag 

Buxtehude 

Boitweil 

üdvarheli 

Pilsen 



Freiburg i. Sohl. 

Linz 

Berlin 
Leipzig 
Bentlingm 
Saarbrücken; Posen; 
Breslan 



Leipzig 
B^n 

Moskau 

Düsseldorf 

Waren i. Meckl.; Hagen 

Dresden 



974. 



260—264. 
77«. 787. 
854. 867. 
909. 920. 
956. 956. 



742. 752. 

801. 808. 

873. 889. 

921. 9S4. 

964. 969. 



978. 982. 988. 1001. 

1016.1031.1060.1073. 

1092.1114.1146.1147. 

1156.1165.1166.1175, 

1247.1265.1281.1282. 



766. 

826. 

897, 

945. 

976. 
1008. 
1080. 
1155. 
1235. 
1348. 



937. 979. 



66—69. 72—76. 99. 146. 
177. 243. 346. 347.419. 420; 
488. 567. 587. 668 ; 817. 921 
1002. 1253. 

27. 



44—51. 54. 55. 69. 70. 
77—81. 103—105. 11« Ina 
115. 128—132. 184. 143 bis 
145. 152. 156. 160. 170. 171. 
184, 191. 208. 210. 256—258. 
284. 285. 295. 303—308. 313. 
319. 320. 330. 331. 372. 374. 
886—388. 410. 415. 416. 
431—433. 441. 442. 456 Im 
458. 479—481. 485—487. 
501. 604. 506. 518. 520. 542. 
543. 551. 555. 568. 582. 586. 
601. 624. 634. 639. 643. 652. 
660. 664. 672. 687. 695. 703. 
722. 731. 745. 748. 749. 769. 
771. 794. 819. 827. 844. 848. 
853. 866. 869. 871. 881. 903. 
905. 906. 925. 936. 939. 94a 
954. 961. 973. 985. 992. 993. 
1034. 1064. 1065. 1075. 1083. 
1086. 1088. 1089. 1104. 1106. 
1107. 1116. 1117. 1126. 1128. 
1134. 1157. 1168. 1174. 1181. 



Veneächnia der ICbrbeiteT dei Aulgaben- Ecpertorii 



No. 


k™. 


Wohnort. 


GBBtellle A-ntgtiiea. 






Dresden 


liaa.1206.1213. 1220.1239. 
1243.1351.1269.1270.1317. 
1326. 1341. 


235 




EicfaBtatt 




236 


SOHKTDT 


Gotha 


476. 476. 


237 


ScnmDT 


Sprembeig 

NBuborg a.. d. Donau 




23S 


Scnurrt 


151. 173. 390 


239 


ScaUMlET 


Baatzen 




240 


ScHDLlB-TlQQES 


Barmen 




Sil 




Hamburg 




242 


ScHUBACnER 


Göppingen 


1077. 


248 


ScHDMiCHEB 


Metz 




244 


ScHDUiCBEil 


Neustadt a. H. 


847. 


245 


ScHÜtliCBWt 




Ö07. 528. 548. 620. 732. 
772. 786. 


S46 


SCHUKIO 


QohliB/Leipaig 


792. 


247 


SCHL-BTER 


Pola 




S48 


Skyffeht 


Foret i,/L. 




249 


SlKTBBB 


343— 3&1. 368. 369. 376. 








376,418.426.427.430.499. 








689. 7;)1. 910. 990. 1046. 








1119.1127.1190.1194.1229. 








1242.1267,1373.1329.1381. 


260 


SmoN 


Berlin 


653.674.691.793,933.946. 


251 


SONNENBtma 


Gladbach 




262 


SPAjmEMBIRQ 


Stendal 




253 


SrORKR 


Weingarten 


520. 537. 6S8. 680. 681.690. 
602.803,639.637,646.664. 
663. 67fl, 685. 697. 705. 708. 
723. 762. 


264 


SriDE 


Halle 


508—510. 


255 


Staib 


Eflttsreil 




266 


Stibmeb 


DüsBeldorf 


36. 37. 187-189. 462. 


257 


STECK1EIJ..CR0 


Witten 


1137. 1138. 1307. 1208. 1216. 
1216. 1227. 1282. 1287. 1244. 

1350. 1354. 1258, 1363. 1264. 


258 


Stehe »itiii 


PienElau 


463. 736. 846. 861. 


269 


Stein 


Genthin 




aeo 


S«IKBJBr 


Daieburg 




261 


Steine RT 


Karlaruhe 


1170.1199.1211.1213.1260. 
1323. 


262 


Stbibse 


Güteraloh 


ei4. 


263 


Stoll 




166. 167. 327— 229. 373 bis 
376.302.332—389.358.382. 
413. 435-438. 468—470. 
512-614,664.577.688-689. 
604— 607. 665. 681 . 789. 799. 
800. 805. 818, 834. 843. 851. 
806,887.898.903.911,940. 
949.980.981-996.997.1006. 
1007. lOia. 1026. 1069. 1066 
bis 1071. 1095. 1103. 1148. 
1149,1183.1134.1196.1196. 
12U4, 1310. 1217—1219. 



396 Yerzeichnis der Aufgaben aus nichtdentachen Fachzeitschriflen. 



No. 


Name. 


"Wohnort. 


Gestellte Aufgaben. 




Stoll 


Bensheim 


1225. 1233. 1234. 1800. 1301. 
1313. 1314. 1318. 1327. 1328. 
1346. 1347. 


264 


StrÜbinq 


Gr. -Lichterfelde 


986. 


265 


SwiTALSKI 


Rastenburg 




266 


SzimIkvi 


Trenchin/Üngam 


511. 526. 565. 583. 593. 594. 
597. 598. 618. 627. 628. 662. 
669. 680. 692. 693. 746. 


267 


Tafelhacher 


Osnabrück; Santiago 


944. 1261. 1309. 


268 


Tarry 


Algier 


266. 267. 314. 315. 327. 


269 


Tauberth 


Dresden 




270 


Teegb 


Kiel 


1160. 1161. 1163. 


271 


Thieme 


Posen 


671. 708. 709. 803. 804. 878. 
879. 971. 972. 1052—1054. 
1139, 1187. 1188. 


272 


Töpler 


Grossenhain 




273 


Trbumann 


Birkenrub/ W enden 
Livland. 




274 


TUCKBR 


London 


381. 


275 


TÜRK 


Posen 

• 




276 


ÜNFERDINOER 


Wien 


106. 107. 116—118. 


277 


Ungenanitt 


? 


90. 


278 


Vahlen 


Berlin 




279 


Valta 


München 


549. 550. 575. 576. 747. 


280 


Vollherinq 


Bautzen 


904. 1228. 1249. 


281 


Vonderlinn 


München 




282 


Wachtel 


Vagujhely 




283 


Wächter 


Schaarbec^rüssel 


739. 760. 784. 797. 813. 


284 


Weber 


Frankfurt a. M. 


446. 466. 547. 642. 716. 741. 


285 


Wehr 


Laibach 




286 


Weidenhüller 


Marburg 


321. 472. 574. 730. 738. 


287 


Weinmeister 


Leipzig 


97. 98. 147—149. 180. 192. 
206. 207. 214—216. 222. 223. 
244. 245. 310. 311. 1197. 


288 


Weinmeister 


Tharand 


621. 649. 650. 661. 673. 688. 
700. 710. 718. 719. 729. 743. 
757. 764. 765. 775. 1014. 
1043. 1115. 


289 


Weis 


Weilburg 




290 


Wertheim 


Frankfurt a. M. 




291 


Wertsch 


Spremberg 




292 


Wesely 


Pilsen 




293 


WiLSKI 


Liegnitz 




294 


WiTTRIEN 


Königsberg i. Pr. 




295 


W OELPER 


Zeitz 


617. 


296 


Wrzal 


Wien 


- 


297 


WÜLLNER 


Neunkirchen/Saarbrücken 




298 


Zander 


Osnabrück 




299 


V. Zettmar 


Marburg/Steiermark 




300 


Zimmermann 


Eisenach 


717. 


301 


Züge 


Lingen 


815. 984. 1076. 



Veneiehnis 397 

der Aufgaben ans niehtdeatselien Faehzeitsehriftdn. 



Zeitschrift. 



No. der Aufgabe. 



Angaben, gestellt b. '^ 
d. An&ahmeprüfimg 
i. d. dänische Poly- 
tedmikom. 

Edncational Times 
(Educ. Times) 



Journal de mathäma- 
tiques ^ämentaires et 

sp^iales. 
Joum. Slam, oder 
Joum. sp^c. 



lilath. Magazine. 
Math. Yisitor. 
Mathesis. 



Nouvelles Annales de 

Mathämatiques. 

(Nouv. Ann.) 

Nyt Tidsskrift for 

Mathematik. 

(Nyt Tidsskrift.) 

Tidsskrift for Mathe- 
matik. 
(Tidsskrift.) 



139—142. 



. 181. 


186. 


187. 


254. 


255. 


269. 


. 299. 


301. 


306. 


388. 


390. 


398. 


439. 


444. 


445. 


517- 


-520. 


626. 


570. 


671. 


677. 


. 680. 


681. 





47. 80—82. 104. 122. 127. 129. 167 
194. 196. 200—202. 204. 208. 245. 
260. 271. 273. 280-284. 288. 296. 
314. 319. 324. 339. 341. 342. 381. 
400. 401. 409. 418. 423. 424. 438. 
459. 460. 468. 469. 486. 486. 488. 
532. 542. 643. 545—648. 560. 559. 
596. 597. 631. 660. 663—656. 677 

32,-39,. 40—46. 48. 74. 78. 79. 84—94, 96—99. 

102. 106—108. 110—112. 114. 116. 117—119. 120. 
123—126. 128. 184. 143—149. 151—163. 166—166. 
168—177. 182. 183. 188—193. 196. 198. 199. 203. 
207. 209. 212—214. 217. 220. 232—236. 238. 240. 
242—244. 246. 261. 261. 262. 268. 269. 276. 277. 
286. 287. 297. 298. 300. 304. 305. 307. 315. 318. 
326—330. 333. 336. 348. 354. 370. 372—376. 379. 
380. 382. 383. 385. 389. 392—397. 402—404. 406. 
410. 412. 413. 419—422. 431—434. 440—443. 
455—468. 471. 473. 476. 479. 483. 484. 500—602. 
506—516. 525. 528. 536. 544. 649. 661. 668. 561. 
562. 564. 668. 583. 588. 590—692. 601—603. 605. 
626. 626. 630. 638. 640—642. 647. 661. 672. 679. 

683. 685. 

239. 248—260. 257. 268. 278. 286. 293—295. 

121. 130—133. 136—137. 160. 186. 

178—180. 184. 197. 216. 224. 225. 247. 252. 263. 
263—267. 272. 274. 276. 279. 289—292. 302. 
308—310. 312. 313. 316. 320—322. 334. 335. 337. 
338. 340. 343—347. 349. 361—353. 356—369. 
371. 376—378. 384. 386. 387. 391. 399. 406. 407. 
408. 411. 414—417. 426—430. 435—437. 446—461. 
453. 464. 461—467. 472. 476. 477. 478. 480—482. 
503. 621—623. 627. 629—631. 633—636. 537. 638. 
541. 662. 554—667. 563. 669. 572. 673. 679—682. 

684. 686. 589. 693—696. 698. 600. 604. 606—624. 
634—636. 646. 649. 662. 667. 673—676. 684. 
686—691. 

Ij— 39i. 1,-31,. 76—77. 83. 88. 96. 100. 101. 

103. 109. 113. 116. 126. 138. 164. 165. 206. 206. 
210. 211. 218. 236. 237. 270. 317. 323. 331. 

470. 474. 487. 489—499. 604. 639. 640. 563. 560, 
665—667. 674—676. 678. 586. 687. 593. 699. 
627—629. 632. 633. 637. 639. 643—645. 648. 
657—666. 668—671. 676. 682. 692—694. 

216. 219. 221—223. 226—231. 241. 266. 308. 311. 
332. 350. 452. 



398 



Verzeichnis der gestellien and gelösten Aufgaben. 



Yerzeiclmis der In den einzelnen Binden der Zeitschrift 
gestellten nnd gelSsten Aufgaben '*'). 



Band 


Aufgaben von den Mitarbeitern 


Aufgaben 


der Zeit- 






ans niohtdeHtiebenFaoh- 


schrift. 


gesteUt. 


gelöst. 


aeitsefariften. 


I 
11 

m 

IV 


V 

enthalten 






keine 






Aufgaben. 






V 


1—16 


1—10. 




VI 


17—88 


9; 11—26. 




VII 


8y— 41 


keine. 




VIII 


42—48 


26—28. 




IX 


49 70t TT 


44—48; 63; 64; 66—69; 62. 


Berichte über das Autg.- 




1,11 




Sttpert d. Ko«T. Abu. 
de JfAtii. 


X 


70—96 


51 ; 60 62 ; 69 ; 71—76 ;78— 80. 


li—B9^ u. I2—2I2 
ohne Lösung. 


XI 


96—134 


63; 70; 76—79; 81; 83; 84; 


22^—31^ ohne Lö- 






86—88; 96-99; 106; 107. 


sung; 31g— 39^ und 
40 — 46 mit Lösung. 


xn 


1S5— 194 


88; 98—96; 100^102; 198 bis 
116; 119—162. 


47—48, 


xm**) 


196— 2Ö9 


153—161; 166—183; 186-209. 


89—138. 


XIV 


260—841 


40; 41; 200—202; 211 -.216; 
222-274; 276-281; 284-296. 


139—186, 


XV 


342—465 


296—398; (430 u. 440 bei der 

Aufgabe). 


187—231. 


XVI 


466—664 


408—428 ; 431— 439; 441— 606 ; 
(508-610 bei der Aufgabe). 


232—277. 


XVÜ 


566—647 


606; 607; 611—696. 


278—308. 


XV in 


648—735 


696—678; bei 672 und 676 
nur auf anderweitige Lösung 
hingewiesen. 


309—343. . 


XIX 


736-826 


679-724; 726—770; Bemer- 
kungen zu 624; 626 U. 671. 


B44—377. 


XX 


827—912 


769; 771—847; 849—868. 


378—419. 


XXT 


912—1003 


869—947. 


420—458. 


xxn 


1004—1086 


948—966; 969—1033; Bemer- 
kung zu 484. 


459—509. 


x>;iii 


1086—1164 


1034-1 115 u. Nachtrag zu 1010. 


510—555, 


x:;iv 


1166—1244 


1116—1191 und Nachträge zu 
1077 und 1116. 


556—629. 


XXV 


1245 1351***) 


1192-1275u.Nachtragzul077. 


630—694. 



*) Dieses Verzeichnis haben wir gegeben zur Ünterstätzunff der 
Leser und Mitarbeiter für den Fall, dass sie wissen wollen, in welchem 
Bande eine gewisse der No. nach bezeichnete Aufgabe steht, so dass sie 
nicht lange zu suchen brauchen. "Wir kennen die Hilfe dieses Ver- 
zeichnisses aus eigener Erfahrung. 

**) Von diesem Bande an smd in dem Inhaltsverzeichnis der Zeit- 
schrift ,,GenauereNachweise über das Aufgaben-Beperiorium** gegeben. 
**^) Die Lösung der Aufgaben 1276—1323, 1326—1343, 1345—1300 
befinden sich in XXVI. 



Yerzeichnis der Aufgaben, die ungelöst geblieben sind. 399 



Verzeiclmis der Aufgaben, die in der Zeitsclirift nngel9st 

geblieben sind*). 



Ko. der 
Aufgabe. 


Band und Seite 

der Aufgabe 
in der Zeitschrift. 


Seite der 

Aufgabe in der 

Sammlung. 


Bemerkungen 


82 


X, 198 


195 No. 1 




90 


X, 362 




Der ungenannte Verf. d. Aufgabe 
wurde auf sie durch die An&age 
eines Maschinenbauers geführt. 


116 


XI, 274 


19 No. 46 




282 


XIV, 100 


365 No. 6 




283 


XIV, 100 


365 No. 7 




848 


XX, 116 


28 No. 21 




1324 


tj:y, 513 


383 No. 7 




1351 


x: :v, 590 


305 No. 60 





*) Dieses Verzeichnis haben wir gegeben zur Anregung, damit 
diese Aufleben nachträglich noch gelöst werden. — Angaben, deren 
Lösung leicht oder anderweitig veröffentlicht ist, sind in diesem Ver- 
zeichnis nicht berücksichtigt. 
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